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PRÓLOGO 


Este  libro.  Problemas  de  Geometría  Analítica  y  Diferencial,  junto  con  otros  dos,  Problemas  de 
Matemáticas  y  Problemas  de  Geometría,  están  dedicados  a  la  presentación  y  resolución  de 
problemas  que  se  planteaban  hace  unas  décadas,  en  la  preparación  para  ingreso  en  las  carreras 
de  ingeniería  técnica  superior. 

Incluye  907  problemas,  de  los  que  707  se  refieren  a  la  geometría  analítica  y  200  a  la  geometría 
diferencial.  Los  correspondientes  a  la  geometría  analítica  se  reparten  entre  la  geometría  del 
plano,  con  491  problemas  (elementos,  circunferencia,  lugares  geométricos,  cónicas,  curvas),  y  la 
del  espacio,  con  216  problemas  (elementos,  lugares  geométricos,  cuádricas,  otras  superficies  y 
curvas).  Los  referentes  a  la  geometría  diferencial  se  reparten  entre  los  correspondientes  al  plano, 
con  123  problemas,  y  los  correspondientes  al  espacio,  con  77  problemas. 

Esta  segunda  edición  de  Problemas  de  Geometría  Analítica  y  Diferencial  tiene  por  objeto  su 
puesta  a  disposición  de  la  Escuela  de  Ingenieros  de  Minas  de  la  Universidad  Politécnica  de 
Madrid. 


Madrid,  verano  2012 
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Problemas  de  Geometría  Analítica 


Geometría  Analítica  del  Plano 


Sección  A  -  ELEMENTOS:  PUNTOS,  RECTAS,  ÁNGULOS 


A  1-  En  ejes  oblicuos  de  ángulo  60°,  se  considera  el  paralelogramo  ABCD,  A{a,b),  B(-a,b),  C(-a,-b), 
D(a,-b).  Se  toma  como  nuevo  eje  X,  la  diagonal  AC,  sentido  positivo  hacia  la  derecha.  Como  nuevo  eje 
Y',  la  paralela  por  A  a  la  diagonal  BD,  sentido  positivo  hacia  arriba.  Hallar  las  coordenadas  de  los  cuatro 
vértices  referidas  al  nuevo  sistema. 

Solución: 


r 


X 


El  punto  A  coincide  con  el  origen  de  los  nuevos  ejes,  luego  sus  nuevas  coordenadas  son  (0,0).  Siendo 
(x,y)  las  coordenadas  en  los  nuevos  ejes,  del  centro  O  del  paralelogramo,  se  tiene: 
x2  =  a2  +  b2  +  lab  eos  60°  =  a2  +  b2  +  ab,  y2  =  a2  +  b2  -  lab  eos  60°  =  a2  +  b2  -  ab. 

Luego  las  coordenadas  pedidas,  son: 

BÍ-  Ja2  +  b2  +  ab  ,  Ja2  +  b2  -  ab  ) ,  c(-lja2  +  b2  +  ab  ,0 ^,d(-  Ja2  +  b2  +  ab  ,-Ja2  +  b2  -  ab^. 

A  2-  En  ejes  rectangulares  se  dan  las  rectas  mx  +  (Im  -  \)y  +  3  =  0,  (4 m  -  l)x  -  (m  +  l)y  -8  =  0.  Hallar: 
Io)  El  valor  de  m  para  que  sean  perpendiculares.  2o)  En  este  caso,  hallar  las  coordenadas  de  su  punto  de 
intersección.  3o)  En  el  mismo  caso,  hallar  el  ángulo  que  forma  la  primera  recta  con  el  eje  OX.  4o)  Hallar  la 
forma  continua  de  la  segunda  recta  en  función  del  punto  de  intersección  de  ambas. 


Solución:  Io)  Para  que  sean  perpendiculares,  ha  de  verificarse  que: 

5  ±  Jl\ 


•  — — 7T-  =  -1.  Es  decir: 
2  m  -  1  m  +  2 


—m 


m2  -  5 m  +  1=0.  De  donde:  m  = 


37  ±  13  V2T  58  ±  20V2T 


2o)  Las  coordenadas  del  punto  de  intersección,  son: 

-5  +  V2T 


.  3o)  El  ángulo  pedido  es:  9  =  arctan 


-m 


=  arctan 


de 


_  .  _  1  .  1  Lj i  untuiv  uvuivjv  vo.  uiviun  ^  1  - - -  - 

141  ±  29V2T  -141+29V2T  )  lm-1  8  ±  ijñ 

donde  9  toma  los  valores  -29°10'22"  y  19°42'37''6.  4o)  La  forma  continua  de  la  segunda  recta  en  función 

37  ±13721  58  ±10  JTÍ 


x  - 


del  punto  de  intersección,  es: 


141  ±19jí\ 
9  ±  JlT 


y- 


-141  +29V2I 
3  ±  2V2T 


A  3-  En  ejes  de  ángulo  60°  se  considera  la  recta  que  pasa  por  M(4,4)  y  es  perpendicular  a  OM.  Io)  Hallar  la 
ecuación  de  esta  recta.  2o)  Hallar  las  coordenadas  de  los  puntos  de  esta  recta  que  distan  de  M,  1  unidades. 
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3o)  Halla  la  bisectriz  del  ángulo  formado  por  dicha  recta  y  el  eje  OX. 

Solución:  Io)  Ecuación  de  OM :  y-x  =  0.  Ecuación  de  las  rectas  que  pasan  por  M:  y  -  4  =  A(x  -  4).  La 
condición  de  perpendicularidad  es:  1  +  mm'  +  (m  +  m')cosd  =  1  +  A  +  *  +  ^  =  0.  Luego  A  =  -1 .  La 

ecuación  pedida  es:  x  +  y-8  =  0.  2o)  El  cuadrado  de  la  distancia  de  (x, 8-x)  a  (4,4),  es: 
(x  -  4)2  +  (8 -x -  4)2  -  -2(x -  4)(8  -x -  4)cos60°  =  4.  De  donde  las  coordenadas  pedidas  son: 
2JJ  _  2j3 

x  =  4±  — ^ — ,y  =  4h — \ — .  3o)  Las  ecuaciones  de  las  bisectrices  del  ángulo  formado  por  x  +  y  -  8  =  0, 


y  =  0,  son: 


x  +y  -  8 


VI  +  1  -  2  eos  60° 


y 

yr 


es  decir:  x  -  8  =  0,  x  +  2y  -  8  =  0. 


A  4-  En  ejes  de  ángulo  9  =  60°,  se  pide:  Io)  Ecuación  de  la  recta  que  pasa  por  el  punto  A(  1,3)  y  forma  con  la 
recta  y  =  2x  un  ángulo  de  45°.  De  las  dos  soluciones,  se  hallará  aquella  recta  que  corta  a  OY  en  el  punto 
más  cercano  al  origen.  2o)  Coordenadas  de  los  puntos  B  de  esa  recta  que  distan  de  A,  3  unidades. 

Solución: 


Io)  Recta  pedida:  y-  3  =  A(x-  1).  Ángulo  de  las  dos  rectas:  tan45°  =  - — — De 

1  +  2  A  —  (a  +  2 )  eos  ou 

donde:  A  =  -1  ±  J3  .  Las  ordenadas  de  los  puntos  de  corte  con  x  =  0,  son:  y  =  4  ±  73",  siendo  el  punto 
más  cercano  al  origen  el  correspondiente  a  A  =  -1  +  JJ .  En  consecuencia,  la  ecuación  de  la  recta  pedida, 
es:  y  =  (71  -  1  )x  +  4  -  73".  2o)  Siendo  un  punto  de  esta  recta:  [x,  ( JJ  -  1  )x  +  4  -  71  ],  se  tienen  las 
siguientes  distancias:  AC  =  x  -  1 ,  BC  =  (71  -  1 )  (x  -  1 ).  Por  tanto,  el  cuadrado  de  la  distancia  entre  los 
puntos  A  y  5,  es:  AB2  =  (x-l)2  +  [(yÁ-l)(x-l)]~-2(x-l)(V3"-l)(x-l)  cos(^  _  60°)  =  9. 


De  donde  se  tiene  que  la  abscisa  de  B  es:  x  =  1  ±  J 

^4-73 


siendo  su  ordenada:  3  ± 


3(73-1) 

V4  -  73" 


A  5-  En  ejes  rectangulares  se  da  la  recta  a,  de  ecuación  2x  +  4y  -  7  =  0.  Io)  Hallar  la  ecuación  de  la  recta  c, 

simétrica  de  la  dada,  respecto  de  la  recta  b,  de  ecuación  x  -y  -  6  =  0.  2o)  Sea  M  el  punto  de  intersección 

PA/Í  —9 

de  las  tres  rectas,  y  A  el  punto  de  intersección  de  a  con  OX.  Hallar  un  punto  P  de  a  tal  que 
Solución: 


Io)  Ecuación  de  a:  2x  +  4y-7  =  0.  Ecuación  de  Ir.  x-y-6  =  0.  Coordenadas  de  su 
Mi 


Ecuación  de  c:  y  +  =  m(x-  Como 


ma  -  nih 


mh  -  mc 


1  +manib  l+mbtnc 

nib  =  1,  se  tiene  mc  =  -2,  con  lo  que  la  ecuación  de  c  es:  4x  +  2_y  -  19  =  0.  2o)  Siendo  A ^ 


coordenadas  de  P  son:  x  = 


11 

6 


2_ 

3 


7_ 

2 


1  +  4 


=  t;y  = 


=5-  +  4  -o 
6 


intersección 
zi 
2  ’ 

0^,  las 


ma  = 


i  +  4 


-j-.  Es  decir: />(|,U-). 


A  6-  En  ejes  rectangulares  se  dan  las  rectas  y2  -  7 xy  +  4x2  =  0.  Hallar  la  ecuación  que  da  el  conjunto  de  sus 
bisectrices. 


Solución:  Sea  y  =  Xx,  una  de  las  bisectrices,  y  sean  m  y  m'  las  pendientes  de  las  rectas  dadas.  Se  tiene: 
l+Xm  =  7  ’  es  decir:  (ni  +  m')X 2  -  2 (mm1  -  \)X-  (m  +  m')  =  0.  Como  m  +  m'  =  7,  mm‘  =  4, 


X  = 


y 


1  +  Xrn 

sustituyendo  se  tiene:  7x2  -  ly2  +  6xy  =  0. 


A  7-  En  ejes  rectangulares  se  considera  el  triángulo  ABC,  cuyos  vértices  son:  A(  1,2),  5(4, -5),  C(6,-2).  Se 

/S 

pide:  Io)  Ecuación  de  la  bisectriz  interior  del  ángulo  A.  2o)  Ecuación  de  la  altura  BH  trazada  desde  el 
vértice  B  sobre  AC.  3o)  Coordenadas  de  los  puntos  de  esta  altura  que  distan  4  unidades  del  vértice  B. 


Solución:  Io)  AB  =  Ix  +  3y  -  13  =  0,  AC  =  4x  +  5y  -  14  =  0.  Ecuación  de  las  bisectrices: 

Ix  +  3 y  J_3_  =  4a  +  5i  \A_ .  ^as  abscisas  de  los  puntos  de  corte  con  OX,  de  AB,  AC  y  de  las 
JW+9  ±716  +  25 

bisectrices,  son,  respectivamente:  1.8,  3.5,  -1.6,  2.5.  Luego  la  bisectriz  interior  corresponde  al  signo 
negativo  de  la  raíz  (abscisa  2.5),  siendo  su  ecuación:  (4758"  +  7/4T )x  +  (5j~58  +  3 V4T)y- 


-14758  -  13741  =  0.  2o)  BH  =  5x-4y-40  =  0.  3°)x  = 


164  ±  16741 
41 


-,y  = 


-205  +20744 
41 


A  8-  Dadas  las  rectas  P  =  Ax  +  By  +  C  =  0,  Q  =  A'x  +  B'y  +  C'  =  0,  hallar  la  relación  que  debe  existir  entre 
Xy  ¡j.  para  que  las  rectas  P  +  XQ  =  0,  P  +  ¡iQ  =  0,  sean  perpendiculares. 

Solución:  Pendiente  de  P  +  XQ  =  0,  m  =  -  ^  +  'H,  ;  pendiente  de  P'  +  XQ'  =  0,  m'  =  ~  „  +  ;  la 

B  +  aB  B  +  ¡iB 

condición  de  perpendicularidad  es:  mm  =  -1.  Luego:  (A  +  XA')(A  +  ¡ 1A ')  +  (B  +  XB’)(B  +  ¡uB')  =  0.  Es 

decir:  (A12  +  B'2)X^  +  (AA1  +  BB')(X  +  ^i)  +A2+B2  =  0. 


A  9-  La  recta  y  =  3x  +  1  es  la  ecuación  de  un  rayo  incidente  a,  que  se  refleja  al  chocar  con  la  recta  b,  cuya 
ecuación  es:  2x  +  4y  -  5  =  0.  Se  pide:  Io)  Ecuación  del  rayo  reflejado  c.  2o)  Coordenadas  del  punto  de 
este  rayo  que  diste  del  de  intersección  con  la  primera  recta,  4  unidades. 

Solución: 


Io)  Las  coordenadas  del  punto  de  intersección  son:  La  ecuación  del  rayo  reflejado  c,  es: 

13x  -  9y  +  10  =  0.  2o)  El  punto  pedido  es:  >  ~j^-  +  ^25^  a  Se  s^a  en 

semiplano  superior  definido  por  b  (línea  continua  en  la  figura).  Si  se  sitúa  en  el  semiplano  inferior  (línea 
de  trazos),  el  punto  pedido  es  P'  ^  -yL  -  ^25^  ’  ^4"  _  ^25^  ^  • 


A  10-  Calcular  el  ángulo  V  que  forman  las  rectas:  (ax  +  by)  cosd  +  (bx  -  ay)  sin0  +  ex  +  dy  =  0, 
(ex  +  dy)  eos  6  -  (dx  -  cy)  sin  0  +  ax  +  by  =  0. 


Solución:  Las  pendientes  de  estas  rectas  son:  m  1  = 

f)  1  _  f2 

Haciendo:  tan-^-  =  t,  sin  9  =  — é^r,  eos  8  =  - — V, 
2  1  +t2  1  +t2 

=  — =  tan0.  Por  tanto,  V  =  9. 

1  -t2 


a  eos  9  +  b  sin  6  +  c 
asin6  —  bcosO  -  d 


m2  = 


d sin6  -ccosÉ)  -  a 


tan  9  = 


2 1 


1  -t2 


se  tiene: 


d  eos  9 
tan  V  = 


4-  csint?  +  b 
nn  ~  ni  2 

1  +  ni\  m  2 


A  11-  Dada  la  recta  r  =  3x  +  2y  -  5  =  0,  se  pide:  Io)  Ecuaciones  de  las  rectas  que  pasan  por  (2,-1 )  y  forman 
un  ángulo  de  45°  con  r.  2o)  Ecuaciones  de  las  rectas  que  forman  con  las  anteriores  un  cuadrado  de 
diagonal  la  recta  r.  3o)  Longitud  del  lado  del  cuadrado. 
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Solución:  Io)  Siendo  m  la  pendiente  de  las  rectas  pedidas,  se  tiene: 


m+2 


1  - 


3 m 


=  ±1,  m i  =  -y-,  m 2  =  5. 


Las  ecuaciones  pedidas  son:  5x  -  y  -  1 1  =  0,  x  +  5y  +  3  =  0.  2o)  Los  puntos  de  intersección  de  estas  dos 

.  Las  ecuaciones  pedidas  son:  x  +  5y  +  \  =0, 

726 


rectas  con  la  recta  dada,  son: 

5x -y  -  13  =  0.  3o)  El  lado  mide 


Í27 

-8  " 

-14  A 

V  13  ’ 

13  y 

v 

Y  V  13  ’ 

13  ) 

r2-#V+( 

-l  +  #>) 

Vv  13  J  \ 

,  13  J 

13 


A  12-  En  ejes  rectangulares  se  proyecta  un  punto  P(a,b )  en  A  sobre  OX,  y  en  B  sobre  OY.  Se  une  A  con  B. 
Por  P  se  traza  la  perpendicular  a  AB.  Demostrar  que  esta  perpendicular  pasa  por  un  punto  fijo  cuando  P 
describe  una  recta  paralela  a  la  bisectriz  x-y  =  0. 

Solución:  El  punto  P  recorre  la  recta  y  -  b  =  x-  a,  siendo  sus  coordenadas  (a  +  2,6  +  2).  La  ecuación 


de  AB  es: 


y 


X  = 


ax-by  -  a2  +  62 


6  +  2 


=  1 .  La  perpendicular  por  P  es:  y-b  -  X  = 


b  +  X 


(. x-a-X ),  de  donde 


.  Se  forma  el  sistema:  ax-by -a2  +  b2  =  0,  y  -x  +  2a  -  2b  =  0,  cuya  solución 


y -x  +  2a  -2b 

es:  x  =  a  -  b,  y  =  b  -  a,  que  son  las  coordenadas  del  punto  fijo. 

A  13-  Dado  el  haz  de  rectas  x2  +  4 xy  +  y2  +  X(2x2  -  2 xy-y2)  =  0,  hallar:  Io)  Valor  de  X  para  que  las  rectas 
formen  un  ángulo  dado  V.  2o)  Valor  mínimo  de  V. 

Solución:  Io)  Ordenando  la  ecuación  del  haz  según  las  potencias  de  y,  se  obtiene  la  ecuación: 

2 


y2  +  — ^Axy  +  \  +  ^  x2  =  0.  De  donde:  tan  V  = 

1  —  A 


V 


my 


1  +2X 


1-2  _  XJÍX^JX  +  H 


10 


1-2 

2  tan2  F±  2  725  tan2  F-  11 


1 


1  +22 
1-2 


2  +  2 


12  -  tan-F 


Luego,  2  = 

tiene:  2  =  j^-,tanF=  -^J-,  F=  33°33'26"3. 


.  2o)  Derivando  tan  F,  respecto  a  2,  e  igualando  a  cero,  se 


A  14-  En  ejes  oblicuos  se  dan  los  puntos  A(a, 0),  5(0,6).  Se  consideran  dos  puntos  variables  P  y  Q,  P  está 
sobre  OX,  y  O  sobre  OY,  de  forma  que  yy  +  =  k.  Demostrar  que  la  recta  PQ  pasa  por  un  punto  fijo 

y  hallar  sus  coordenadas. 


Solución 


_  x  -  2 


x=  P- 


W),e(o.j^),P8 

Por  tanto,  PQ  pasa  por  el  punto  ,  y  ^ . 


(22  -  a)y  ay-bx  ¿ 

- r-, — — .  De  donde,  2  =  -f - .  Luego,  y  =  -7V 

bX  ky-b  k 


A  15-  Se  da  el  triángulo  ABC\  A(0,h),  B{b, 0),  C(-b, 0).  Sea  el  punto  P{ X,¡jl).  Se  llaman  A',  B' ,  C  los 
simétricos  de  P  respecto  de  los  puntos  medios  de  BC,  AC,  AB.  Demostrar  que  AA',  BB' ,  CC  concurren  en 
un  punto  M,  cuyas  coordenadas  se  hallarán  en  función  de  las  de  P.  Demostrar  que  la  recta  PM  pasa  por  un 
punto  fijo  cuando  P  se  mueve  en  el  plano,  hallando  sus  coordenadas. 

Solución:  Los  puntos  simétricos  de  P,  son:  A'(- 2,-ju),  Bj{-b  -  X,h  -  ¡a),  C'(b  -  X,h  -  /i).  Las 

ecuaciones  de  las  rectas  son:  AA'  =  (h  +  q)x  -2 y  +  X h  =  0;  BB'  =  (h  -  q)x  +  (2b  +  2 )y  -  bh  +  bfj.  =  0; 

h  +  ¡i  -X  Xh 

CC  =  ( h  -  ¡j.)x  +  (2  -  2 b)y  +  bh  -  bfi  =  0.  Como 


_ 0  fl  —  ¡l 

pasan  por  un  punto  cuyas  coordenadas  son:  r 


h  -  n  26  +  2  -bh  +  bpi  \  =0,  las  tres  rectas 
h  -  ¡j.  2-2 b  bh  -  b¡a 

La  ecuación  de  la  recta  PM  es: 


2  ’  2 

(h  -  3/i)x  +  2>Xy  -  Xh  =  0.  Para  que  pase  por  un  punto  independiente  de  X,/u,  ha  de  cumplirse  que  sus 
coeficientes  se  anulen,  es  decir:  x  =  0,  2>y  -  h  =  0.  Luego  PM  pasa  por  el  punto  fijo  ^0,  y  ^ . 

A  16-  Hallar  las  coordenadas  de  un  punto  tal  que  la  suma  de  los  cuadrados  de  sus  distancias  a  los  puntos 
(xi,yi ),  (x2,yi).  ■  ■  (x„,y„),  sea  mínima. 

Solución:  La  suma  I  de  los  cuadrados  de  las  distancias  del  punto  (x,y),  a  los  puntos  dados,  es: 
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X  =  (x-x¡)2  +...+(x-x„)9  +  {y-y i)9  +...+(y-y„)2  =  X*  +  'Ly,  siendo  Xx  =  (x-xi)2  +...+(x-x„)2, 
X3,  =  (y-ji)2  +. ,.+(y - y„)2.  Derivando  e  igualando  a  cero:  X*  =  2(nx -x¡  -,..-x„)  =  0,  de  donde 
x  =  Xl  +y;,+A”  .  Análogamente, y  =  ^ 1  +'w'+^"  • 

A  17-  Dadas  las  rectas  ri ix  +  S íj  +  Ci  =0,  A2X  +  Ü2y  +  C2  =0,  A^x  +  B^y  +  C2  =  0,  hallar  el  área  del 
triángulo  que  forman. 


Solución:  Sea  A 


A 1  B 1  Ci 
zL  B2  C2 
A?,  B3  C3 


Las  coordenadas  de  los  vértices  del  triángulo  son: 


X3  = 


-Cl 

B 1 

Al 

-Ci 

-c2 

b2 

a  3 

A  2 

-c2 

Ó3 

A 1 

B 1 

-  c-)  >  y 2  - 

A, 

Bi 

c3 

a2 

b2 

a2 

b2 

=  -A  (siendo  a„  b„  c¡,  los  adjuntos  de  A¡,  B¡,  C¡,  en  A), 


y  las  expresiones  análogas  para  los  otros  dos  vértices. 


Luego,  S  =  y 


cil 

b  3 

C3 

C3 

Cl2 

b2 

C2 

C2 

a  1 

bi 

Cl 

C\ 

1 

2C1C2C3 


«3  b 3 

ü2  b2 
a  1  b  1 


c3 

c2 

Cl 


A2 

2C1C2C3 


Nota:  El  determinante  adjunto  de  un  determinante  de  orden  n,  es  igual  a  la  potencia  n  -  1  de  este. 

A  18-  Se  considera  la  recta  AB,  A(a, 0),  B(0,b),  en  un  sistema  rectangular.  Por  el  origen  se  traza  la 
perpendicular  a  AB,  que  la  corta  en  C.  Por  C  se  traza  la  paralela  al  eje  OX,  que  corta  al  eje  OY  en  Q,  y  en  S 
a  la  paralela  al  eje  OY  trazada  por  A.  Por  C  se  traza  la  paralela  al  eje  OY  que  corta  en  P  al  eje  OX,  y  en  R  a 
la  paralela  a  OX  trazada  por  B.  Io)  Demostrar  que  el  coeficiente  angular  de  la  recta  RS  es  el  cubo  del  de  la 
recta  AB  2o)  Demostrar  que  las  rectas  AB,  PQ  y  RS  son  concurrentes. 

Solución: 


Io)  AB  =  bx  +  ay  -  ab  =  0,  OC  =  ax-by  =  0, 


ab2 


a2b 


a2  +  b2  ’  a2 


b2  , 
a2b 


,0  0, 


a2b 


Sí  a 


a2b 


5  2 
a¿ 


-b 


b  ) .  La  pendiente  de  la  recta  RS  es: 


a  - 


ab2 


=  ?  fiue  es  el  cubo 


de  la  pendiente  de  la  recta  AB,  que  es:  2o)  Las  coordenadas  del  punto  medio  de  PS  son: 


a(a2+2b2)  a2b 


2 (ja2  +  b2)  ’  2(a2  +  b2) 
ab 2  b(2a2  +  b2) 


J,  luego  está  sobre  AB.  Las  coordenadas  del  punto  medio  de  QR  son: 
),  luego  está  sobre  AB.  Por  tanto,  PQ  y  RS  son  simétricas  respecto  de  AB,  por 


2(a2  +  b 2)  ’  2(a2  +  b 2) 
lo  que  las  tres  rectas  son  concurrentes. 

A  19-  Hallar  la  ecuación  de  la  curva  simétrica  de  x3  +  x2y  -  3 y2  +  1=0,  respecto  de  y  =  x  +  1 . 

Solución:  El  punto  simétrico  de  (a,b)  respecto  de  y  =  x  +  1,  es  la  solución  del  sistema:  x-y  +  1  =0, 
x  -  a  +y  -  b  =  0,  es  decir:  (  °  +  2  ~  ^  +  2  +  ^  )'  Luego:  a  =  y  -  1,  b  =  x  +  1.  La  curva  simétrica  es: 
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(y  -  l)3  +  O  -  l)2(x+  1)  -  3(x  +  l)7  +  1  =0,o  bien:  xy2  +  y 3  -  3x 2  -  2 xy  -  2 y2  -  5x  +  y  -  2  =  0. 


A  20-  Se  da  el  haz  de  rectas  2Ax  +  y  +  X2  =0,  Io)  Demostrar  que  por  cada  punto  del  plano  pasan  dos  rectas 
del  haz.  2o)  Hallar  el  ángulo  que  forman  entre  sí  las  dos  rectas  del  haz  que  pasan  por  (1,-8).  3  o)  Lugar 
geométrico  de  los  puntos  en  los  que  las  dos  rectas  del  haz  son  perpendiculares.  4o)  Hallar  la  recta  del  haz 
que  forma  un  ángulo  de  45°  con  la  recta  3x  -  y  +  8  =  0,  perteneciente  al  haz. 

Solución:  Io)  Para  el  punto  (a, ¡3),  se  obtiene  X2  +  2 aX  +  ¡5  =  0,  de  donde  X  =  -a±  Ja2  -  [3  .  Luego  hay 

dos  valores  de  X,  por  lo  que  hay  dos  rectas  del  haz  que  pasan  por  cada  punto  del  plano,  de  ecuaciones: 

(~2a  +  2  Ja2  -  ¡i  )x  +y  +  (-a  +  Ja2  ~  P')  =  0,  (-2a  -  2  Ja2  -  P  )x  +y  +  (-a  -  Ja2  ~  P')  =0. 

2o)  ni)  =  2  -  2  V 1  +  8  = -4,  mi  =  8.  Luego  se  tiene  que:  tanF=  -¡^ — =  4t“-  Por  tanto: 

_ _  1+111)1112  31 

V  =  21°09'40"5.  3o)  moni  =  (2 a  -  2  Ja2  ~  P')  (2a  +  2  Ja2  -  p')  =-1.  Operando,  se  tiene:  y  = 

4°)  t-  ~ln  =  ±1,  de  donde  m  toma  los  valores  4-  y  -2,  obteniéndose  dos  rectas:  8x  —  1 6y  1  =  0, 
2  1  +  3  m  2  J 

2x  +  y  +  1  =0. 

A  21-  Un  pirata  enterró  su  tesoro  en  una  isla.  Se  valió  de  tres  puntos  de  referencia  no  alineados:  un  cocotero 
C,  una  roca  i?  y  un  pozo  P.  En  la  perpendicular  por  R  a  CR,  tomó  la  distancia  RC  obteniendo  un  punto  M 1 
situado  en  el  semiplano  contrario  a  P  respecto  a  la  recta  RC.  Análogamente,  en  la  perpendicular  por  P  a 
CP,  tomó  la  distancia  CP  obteniendo  M2  en  el  semiplano  contrario  a  aquel  en  que  se  encuentra  R  respecto 
de  la  recta  CP.  Enterró  el  tesoro  en  el  punto  medio  de  M\ M2.  Posteriormente  se  encontró  que  el  cocotero 
había  desaparecido.  ¿Cómo  podía  determinar  la  situación  del  tesoro?  Nota:  El  pirata  sólo  puede  tomar 
distancias  y  trazar  alineaciones  perpendiculares  a  otras  ya  trazadas. 

Solución: 


Sean  las  coordenadas  del  cocotero  C,  del  pozo  P  y  de  la  roca  R,  las  siguientes:  C(0,c),  P(a,  0),  R(b, 0). 
Por  tanto,  se  tiene  que:  CP  =  ex  +  ay-  ac  =  0,  CR  =  ex  +  by  -  be  =  0,  RM)  =  bx  -  cy  -b2  =0, 
M)  (jb  +  X,  PM2  =  ax-cy- a2  =  0,  M2(a  +  /i,  Como  RM)  =  RC,  X  =  ±c,  se  tiene  que: 

M){b  ±c,±b).  Introduciendo  en  la  ecuación  de  RC,  las  coordenadas  de  P,  se  obtiene:  c(a-b ); 
introduciendo  las  de  Mi,  se  obtiene:  ±(¿>2  +  c2).  Para  que  sean  de  signo  contrario  según  lo  indicado  en  el 
enunciado,  en  el  caso  de  signo  positivo,  es  decir  (ó2  +  c2),  la  posición  de  CRP  es  dextrógira  (como  en  la 
figura),  y  en  el  caso  de  signo  negativo,  es  decir  {-b2  -  c2),  la  posición  de  CRP  es  levógira.  Al  desaparecer 
el  cocotero,  no  se  sabe  de  qué  tipo  era  la  secuencia  CRP.  El  mismo  razonamiento  es  válido  para 
M2{a  ±  c,±a),  aunque  en  este  caso  para  la  posición  dextrógira,  el  signo  ha  de  ser  el  negativo,  y  para  la 
levógira,  el  positivo.  Teniendo  en  cuenta  estas  consideraciones,  las  coordenadas  del  punto  medio  de 
M)M2,  son:  ^  a  ^  ^  , ±  a  ~  ^  ^ .  Para  encontrar  el  tesoro,  el  pirata  trazará  la  alineación  PR ,  hallando  su 

punto  medio.  Por  este,  trazará  la  alineación  perpendicular  a  PR,  y  sobre  esta  llevará  a  un  lado  y  otro  de 
PR,  una  distancia  igual  a  la  mitad  de  PR,  obteniendo  los  puntos  Xy  X1 .  El  tesoro  estará  en  una  de  estas 
dos  posiciones. 


A  22-  Se  da  el  haz  de  rectas  x3  +y3  +  3 Xx2y  =  0.  Calcular  el  valor  de  X  para  que  dos  rectas  del  haz  estén 
igualmente  inclinadas  respecto  a  la  tercera.  Hallar  las  ecuaciones  de  estas  tres  rectas. 

a  -  ¡5  _  P  -  y 


Solución:  Siendo  a,p,y  las  pendientes  de  las  tres  rectas,  se  tiene: 


de  donde: 


1  +  afi  1  +  Py 

P2(a  +  y)  -  2 aPy  +  2/1  -  a  -  y  =  0.  Como  las  pendientes  verifican  la  ecuación:  m 3  +  3 Xm  +  1  =  0,  se 
tiene  que:  a  +  P  +  y  =  0,  aP  +  ay  +  Py  =  3X,  apy  =  -l.  Introduciendo  estos  valores  en  la  primera 
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ecuación,  se  tiene:  P2(-/3)  +  2  +  3(3  =  O,  cuyas  raíces  son: 


imaginarias.  Para  (3  =  2,  a  = 

-2±j6 


-2  +  J6  -2  -Jé  . 

o  ?  Y  ^ 


y  = 


-x,y  =  2x. 


-1  (doble),  y  2.  Para  ¡3  =  -1,  a  y  y  son 
Las  ecuaciones  de  las  tres  rectas  son: 
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Sección  B  -  CIRCUNFERENCIA 


B  1-  Dada  la  circunferencia  x2  +y2  +  x  -  3y  =  O,  hallar:  Io)  Su  centro  y  su  radio.  2o)  Las  tangentes  que  pasan 
por  el  punto  (y,  y). 


Solución:  Io)  Derivando  e  igualando  a  cero:/'  =  2x  +  I  =  0 ,fy  =  2y  -  3  =  0.  Luego:  x„ 
El  centro  es 


2',yo  2' 
.  2o)  La  ecuación  homogeneizada  es: 


El  radio  es:  r  = 


9_ 

4 


T 

2 


x2  +  y2  +  xz  -  3yz  =  0.  Luego  derivando  se  tiene  que: /v(l,7,2)  =  2  x  +  z  =  4,/v(l,7,2)  =  2y-3z  =  8, 
/.(1,7,2)  =  x  -  3y  =  -20.  Por  tanto,  siendo  la  ecuación  del  conjunto  de  las  tangentes: 
(xfa  +yfp  +zfy )2  ~  4 f[a(3y)f(pcyz)  =  0,  se  tiene  que:  (4x  +  8y  -  20)2  -  40(x2  +y2  +  x-  3 y)  =  0,  es  decir: 
3x2  -  3 y2  -  8 xy  +  25x  +  25 y  -  50  =  0.  Las  tangentes  son:  x  -  3y  +  10  =  0,  3x  +y  -  5  =  0. 


B  2-  Dada  la  circunferencia  2x2  +  2 y2  -  4x  -  3y  =  0,  hallar:  Io)  La  ecuación  del  conjunto  de  las  tangentes  que 
pasan  por  el  punto  (3,4).  2o)  El  centro  y  el  radio.  3o)  Polo  de  la  recta  4x  -  3y  -  3  =  0.  4o)  Polar  del  punto 
impropio  de  la  recta  3x  -y  =  0. 

Solución:  Io)  Ecuación  homogeneizada:  2x2  +  2 y2  -  4 xz  -  3 yz  =  0.  De  donde:  /)  =  4x  -  4 z,fy  =  4 y  -  3z, 
fz  =  -4x-  3 y.  La  ecuación  conjunta  de  las  tangentes  es:  ( xfa  +yfp  +zfr)2  -4 f[a(3y)J[xyz)  =  0.  Luego: 
144x2  +  39y2  -  208xy  -  32x  +  312y  -  576  =  0.  2o)  El  centro  es:  (^1,  y  el  radio:  r  =  3o)  Siendo  el 

polo  (a,f 1),  se  tiene:  ^ a~  ^  ^  =  ~ — -j— De  donde  se  obtiene  el  polo:  (6,-3).  4o)  El  punto 

impropio  es:  (1,3,0),  luego  la  polar  es:  x/j  +yf3  +  zf0  =  0,  es  decir:  4x  +  12 y  -13  =  0. 


B  3-  Dada  la  circunferencia  x2  +y2  -  4x  -  6y  =  0,  hallar:  Io)  Las  tangentes  paralelas  a  y  =  x.  2o)  El  conjunto 
de  las  tangentes  paralelas  a  y  =  4x. 

Solución:  Io)  La  ecuación  de  las  tangentes  es:  y  =  x  +  A.  Obligando  a  un  solo  punto  de  corte,  se 

tiene:  (5  -  A)2  -  2(A2  -  6A)  =  0,  X  =  1  ±  J26  .  Las  tangentes  son:  y  =  x  +  1  ±  J26  .  2o)  El  punto  por  el 
que  pasan  las  tangentes,  es:  (1,4,0).  Luego:  fx  =  2,  fy  =  8,  fz  =  -28.  La  ecuación  conjunta  de  las 
tangentes  es:  (2x  +  8y  -  28z)2  -  4  •  17(x2  +y2  -  4xz  -  6yz)  =  0,  es  decir,  desarrollando  y  operando: 
16x2  +y2  -  8 xy  -  40x  +  lOy  -  196  =  0. 


B  4-  Hallar  la  ecuación  de  la  circunferencia  tangente  a  la  recta  x-y  +  3  =  0,  y  que  pasa  por  los  puntos 

¿(1,0),  5(4,0). 

Solución:  El  centro  de  la  circunferencia  es:  luego  la  ecuación  de  la  circunferencia,  es: 

x2  +  y2  —  5x  —  2 ffy  +  4  =  0.  Su  intersección  con  la  recta  dada,  corresponde  a  las  raíces  de  la  ecuación: 
x2  +  (x  +  3 ) 2  —  5x  —  2 P(x  +  3)  +  4  =  0,  es  decir:  2x2  +  (1  - 2fi)x  +13-6/1  =  0.  Haciendo  que  tenga  una 

_11+  4  f\4 

raíz  doble,  se  tiene:  4(32  +  44(3  -  103  =  0,  de  donde  se  obtiene:  (3  =  - 2 - ■  La  ecuación  pedida  es: 

x2  +y2  -  5x  +  (l  1  ±  4j\4  +  4  =  0. 


B  5-  Hallar  la  ecuación  de  la  circunferencia  que  pasa  por  (0,0),  es  tangente  a  la  recta  y  =  1  +  J2 ,  y  corta 
ortogonalmente  a  la  circunferencia  x2  +y2  -  8x  =  0. 

Solución:  La  ecuación  general  particularizada  por  pasar  por  (0, 0),  es:  x2  +y2  +  ax  +  by  =  0.  Obligando  a 


que  el  punto  de  corte  con  y  =  1  +  J2 ,  sea  único,  se  obtiene:  b  = 


!(72"  -  l)  -4V2  -4 


.  Es  decir: 


x2  +  y2  +  ax  + 


!(V2  -  l)  -4V2  -4 


y  =  0.  La  condición  de  ortogonalidad  de  las  circunferencias 

A(x2  +y2)  +2Dx  +  2Ey  +  F  =  0  y  A'(x2  +y2)  +  2D’x  +  2E'y  +  F'  =  0,  es:  AF'  +  A' F  =  2DD'  +  2EE' . 
Luego  ha  de  cumplirse  que  a  =  0,  por  lo  que  la  ecuación  pedida  es:  x2  +y2  -  (l  +  J2  =  0. 

B  6-  Hallar  las  tangentes  comunes  a  las  siguientes  circunferencias:  (x  -  +  (y  -  =4, 

(x-372  -4)2+  (y-3j2  -4)2  =  ( 3^2  +4)2. 
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Solución:  La  ecuación  de  una  tangente  es:  xcosa  +  y  sin  a  - p  =  0.  La  distancia  del  centro  (x0,yo)  a  la 
tangente,  viene  dada  por:  xocosa  +  yosina -p  =  ±R.  Luego  se  tiene:  /2  cosa  +  /2  sina  -p  =  ±2, 
(3/2  +4)  cosa  +  (3^2  +  4)  sina  -p  =  ±(3/2  +  4),  teniendo  las  tangentes  exteriores  el  mismo  signo, 

-J2 

y  las  interiores  el  signo  cambiado.  Desarrollando,  se  tiene  para  las  tangentes  exteriores:  p  =  — = — , 


2/2  -  1  ±  J4j2  -  1 


2/2  -  1  +  -  1 


sina  =  - ^ - ,  cosa  =  - ^ - ,  siendo  por  tanto  sus  ecuaciones: 

^2/2"  -  1  +  ^4/2"  -  1  ^x  +  (l-Jl  -  1  ±  y¡4j2  -  1  +  2j2  =0.  Para  las  tangentes  interiores  se  tiene: 

/2  .  2/2  -1  ±7-1 -4/2 

p  =  sina  =  - j - ,  cosa  = 


2/2  -  1  +  ^/-l  -4/2 


,  por  lo  que  sus  ecuaciones 


son:  ^2/2”  -  1  +  J-4j2  -  1  ^x  +  ^2/2  -  1  ±  J-4j2  -  1  ^y  -  2  J2  =0  (tangentes  imaginarias). 

B  7-  Hallar  las  tangentes  comunes  a  las  siguientes  circunferencias:  (x-/2  V+ (y-/2  V  =  2, 
(x-3/2  -4)2+  (y-3/2  -4)2  =  (3/2  +4)2. 

Solución:  Procediendo  como  en  el  problema  B  6,  se  tiene  para  las  tangentes  exteriores:  p  =  0,  cosa  =  1, 
sina  =  0,  o  bien:  sina  =  1,  cosa  =  0,  siendo  sus  ecuaciones  x  =  0,  y  =  0.  Para  las  tangentes  interiores, 


/ 2 

se  tiene:  p  =  2+  /2 ,  cosa  =  sina  =  ,  siendo:  x+y  -  2j2  -  2  =  0  la 

interior. 


ecuación  de  la  única  tangente 


B  8-  Hallar  la  ecuación  de  la  circunferencia  que  pasa  por  el  punto  (4,0),  y  tal  que  el  polo  de  3x -y  -  16  =  0 
sea  (5,2). 

Solución:  Sea  la  ecuación  general  homogeneizada  de  la  circunferencia  de  centro  (a,  b)  y  radio  r. 

(x  -  az )2  +  (y  -  bz)2  -  r2z 2  =  0.  Sus  derivadas  parciales  son:/.  =  2(x  -  az)  =  2(5  -  a),fy  =  2 (y  -  bz)  = 
=  2(2  -  b),fz  =  -2 a(x  -  az)  -  2 b(y  -  bz)  -  2 r2z  =  2 a2  +  2b2  -  10a  -  4b  -  2 r2.  Por  tanto,  se  tiene  que: 

—  ~  =  4  -2b  _  2ci  +2 b  -  10a  -  4b  -  2 r  gste  ¿]qmo  término  es  igual  a:  6a  -  4b  -  32  ^  puest0 

i  — 1  —16  —16 

que:  r 2  =  (4  -  a)~  +  b2.  Operando,  eliminando  a  y  b,  se  tiene:  x2  +y2  -  4x  -  6y  =  0. 


B  9-  Se  dan  dos  circunferencias  de  radios  R  y  r,  tangentes  interiores  entre  sí.  Por  el  punto  de  contacto  T,  se 
traza  la  tangente  común  y  sobre  ella  se  toma  una  distancia  TA  =  d.  Se  pide  determinar  el  ángulo  que 
formará  con  la  tangente,  una  secante  trazada  desde  A,  que  corta  a  las  circunferencias  según  cuerdas  que 
sean  una  doble  de  la  otra.  Se  supone  R  >  r.  Aplicar  al  caso  en  que  R  =  2r  y  d  = 

Solución: 


Sean  las  circunferencias  dadas,  tangentes  interiores  entre  sí:  x2  +  (y-R)2  =  R2,  x2  +  (y  -  r)2  =  r2.  La 
tangente  común  es:  y  =  0.  Las  coordenadas  de  A  son  (d,  0).  La  secante  por  A  es:  y  =  m(x  -  d).  Corta  a  la 
primera  circunferencia,  en  el  punto  B,  y  a  la  segunda  en  B'.  Las  distancias  desde  los  centros  0(0,7?)  y 


O'(0,r)  de  las  circunferencias,  a  dicha  secante,  son:  OC  = 


R  +  md 


yr 


O'C  = 


md 


de  las  correspondientes  semicuerdas, 
(R  +  md)2  =/[(„2  (r 


tiene:  R 2  - 
2  r 


1 


nr 


r2- 


son:  CB2  =  R2 - 
-  md)2 


(R  +  md) 


m 

2 


1 


m 


1  +  m2 

Operando:  m  =  tan 9  = 


yr 

C'B'2  =  r2  - 


Los  cuadrados 


f  m 

(r  +  md) 2 


1 


2 d{R  -  4 r) 
R2  -  4 r2  +  3 d2 


m~ 


Luego  se 


Para  R  =  2 r. 


d  =  obteniéndose  que  9  =  arctan(-2)  =  116°33  54  2. 
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B  10-  Hallar  la  ecuación  de  la  circunferencia  ortogonal  a  otras  tres,  cuyas  ecuaciones  son:  x2  +  y2  -4  =  0, 
x2  +  y2  -  lOx  +  20  =  0,  2x2  +  2 y2  +  2y  -  1  =0. 

n  .  .  _ n 

Solución:  El  eje  radical  de  las  dos  primeras,  es:  x  =  El  eje  radical  de  la  Ia  y  3a,  es:  y  =  El 
centro  radical  es:  \  La  potencia  de  este  punto  con  relación  a  la  primera  circunferencia,  es: 

+  (^~2^  -4  =  R2  =  ^qq“-  La  ecuación  pedida  es:  (x-  +  (l+  2")  ~~  \^qq^  =  0- 

Operando:  5x2  +  5y2  -  24x  +  35y  +  20  =  0. 

B  1 1-  Dadas  las  circunferencias  x2  +  y 2  -  2x  +  8y  +  1 1  =  0,  x2  +  y 2  +  4x  +  2y  +  5  =  0,  hallar  las  coordenadas 
de  los  puntos  límites  del  haz  que  definen. 

Solución:  La  segunda  circunferencia  tiene  por  centro  (-2,-1 ),  siendo  su  radio  0.  Por  tanto,  dicho  centro 
es  uno  de  los  puntos  límites.  El  eje  radical  de  ambas  circunferencias  es:  x  -y  -  1  =  0.  La  línea  de  centros 
es:  x+y  +  3  =  0.  Ambas  rectas  se  cortan  en  el  punto  (-1,-2).  El  simétrico  de  (-2,-1)  respecto  de 
(-1,-2),  es  (0,-3),  que  es  el  segundo  punto  límite. 

B  12-  Dadas  las  circunferencias  x2  +y2  -  R2  =0,  (x  -  R)2  +y2  -  r2  =  0,  y  siendo  A  y  B  dos  puntos  de  la 

primera,  hallar  la  relación  entre  los  ángulos  AOX  =  a,  BOX  =  (3,  para  que  la  cuerda  AB  sea  tangente  a  la 
segunda  circunferencia. 

Solución: 


B 


Las  coordenadas  de  A  son:  A  (R  eos  a,  R  sin  a).  Las  coordenadas  de  B  son:  (i?cos/l,i?sin/l).  La  ecuación  de 
— — ^Sma —  -  — -  ~ — cos a —  Como  la  distancia  a  (R,  0)  es  igual  a  r,  se  tiene  que: 


AB  es: 


R  sin  (3 -R  sin  a  R  cos  (3  -  R  cos  a 


sin/1  -  sina  +  sinacos [3  -  cosasin/1 
J2  -  2sinasin/l  -  2cosacos/l 


(i 


=  -5-.  Operando:  -5-  =  2  sin  sin  -L- 
K  K  1  1 


B  13-  Hallar  en  polares  la  ecuación  de  la  circunferencia  tangente  a  la  cónica  p  =  YTecosco'  en  Punt0 
(0  =  6,  y  que  pasa  por  el  polo. 

Solución:  La  ecuación  de  una  circunferencia  que  pasa  por  el  polo  es  r  =  2Rcos(co  -  a),  siendo  R  el 
radio,  y  a  el  argumento  de  su  centro.  En  el  punto  definido  por  co  =  6,  los  radios  vectores  de  la  cónica  y  de 
la  circunferencia,  son  iguales,  así  como  sus  respectivas  derivadas,  por  ser  común  la  tangente.  Por  tanto: 
_ P _  Pesin0 


1 +  ecos  9 


=  2i?cos(@  -  a). 


(1  +  ecosOy 


=  -2Rún{6  -  a).  Dividiendo  estas  dos  ecuaciones  entre  sí. 


se  tiene  que:  tan(@-a)  =  ,  esl^a  ,  de  donde  a  =  9  +  arctan 


1 +  ecos 9 


2  R  = 


(1  +  ecos 9)  cosí  arctan 


=  árceos 


V 

1  +  ecos0 


esinfl 
1 +  ecos0 


)' 


Siendo:  arctan 


esinfl 

1.  +  ecos# 
esmfc 


.  Por  tanto  se  deduce  que: 


1  +  ecos0 


=  arcsin 


esinfl 


yr 


2ecos0  +  e2 


yr 

circunferencia  es:  r  = 
pj 1  +  2ecos  9  +  e 


se  tiene  que:  2 R  = 


(1 +  ecos0)‘ 


pf\  +  2ecos@  +  e2 
(1  +  ecos0)2 

cos(co  -  9) 


■  cos 


pfl  +  2ecos  9  +  e2 
(1  +  ecos0)2 

esin  9 


(co  -  9  -  arctan 
ecos0 


Vi  +  2ecos@  +  e2 


1  +  ecos# 
sin(o;  -  9)  •  - 


Por  tanto,  la  ecuación  de  la 


esin0 


Vi +  2ecos@  +  e2  J 


- — - ^-[cos(co  -  9)  +  ecos9cos(co  -  9)  +  esin0sin((ü  -  0)]  = 

(1  +  ecos0)~ 

- — - [cos(co  -  9)  +  ecos(0  -  co  +  0)]  = 


(1  +  ecos0)‘ 


(1  +  ecos0)" 


[cos(&>  -  0)  +  ecos  (co  -  20)]. 
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B  14-  Hallar  la  ecuación  de  una  circunferencia  sabiendo  que  el  origen  de  coordenadas  es  conjugado  armónico 
del  punto  del  infinito  del  eje  OX,  y  que  el  polo  de  la  recta  x  +  y  =  0,  es  el  punto  (-2,0). 

Solución:  La  ecuación  genérica  homogeneizada  es:  [x  -  az)2  +  {y  -  bz)1  -  R2z2  =  0.  Las  derivadas 

parciales  son:  fx  =  2(x-az),  fy  =  2(y-bz),  f.  =  -2a(x  -  az)  -  2b(y  -  bz)  -  2R2z.  Como  el  punto 
(0,0,1)  es  conjugado  armónico  de  (1,0,0),  ha  de  cumplirse  que:  x¡ fX2  +yify3  +  z\fz2  =  0-  Luego,  a  =  0. 
Particularizando  para  (-2,0,1 ):  fx  =  -4,  fy  =  -2 b,fz  =  2 b2  -2 R2.  Por  tanto  la  ecuación  de  la  polar  es: 
-4x  -  2 by  +  2b2  -  2 R2  =  0.  De  donde:  zzá.  =  =  2 b  -  2R  ,  es  ¿ecjj.:  ¿  =  2,  R2  =  4.  La  ecuación 

de  la  circunferencia  es:  x2  +  (y  -  2)2  -  4  =  x2  +y2  -  4y  =  0. 
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Sección  C  -  LUGARES  GEOMÉTRICOS 


C  1-  Se  considera  un  círculo  de  centro  el  origen  de  coordenadas  y  radio  R.  Se  consideran  rectas  paralelas  al 
eje  OY,  que  cortan  a  la  circunferencia  en  los  puntos  A  y  A'.  Se  unen  los  extremos  del  diámetro  BC, 
perpendicular  a  AA',  con  Ay  A'.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  P  de  intersección  de  estas  rectas, 
cuando  varía  la  cuerda. 

Solución: 


Y 


Ecuación  de  la  circunferencia:  x2  +  y2  -  R2  =  0.  Ecuación  de  la  recta  AA1:  x  =  X.  Coordenadas  de  los 
puntos  A  y  A1:  (X,±  JR2  -  X2  Coordenadas  de  los  extremos  B  y  C  del  diámetro  perpendicular  a  AA1: 

B(R,  0),  C(-R,  0).  La  ecuación  de  AB  es:  y(X  -R)  =  (x-R)  JR2  -  X2 .  La  ecuación  de  A’C  es: 
y(X  +R)  =  -(x  +  R)  JR2  -  X2 .  Dividiendo  ambas  ecuaciones,  se  tiene:  X  =  Sustituyendo  este  valor, 
se  obtiene  la  ecuación  pedida:  x2  -  y2  -  R2  =  0. 


C  2-  Sea  AA '  un  diámetro  fijo  del  círculo  O.  Una  tangente  variable  corta  a  las  tangentes  trazadas  en  A  y  A1,  en 
los  puntos  B  y  Bj ,  respectivamente.  La  perpendicular  por  B  a  BB',  corta  a  AA'  en  C.  La  perpendicular  por 
C  a  AA',  corta  a  BB'  en  I.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  I. 

Solución: 


Tomando  como  ejes  AA'  y  AB,  la  ecuación  de  la  circunferencia  es:  x2  +  y2  -  2 Rx  =  0.  La  ecuación  de  la 
tangente  trazada  desde  B(0,X)  es:  (X2  -  R2)x  +  2XRy  -  2X2R  =  0.  La  ecuación  de  la  recta  BC  es: 

y-  X  =  .  Las  coordenadas  de  C  son:  f  —  ,oY  Las  coordenadas  del  punto  /  vienen  dadas 

^  ^  V  2 K  J 

por  la  intersección  de  la  recta:  x  =  —  ~ —  ,  con  la  recta:  (X2  -  R2)x  +  2XRy  -  2X2R  =  0.  Eliminando 

2K 


X  =  ^  ,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido:  (x  -  R )4  -  R2y2 


2  Rxy2  =  0. 


C  3-  Dada  la  circunferencia  x2  +  y2  -  R2  =  0,  hallar  el  lugar  geométrico  de  los  polos  de  las  tangentes  a  la 
circunferencia  x2  +  y2  -  2 rx  =  0,  con  relación  a  la  primera  circunferencia. 

Solución:  Sea  {a,  ¡5)  uno  de  los  polos  buscados.  Su  polar  especto  a  la  primera  circunferencia,  es: 

ax  +  By  -  R2  =  0.  Obligando  a  que  sea  tangente  a  la  segunda  circunferencia,  se  tiene:  ar  ~  ^  -  =  r. 

Ja2  +  p2 

Sustituyendo  a,  P  por  x,y,  se  tiene  la  ecuación  pedida:  r2y2  +  2rR2x  -  R4  =  0. 


C  4-  Se  da  una  circunferencia  y  dos  puntos  exteriores  A  y  B.  Por  A  se  traza  una  secante  que  corta  a  la 
circunferencia  en  M  y  N.  Por  M  se  traza  la  perpendicular  a  BM,  y  por  N  la  perpendicular  a  BN.  Hallar  el 
lugar  geométrico  de  P,  punto  de  intersección  de  ambas  perpendiculares. 
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Solución: 


Sean  A(a,b),  B(c,d),  P(a,[3),  y  sea  la  circunferencia  dada:  x 2  +  y2  -  R2  =  0.  Como  BMP  =  BNP  =  90°, 


los  cuatro  puntos  son  concíclicos,  siendo  el  centro  de  la  circunferencia 


a 


(3  +  d 


y  su  radio 


(a  -  c)2  +  (¡3  -  d)2 


2  ’  2 

.  Por  tanto,  operando  y  simplificando,  la  ecuación  de  esta  circunferencia,  es: 


x2  +  y2  -  (a  +  c)x  -  (¡3  +  d)y  +  ac  +  ¡3d  =  0.  El  eje  radical  de  esta  circunferencia  y  de  la  dada,  es: 

(a  +  c)x  +  (¡3  +  d)y  -  ac  -  ¡3d  -  R2  =  0.  Como  esta  recta  ha  de  pasar  por  el  punto  A(a,b),  se  tiene: 

(a  +  c)a  +  (¡3  +  d)b  -  ac  -  [3d  -  R2  =  0.  Sustituyendo  a,  [3  por  x,y,  se  tiene  la  ecuación  pedida: 

( a  -  c)x  +  (b  -  d)y  +  ac  +  bd  -  R2  =  0. 


C  5-  En  una  circunferencia  se  traza  una  cuerda  variable  AB  de  dirección  fija.  Se  une  B  con  el  punto  medio  C 
del  arco  AB.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  la  intersección  P  de  BC  con  la  perpendicular  enda  AB. 

Solución: 


Tomando  como  eje  OX  la  paralela  a  la  dirección  dada  por  el  centro  O  de  la  circunferencia,  y  como  eje  OY 
su  perpendicular  por  O,  se  tiene  que  la  ecuación  de  la  circunferencia  es:  x2  +  y2  -  R2  =  0,  la  de  AB  es: 
y  =  A,  las  coordenadas  de  A  y  B  son:  (±  JR2  -  A2 , A),  y  las  de  C(0,R).  La  ecuación  de  BC  es: 

y  =  A, -R  _ x  +  r  La  ecuación  de  AP  es:  x  =  -  JR 2  -  X2 .  Por  tanto,  las  coordenadas  del  punto  P  son: 
JR2  -  A2 

x  =  -  JR2  -  X2 ,  y  =  2R-  X.  Eliminando  A,  se  obtiene  la  ecuación  pedida:  x2  +  y2  -  4 Ry  +  3 R2  =  0,  que 
corresponde  a  una  circunferencia  simétrica  de  la  dada  con  relación  a  C. 


C  6-  Dado  el  punto  A( 2,0),  se  considera  la  circunferencia  que  pasa  por  el  origen  O  y  por  A,  siendo  su  radio 
J2.  Se  une  A  con  un  punto  M  variable  de  la  circunferencia.  La  recta  MA  corta  en  B  al  eje  OY.  Por  B  se 
traza  una  paralela  al  eje  OX  que  corta  en  P  a  OM.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  P. 

Solución: 


Sea  la  ecuación  de  la  circunferencia:  x2  +y2  -  2x  -  2y  =  0,  y  sea  un  punto  de  ella.  La  ecuación  de 


AM  es:  qx  -  (A  -  2)_y  -2/u  =  0,  y  las  coordenadas  de  B:  ^0,  2~X  )'  ecuación  de  BP  es:  y  =  y 

9  2  2v 

y  la  de  OM  es:  qx  -  A y  =  0.  Las  coordenadas  del  punto  P  son:  x  =  ^  .  ,  y  =  ^  ^ 


2 b_ 
-2 

De  donde  se 


obtiene:  A  = 


2x 
>  +x 


>  d  = 


2 y 


.  Como  A ,/u  satisfacen  a  la  ecuación  de  la  circunferencia,  se  tiene  que: 
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0.  Simplificando  y  operando,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar 


(  2x  V  ,  ( _2 y_Y  _  4x  _  4y  = 

\2+xJ  v2  -XJ  2+x  2+x 
geométrico  pedido: y2  -xy-2x-2y  =  0. 

C  7-  Se  considera  una  circunferencia  de  centro  el  origen  de  coordenadas  y  radio  R.  Se  une  un  punto  A  de  la 
circunferencia  con  un  punto  B  del  eje  OX ,  de  forma  que  AB  =  2 R.  Hallar  el  lugar  geométrico  del  punto  C 
medio  de  AB. 

Solución: 


Sea  la  ecuación  de  la  circunferencia:  x2+y2-R 2  =  0,  y  sean:  B(a, 0),  A{X,¡jl),  C(a,f3).  Se  tiene: 
a  =  ^2°’  P  =  "2“’  es  decir:  2  =  2  a  -  a,  ¡j.  =  2j5.  Introduciendo  estos  valores  en  la  ecuación  de  la 

circunferencia,  sustituyendo  a,  ¡3  por  x,y,  y  operando,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  geométrico  pedido: 

x4  +  9 y4  +  10 x2y2  -  4 R2x2  =  0. 

C  8-  Se  dan  dos  circunferencias  Oy  0’,y  una  recta  d  perpendicular  a  OO'.  Se  toma  sobre  d  un  punto  variable 
P,  y  se  pide  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  intersección  de  las  polares  de  P  con  relación  a  O  y  O'.  Se 
tomará  la  recta  d  como  eje  OY,  y  las  ecuaciones  de  las  circunferencias  serán  (x  -  a)2  +y2  -  R2  =  0, 
(x  -  b )2  +y2  -  r2  =  0. 

Solución:  Sea  P{0,¡3).  Las  ecuaciones  homogeneizadas  de  O  y  O’,  son:  (x  -  az)2  +  y2  -  R2z2  =  0, 
(x  -  bz)2  +y2  -  r2z2  =  0.  Las  derivadas  parciales  de  O,  particularizadas  para  el  punto  P,  son: 
fx  =  2(x  -  az)  =  -2a,  fy  =  2 y  =  2)3,  fz  =  -2 a(x  -  az )  -  2 R2z  =  2 a2  -  2 R2.  Y  las  de  O1,  son: 
fx  =  2(x  -  b)  =  -2b,  fy  =  2 y  =  2/3,  fz  =  -2 b(x  -  bz)  -  2 r2z  =  2 b2  -  2 r2.  Las  polares  respectivas  son: 
-2ax  +  2/3y  +  2{a2  - R2)  =  0,  -2bx  +  2/3y  +  2{b2  -  r 2)  =  0.  Eliminando  [i,  la  ecuación  del  lugar  pedido 
es:  (a  -  b)x  -  a2  +  b2  +  R2  -  r2  =  0. 

C  9-  En  un  sistema  de  ejes  oblicuos  XO  Y,  se  dan  n  rectas  r\,r2,...,r„.  Una  recta  variable,  paralela  a  OX,  corta 
en  M  a  OY,  y  en  M\,...,Mn  a  las  citadas  rectas.  Se  toma  sobre  esta  recta  variable,  un  punto  P  tal  que 
MP  =  k(BM\  +  BM 2  +. . .  +BM„).  Hallar  el  lugar  geométrico  de  P. 

Solución: 


Sea  la  recta  rn  de  ecuación  x  +  any  +  bn  =  0.  Al  cortarla  por  y  =  X,  se  tiene  Mn{bn  +  anX,X).  Las 
coordenadas  de  P  son:  [k{b\  +  a\X  +.  ,.+b„  +  anX),X ].  Luego  la  ecuación  del  lugar  geométrico  de  P,  es: 
x  =  k(b\  +  a  iy+. . .  +b„  +  any),  es  decir,  la  recta:  x  +  k(a\  +...+an)y  +  k{b\  +.  ..+bn)  =  0. 

C  10-  Dados  los  puntos  A(a, 0)  y  B(b, 0),  hallar  el  lugar  geométrico  del  centro  del  círculo  inscrito  en  el 
triángulo  MAB,  cuando  M  describe  el  eje  OY. 

Solución:  Siendo  M{ 0,2),  las  ecuaciones  de  los  lados  del  triángulo  son:  y  =  0,  Xx  +  ay  -  aX  =  0, 

Xx  +  by  -  bX  =  0.  Siendo  (x,  y)  las  coordenadas  del  incentro,  las  distancias  de  este  punto  a  los  tres  lados, 

.  _  ,  ,  Xx  +  ay-aX  Xx  +  by-bX  .  ,  , 

son  iguales.  Por  tanto:  y  =  —  ~  —  =  —  — .  Eliminando  X  entre  estas  ecuaciones,  se  tiene 

Ja2  +  X2  Jb2  +  X2 

la  ecuación  del  lugar  geométrico  pedido:  x3  -  xy2  -  (a  +  b)x2  +  (a  +  b)y2  +  abx  =  0. 
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C  1 1-  Una  circunferencia  variable  pasa  por  A(a,  0),  corta  a  OX en  B,  y  es  tangente  a  OY  en  M.  Hallar  el  lugar 
geométrico  del  punto  P,  proyección  de  A  sobre  MB ,  y  el  del  punto  Q,  intersección  de  AP  con  la 
circunferencia. 

Solución: 


Sean:  C(a,P)  el  centro  de  la  circunferencia,  M(0,P),  B{2a  -  a,0).  La  ecuación  de  la  circunferencia  es: 

cP'  + 

x2  +  y2  -  2  ax  -2  Py  +  P2  =  0.  Como  pasa  por  A,  la  ecuación  queda:  x2  +  y2 - a~x  ~2Py  +  P2  =  0, 

que  corta  a  OX qtíb( La  ecuación  de  MB  es:  +  y-  P  =  0.  Y  la  de  su  perpendicular  porH,  es: 


P 


yyX  -y  -  P  =  0,  de  donde:  P  =  ,  clue  sustituido  en  la  ecuación  de  MB ,  da  el  lugar  geométrico  de  P: 

x3  +xy2  -  2 ax2  -  2 ay2  +  a2x  =  0.  Sustituyendo  dicho  valor  de  P,  en  la  ecuación  de  la  circunferencia,  se 
obtiene  la  ecuación  del  lugar  geométrico  de  Q:  x4  +x2y2  -  3 ax3  -  5 axy2  +  3a2x2  +  4 a2y2  -  a3x  =  0. 


C  12-  Dado  un  círculo  y  una  recta,  hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  tales  que  la  longitud  de  la 
tangente  al  círculo,  trazada  desde  un  punto  P  del  lugar,  sea  igual  a  la  distancia  del  punto  a  la  recta  dada. 

Solución:  Sea  el  círculo:  x2  +  y2  -  R2  =  0.  Tomando  como  eje  OY  la  paralela  por  el  centro  del  círculo  a 
la  recta  dada,  se  tiene  que  la  ecuación  de  esta  es:  x  -  a  =  0.  Siendo  ( a,P )  un  punto  de  la  circunferencia,  la 
ecuación  de  la  tangente  en  dicho  punto,  es:  ax  +  py-R2  =  0.  Siendo  P(A,q),  estas  coordenadas  deben 
satisfacer  a  la  ecuación  de  la  tangente,  luego  se  tiene  que:  al  +  P¡u-  R2  =  0.  Según  el  enunciado, 
(a  -  A)2  +  (P  -  ¡j.)1  =  {2 -a)2.  Por  tanto,  se  tiene  el  sistema  de  tres  ecuaciones:  a2  +  p2  -  R2  =  0, 
aX  +  Pjj.-  R2  =  0,  (a  -  A)2  +  QS  -  q)2  -  (A  -  a)2  =  0.  Desarrollando  esta  última  ecuación,  se  tiene: 
a2  +  A2  -  2a2  +  p2  +  ¡j2  -  2 pfi  -  X2  -  a2  +  2 al  =  0.  Introduciendo  las  sustituciones:  a2  +  p2  =  R2, 
a2  +  P/u  =  R2,  y  cambiando  2,/u  por  x,y,  se  tiene  la  ecuación  pedida:  y2  +  2 ax  -  R2  -  a2  =  0. 

C  13-  Se  dan  las  circunferencias  x2  +  y 2  -  4y  +  3  =  0,  x2  +y2  -  1  =0.  Por  cada  punto  P  de  la  primera  se 
traza  la  polar  respecto  a  la  segunda,  y  además,  por  dicho  punto,  se  traza  una  paralela  al  eje  OY.  Hallar  el 
lugar  geométrico  de  los  puntos  de  intersección  de  ambas  rectas. 

Solución:  Sea  P(a,P),  siendo:  a2  +  P2  -  4/1  +  3  =  0.  La  polar  de  P  respecto  a  la  segunda  circunferencia, 
es:  ax  +  py-  1  =  0.  La  paralela  a  OY  es:  x  -  a  =  0.  Luego,  y  =  ^  .  Por  tanto,  la  ecuación  pedida  es: 

a2  +  ^  1  ^  -  4^~  -p*  ^  +3  =  0.  Es  decir,  sustituyendo  a,P  por  x,y,  y  operando,  se  tiene  la 

ecuación  pedida:  x4  +  x2y2  +  4x2y  -  2x2  +  3y2  -  4y  +  1  =  0.  En  el  siguiente  dibujo  se  ha  incluido  esta 
curva  en  línea  gruesa  y  las  dos  circunferencias  dadas  en  línea  fina. 
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C  14-  Se  consideran  dos  circunferencias  C  y  C'  que  pasan  por  el  origen  y  cuyo  eje  radical  es  el  eje  OY.  El 
centro  de  C  es  (a,  b)  y  el  de  C'  ( -a,b ).  Por  el  origen  se  traza  una  recta  variable  que  corta  a  C  en  My  a  C' 
en  M' .  Hallar  el  lugar  geométrico  del  punto  P,  intersección  de  las  rectas  MC  y  M'C' .  Se  estudiará  la 
posición  del  lugar  obtenido,  con  relación  al  triángulo  ACC',  siendo  A  el  segundo  punto  de  intersección  de 
dichas  circunferencias. 

Solución: 


La  ecuación  de  C  es:  x2  +  y2  -  2 ax  -  2 by  =  0.  Y  la  de  C':  x2  +y2  +  2 ax  -  2 by  =  0.  Siendo  M(a,¡5),  la 


ecuación  de  MC  es: 


x 


-a  _  y~b 


a  -  a 


x  -  a 


y-P 


P-b 


Siendo  M'(A,/i),  la  de  M'C'  es 


x  +  a 
A  +  a 


_  y-b 
¡a-b 


La  recta  MM'  es: 


^  a  p-  Como  esta  recta  pasa  por  el  origen,  se  tiene  que:  =  -j¡- .  Haciendo:  a  =  k[l,  X  =  k¡i, 

y  sustituyendo  estos  valores  en  las  ecuaciones  de  C  y  C',  se  tiene:  B  =  2ak  +  2.b  ,  _  ~2ak  +  2 b  . 

kz  +  1  k¿  +  1 

Sustituyendo  estos  valores  en  las  ecuaciones  de  MC  y  M'C' ,  se  tienen  dos  ecuaciones  de  segundo  grado 

en  k,  cuyos  coeficientes  han  de  ser  proporcionales,  por  lo  que  se  tienen  las  siguientes  igualdades: 

-b(x  -  a)  -  a(y  -  b)  2a(x  -  a)  -  2b(y  -  b)  b(x  -  a)  +  a(y  -  b)  „  ,  .  . 

—  -  /  v/  Operando  en  la  primera 


-b(x  +  a)  +  a(y  -  b)  -2a{x  +  a)  -  2b(j>  -  b) 
igualdad,  se  obtiene:  x2  +  y2 


a2~3b2  y -2a2 


b(x  +  a)  -  a(y  -  b) 


2b 2  =  0,  que  es  la  ecuación  del  lugar  pedido.  Como  las 


coordenadas  de  C,  C'  y  A{Q,2b)  satisfacen  a  esta  ecuación,  el  lugar  es  la  circunferencia  circunscrita  a 
CC'A. 


Nota:  MPM'  =  C'OC  =  C'AC,  luego  C PC  es  suplementario  de  C'AC,  y  el  cuadrilátero  CAC'P  es 
inscriptible  en  un  círculo. 


C  15-  Los  vértices  de  un  triángulo  son  los  puntos  ri(0,3),  5(0,0),  C(4,0),  que  son  respectivamente,  centros 
de  tres  círculos  de  radios  1,  1  y  2.  Determinar  la  ecuación  del  lugar  geométrico  de  los  puntos  cuyas 
polares  respecto  a  los  tres  círculos,  son  concurrentes.  Calcular  el  área  encerrada  por  el  lugar. 


Solución:  Las  ecuaciones  homogeneizadas  de  las  tres  circunferencias  y  sus  derivadas  parciales,  son: 
a)  x2  +  y2  -  6yz  +  8 z2  =  0,  fx  =  2x,  fy  =  2 y  -  6z,  fz  =  -6 y  +  1 6z;  b)  x2  +  y2  -z2  =  0,  fx  =  2x,  fy  =  2 y, 
fz  =  -2 z;  c)  x2  +  y2  -  8xz  +  1 2z2  =  0,  fx  =  2x  -  8 z,  fy  =  2 y,  fz  =  -8x  +  24z.  Para  que  sean  concurrentes 

I  2x  2x  2x  -  8  I 


las  tres  polares,  ha  de  cumplirse  que: 


=  0.  De  donde  la  ecuación  del  lugar 


2 y  -  6  2 y  2 y 

-6y  +16  -2  -8x  +  24 

pedido  es:  x2  +y2  -  -^-x  -  3y  +  1  =  0.  El  centro  de  esta  circunferencia  es  el  punto  y  siendo 

radio  J  .  El  área  encerrada  por  el  lugar  es: 


su 


C  16-  En  ejes  oblicuos  de  ángulo  0,  se  traza  un  círculo  de  radio  constante,  que  pasa  por  el  origen.  Corta  a  los 
ejes  en  A  y  B.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  extremos  del  diámetro  paralelo  a  AB. 

Solución:  La  ecuación  general  de  la  circunferencia  que  tiene  por  centro  el  punto  (a,b)  y  cuyo  radio 
constante  es  R ,  es:  (x  -  a)2  +  (y  -  b)2  +  2(x  -  a)(y  -  b)  eos#  =  R2.  Por  pasar  por  el  origen  de 
coordenadas  se  tiene  que:  a2  +  b2  +  2abcos0  =  R2  (I).  Sustituyendo  este  valor  de  R2  en  la  ecuación  de  la 
circunferencia,  se  tiene:  x2  +  y2  -  2(a  +  b  eos  0)x  -  2(b  +  a  eos  0)y  =  0  (II).  De  donde  se  obtiene: 

A[2(a  +  6cos60,0],  B[0,2(b  +  acosd)].  La  pendiente  de  AB  es:  b  +  acos®  .  La  ecuación  del  diámetro 

-a-bcosO 

DE  es:  y  -  b  =  b  +  flC0S^  (x  -  a).  De  donde  haciendo:  ^  =  .  x  ~  a — —  =  A,  se  tienen  las 

-a-bcosO  b  + acosO  -(a  +  bcos0) 
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igualdades:  x-  a  =  -X(a  +  b cos@),  y  -  b  =  X(b  +  a cos@) 
teniendo  en  cuenta  (II),  se  obtiene:  X2  =  1  ' 


(III),  se  tiene:  a  = 


1  -  cos20  sin20 
yXcosd  +x(X  +  1 )  -xXcosd -y(X  -  l) 


(III).  Sustituyendo  estos  valores  en  (I)  y 
(IV).  Despejando  a  y  b  en  las  ecuaciones 


Sustituyendo  estos  valores  en  la 


A2cos20  -  A2  +  1  ’  A2  cos2@  -  A2  +  1 

ecuación  (II),  se  tiene:  x2[A2(cos20  -  1 )  +  2A(cos2@  -  1)  -  1]  +  y2[X2(cos29  -  1 )  +  2A(1  -  cos2@)  -  1]  - 
-4xycos@  =  0.  Operando  y  teniendo  en  cuenta  (IV),  se  obtiene:  x2(l±sin0)+y2(l+sin0)  + 
+2xycos@  =  0,  ecuación  que  representa  el  conjunto  de  las  dos  rectas:  x(l  +  sin0) +ycos@  =  0, 
x(l  -sin#)  +ycos@  =  0,  que  son  el  lugar  pedido.  Estas  rectas  son  perpendiculares  entre  sí,  y  forman  con 

Qf)°  _  f) 

los  ejes  coordenados  ángulos  de  ^  . 


lugar  geométrico  pedido  está  formado  por  las  rectas  OD  y  OE. 


BOE 


90°  -  6 
2  ’ 


y  el 


C  17-  En  ejes  rectangulares  se  dan  los  puntos  A(a, 0),  B(0,b).  Por  el  origen  se  traza  una  paralela  a  AB.  Se 
consideran  tres  círculos  que  tienen  el  mismo  eje  radical.  El  primero  es  tangente  a  OX  en  A.  El  segundo  es 
tangente  a  O  Y  en  B.  El  tercero  es  tangente  en  O  a  la  paralela  a  AB.  Io)  Demostrar  que  el  eje  radical  pasa 
por  un  punto  fijo,  hallándolo.  2o)  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  comunes  a  los  tres  círculos. 


Solución:  El  centro  de  la  primera  circunferencia  es  (a,  A),  el  de  la  segunda  (/a,b),  el  de  la  tercera 

( vb,va ).  Por  tanto,  sus  ecuaciones  son:  x2  +  y2  -  2 ax  -  2 Xy  +  a2  =  0,  x2  +  y2  -  2/ux  -  2 by  +  b2  =  0, 
x2  +y2  -  2vbx  -  2vay  =  0.  La  ecuación  del  eje  radical  de  las  circunferencias  primera  y  tercera,  es: 

a2  =  0.  Y  la  del  eje  radical  de  las  circunferencias  segunda  y  tercera,  es: 

\2 


(-2 a  +  2 vb)x  +  (-2X  +  2 va)y  ■ 
(-2/u  +  2 vb)x  +  (-2 b  +  2 va)y  ■ 


b2  =  0.  Como  es  el  mismo  eje  radical: 


-a  +  vb  _  -X  +  va 


donde  se  obtiene  que:  X  = 
2  ary 


radical  es:  -2 ax  - 
2  a2 y 


- va 3  +  a2b  +  vab2 
■  b2 

2  a3 y 


+  a2  +  v  2 bx  + 


2  bx  - 


=  0,  el  punto  fijo  es 


:( 


b2 

^3 


_  va2b  +  ab 2  -  vb 3 

[Á  9 


-fi  +  vb  -b  +  va 


a2 

b2 


De 


=  0.  Resolviendo  el  sistema:  -2 ax  - 


Por  tanto,  la  ecuación  del  eje 

2  a2 y 


+  a2  =  0, 


b 3 


2 a2  -  2b2  ’  2 a2  -  2b2 


2o)  Siendo  v  = 


2 ab2x  +  2 a2by  -  a2b 2 
2  ¿3x  +  2  a2y 


introduciendo  este  valor  en  la  ecuación  de  la  tercera  circunferencia,  se  tiene  el  lugar  de  los  puntos 


comunes:  x2  +  y2  -  2 (bx  +  ay) 


2 ab2x  +  2 a2by  -  a2b 2 


=  0.  Desarrollando  esta  ecuación  y  operando,  se 


2  b2x  +  2a 2  y 

tiene  la  ecuación  pedida:  b2x3  +  aix2y  +  b3xy2  +  a3y3  -  2 ab3x2  -  Aa2b2xy  -  2 a3by2  +  a2b3x  +  a3b2y  =  0. 

1 


Nota:  En  el  problema  E  147,  se  ha  dibujado  esta  curva  para  a  =  1,6  = 


73 


C  18-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  pies  P  de  las  perpendiculares  trazadas  desde  el  origen  sobre  los 
segmentos  AB  de  longitud  a,  cuyos  extremos  describen  los  ejes  coordenados. 

Solución: 


Y 
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Siendo  OA  =  m,  OB  =  n,  la  ecuación  de  AB  es:  =  1,  y  la  de  OP  es:  mx-ny  =  0.  De  esta 

ecuación,  y  como  m2  +  n2  =  a2,  se  tiene:  m  =  n  =  ax  Sustituyendo  estos  valores  en 

la  ecuación  de  AB,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido:  x6  +  y6  +  3 x4y2  +  3x2y4  -  a2x2y2  =  0.  El  dibujo 
de  esta  curva  para  a  =  5,  es  el  siguiente: 


C  19-  El  haz  de  rectas:  x2  -  3xy  -  2 y2  +  2(3x2  -  4xy  +y2)  =  0,  corta  a  la  recta  r  =  2x  -  y  +  5  =  0,  en  A  y  B. 
Por  A  se  traza  la  perpendicular  a  OA,  y  por  B  la  perpendicular  a  OB.  Ambas  perpendiculares  se  cortan  en 
M,  cuyo  lugar  geométrico  se  pide. 

Solución:  Los  puntos  OAMB  son  concíclicos,  siendo  la  ecuación  homogeneizada  de  su  circunferencia 
axz  +  byz  =  0.  La  ecuación  del  haz  de  rectas  que  pasan  por  O  y  por  los  puntos  A  y 

-2 x  +  y 


circunscrita:  x2  +  y2 


es: 


B,  de  intersección  de  la  circunferencia  con  la  recta  r  =  2x  -y  +  5z  =  0,  por  lo  que  z  = 

x2  +  y1  +  ax — +  by — * =  0.  Operando,  y  ordenando  esta  ecuación,  se  tiene  que:  (5  -  2a)x2  + 

+(5  +  b)y2  +xy(a  -  2b)  =  0.  Por  tanto,  como  la  ecuación  ordenada  del  haz  dado  es:  (l+32)x2- 

.  =  U~T  2-m  =  i1-  De  donde  se  obtiene: 
A  —ó  —  4/i 


-(2  -  X)y2  -xy( 3  +  42)  =  0,  se  tiene  que:  -j — = 

1  +  jA 


5  +  b 


-2 


a  = 


b  = 


- — +  MI ;  b  =  ^(- 2  +  X)  -  5,  n  =  .  Por  tanto,  sustituyendo  ¿u,  se  tiene:  a  =  40^  +  45  ^ 


-302-15 


2  +  13 


Como  Mes  el  simétrico  de  (0,0),  respecto  del  centro  de  la  circunferencia  -y- , 


sus  coordenadas  son  (- a,-b ),  es  decir:  x  =  ^02  45  302 

2  2+13 


2  +  13 

igualdades,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido:  15x  +  19y  +  30  =  0. 


Eliminando  2  entre  estas  dos 


C  20-  Dado  un  polígono  regular  de  n  lados,  hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  tales  que  la  suma  de  los 
cuadrados  de  sus  distancias  a  los  vértices  del  polígono,  sea  igual  a  una  constante  dada  k2. 

Solución:  Siendo  P  un  punto  del  lugar,  O  el  centro  del  polígono,  R  el  radio  de  su  círculo  circunscrito,  los 
puntos  A,  B,...,  N  los  vértices  del  polígono,  0  =  AOP,  OP  =  d,  se  tiene  que  los  cuadrados  de  las  distancias 
de  P  a  los  diferentes  vértices,  son:  PA2  =  d2  +  R2  -2Rdcos6,  PB 2  =  d2  +R2  -2Rdcos(d  +  , ..., 


PN2  =  d2  +R2  -2Rdcos[e 


íe+  2<":1),r 


Sumando  estas  n  igualdades  y  operando,  se  tiene  que: 


PA2  +...+PN2  =  n{d 2  +R2)  -2 Rd  ^  cos(é>+  =  k2.  Como  ^  cos^0+  -y¡A')  =  se  obtiene: 

¡=0  í=0 

d2  =  -yt —  R2.  Luego  el  lugar  pedido  es  una  circunferencia  de  centro  O  y  radio  — R2 . 


C  21-  Sobre  el  eje  OX  se  dan  dos  puntos,  A(a, 0)  y  B(b, 0),  que  se  proyectan  en  A '  y  B'  sobre  una  recta 
variable  que  pasa  por  O.  Hallar  el  lugar  geométrico  del  punto  P,  intersección  de  las  rectas  AB’  y  A’B. 

Solución:  Sea  la  recta  variable  que  pasa  por  O:  y  =  Las  ecuaciones  de  las  rectas  A  A’  y  BB'  son: 


y  =  m(x  -  a),  y  =  m(x  -  b).  Sus  puntos  de  corte  con  la  recta  variable,  son 


B' 


bm 2 


-bm 


?  ,  i  ?  y 

m  +  1  m 


anr 


-am 


.  La  ecuación  de  AB1,  es:  y  =  -bm 


x  -  a 


m2{b  -  a)  -  a 


y  =  -am 


x-b 


m2{a  -b)  -  b 


Las  coordenadas  de  su  punto  de  intersección  P,  son:  x  = 


m2  +  1  ’  m2  +  1 
.  La  ecuación  de  BA’ ,  es: 

ab{\  +2  m2) 


(a  +  ¿>)(  1  +  m2) 
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C  22-  Dos  rayos  giran  con  movimiento  uniforme  alrededor  de  dos  centros  O  y  O',  con  velocidades  angulares 
coy  co1 .  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  intersección  de  los  rayos  homólogos. 

Solución: 

P’ 

P 

O  O’ 


Sean  0(0,0)  y  0'(d,  0).  Siendo  P  el  punto  de  intersección  de  dos  rayos  homólogos,  p  =  OP,  p'  =  O'P,  a 
y  P  los  ángulos  iniciales  de  los  rayos  homólogos  con  el  eje  00',  y  siendo  t  el  tiempo  transcurrido  desde  el 
inicio  del  giro,  se  tiene  que:  pe(a+cot)i  =  d  +  p' (P±m't')\  correspondiendo  el  signo  +  o  el  signo  -,  según  giren 


en  el  mismo  u  opuesto  sentido.  Desarrollando  la  parte  real:  pcos(a  +  cot)  =  d  +  pj  cos(P  ±  co't),  y  la  parte 

imaginaria:  pún(a  +  cot)  =  p' sin(>0  ±  co't).  Luego  p'  =  Sustituyendo  este  valor  en  la 

,  ,  x  ,  sin(a  +  cot)  cos(B  ±  co't)  ^  ,  .  .  ,  ,  , 

parte  real:  pcosía  +  cot)  =d+p - —7; - 7— - .  De  donde  se  obtiene  la  ecuación  del  lugar 

F  y  sm  (p±co't) 

pedido:  p  =  dún(P  ±  co  t) —  para  ^  caso  =  ^  =  q  tiene:  p  =  dsin(±co  t) 

F  H  sm [p  -  a  +  t(±co' -  co)]  y  H  sm (t(±co' -  co)) 

caso  co1  =  -co,  p  =  77 — — - ,  que  es  la  mediatriz  de  00'.  Si  co'  =  +a>,  p  =  co,  que  es  la  recta  del  infinito. 

K  2  eos  cot  ^  n 


C  23-  Dado  el  punto  A(a,  0),  siendo  a  >  0,  hallar  el  lugar  geométrico  del  punto  M  que  proyectado  en  P  y  Q 
sobre  OX y  OY,  sea  tal  que  MP  y  AQ  se  corten  en  un  punto  S  situado  entre  A  y  Q,  a  la  distancia  a  de  A. 

Solución: 

Q 


O 

P  A 

Sean  M{X,p),  P{X, 0),  Q( 0,p),  AQ  =  X- +  Z.  =  1,  MP  =  x-X  =  0,  5'|^A,q^l  -  ].  Luego  la 

distancia  SA  viene  dada  por:  SA2  =  (A  -  a)2  +  ^2(  g  ^  )  =  Sustifiiyenclc>  (X,p)  por  (x,y),  se  tiene: 

(x  -  a)2{y2  +  a2)  =  a4.  O  bien,  desarrollando  esta  expresión:  x2y2  -  2 axy2  +  a2x 2  +  a2y 2  -  2 a3x  =  0.  Esta 
curva  tiene  dos  ramas,  una  en  la  que  x  >  a  y  otra  en  la  que  x  <  a,  siendo  ambas  ramas  simétricas  respecto 
a  la  recta  x  -  a  =  0.  El  lugar  geométrico  pedido  corresponde  únicamente  a  la  rama  en  la  que  x  <  a.  El 
dibujo  de  esta  curva  para  a  =  1,  es  el  siguiente,  en  el  que  se  incluyen  las  dos  ramas. 
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C  24-  Sean  A(x¡,y¡  ),B(x2,yi),  ■  ■ ., N(x „,yn),  una  serie  de  puntos  en  un  plano,  y  O  un  punto  fijo  en  el  mismo 
plano.  Si  se  traza  por  este  punto  una  recta  cualquiera  y  sobre  ella  se  determina  un  punto  M  tal  que  la 
distancia  OM  sea  inversamente  proporcional  a  la  raíz  cuadrada  de  la  suma  de  los  cuadrados  de  las 
distancias  a  la  recta  OM  de  cada  uno  de  los  puntos  A,B,...,N,  se  pide:  Io)  La  ecuación  del  lugar 
geométrico  de  M.  2o)  Determinar  las  condiciones  que  deben  cumplir  las  coordenadas  de  O,  de  forma  que 
el  lugar  sea  un  círculo. 


Solución:  Io)  Tomando  0(a,¡5)  como  origen  de  coordenadas,  la  ecuación  de  la  recta  es  y-mx  =  0, 

M(X,mX),  y  las  coordenadas  de  los  puntos  dados  son  (x-,y|),  donde  x'¡  =  x¡  -  a,  y,  =  y¡  -  p.  La  distancia 
OM  es:  XjT  +  m2 


y  la  suma  de  los  cuadrados  de  las  distancias  de  los  puntos  dados  a  la  recta,  es: 


(mx'i  -y\)2 


imx'n  -y'n)  _ 


1 


m 


1  +  m2 


1 


m 


Luego,  XjT 


+  m2  = 


-y'iY 


Por  tanto: 


V  1  +  m 2 

22^(mxJ  -y'i)2  =  k2.  Sustituyendo,  X  =  x,  m  =  se  tiene  Ia  ecuación  de  la  cónica  lugar  de  M: 
yiiyx'j  - xy'j)2  =  k2,  que  desarrollada  es:  x2 y^y'2  +y2'^x'2  -  2xy'^lx'Iy'l  -k2  =  0.  2o)  Las  condiciones 
pedidas  que  debe  cumplir  O,  son:  ^x'2  =  ^y'2,  =  0,  es  decir:  ^(x,  -  a)2  =  ^(y¡-/?)2, 

2^(x,  -  a)(y¡  -  p)  =  0.  Desarrolladas,  se  tiene:  n(a2~p2)-2a  +  0; 

naP  -  a  ^yi  -  p^x¡  +  J^xy,  =  0. 


Nota:  Las  raíces  a,P  de  estas  dos  últimas  ecuaciones,  corresponden  a  las  coordenadas  del  foco  de  la 
cónica  cuya  ecuación  tangencial  es:  u2  ^x2  +  2uv'sp,xy  +  v2  ^2y2  +  2 uw^jX  +  2 vw^y  +  nw2  =  0. 


C  25-  Se  traza  por  O  una  recta  variable  OP,  que  corta  en  P  a  la  recta  BB' ,  paralela  a  OX por  el  punto  5(0,  b ). 
Por  P  se  traza  la  perpendicular  PM  sobre  OP.  Por  A(a,  0)  se  traza  una  paralela  AM  a  OP  que  corta  a  PM 
en  M.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  M. 

Solución: 


Sea  la  ecuación  de  la  recta  variable,  OP  =  y  —  mx  =  0.  Siendo  la  ecuación  de  BB'  =  y  -  b  =  0,  se  tiene 
que:  p(^,b^,  PM  =  y  -  b  +  ^  (x -  -¡2-^  =  0,  AM  =  y-m{x-a)  =  0,  m  =  Y  y  a  .  Sustituyendo,  se 

Operando  y  simplificando,  se  obtiene  la  ecuación  pedida: 


,  -(x  -  a)  T  b(x  -  a) 

tiene  que:  y  -  b  =  -  x - -  . 


x2y+y3  -  bx2  -  cay  -  by 2  +  2 abx  -  a2b  =  0.  El  dibujo  de  esta  curva  para  a  =  1,  b  =  2,  es  el  siguiente: 


C  26-  Se  dan  dos  triángulos  equiláteros  ABC  y  A  BC.  Por  A 1  se  traza  una  recta  cualquiera  que  encuentra  a  A C 
en  D,  y  a  AB  en  E.  Hallar  el  lugar  geométrico  del  punto  P,  intersección  de  BD  y  CE. 
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Solución: 


E 


Tomando  como  origen  el  punto  medio  de  BC,  y  siendo  2 a  el  lado  de  los  triángulos  equiláteros,  se  tiene: 

C(a,  0),  B(-a, 0),  A(0,aJJ'),  A1  (0,-aj3^,  AC  =  J3x  +y  -  a-JÜ  =0,  AB  =  -  J3x  +y  -  a-JJ  =  0.  La 

escuación  de  la  recta  que  pasa  por  A' ,  es:  A’ DE  =  mx  -y  -  aj3  =  0.  Luego  las  coordenadas  de  D  y  E, 

„(  2a  J3  2 aj3m  /T'\  2a  J3  2aJJm  .  . 

son:/)  - — , - —  -  ay  3  \,E\  - — , - --ajó  .  Por  tanto,  se  tiene  que  la  ecuación 

\  m  +  y3  w  +  v3  J  \  m  -  y3  m  -  y3  J 

de  la  recta  BD,  es:  (3 aJJ  +  arn^y  -  (x  +  a)(aj3m  -  3u)  =  0.  Y  la  ecuación  de  la  recta  CE,  es: 

(3 aj3  -  arn^y  -  (x-  a)  (aJJ m  +  3 a')  =  0.  De  la  ecuación  de  BD,  se  obtiene  m  =  ,  y  de  la 

Igualando  estos  dos  valores  de  m,  y  operando,  se  obtiene  la  ecuación  pedida: 


de  CE,  m  = 


3x 


JJ  -y 


a 


x2  +  y2  +  — — ^  y  -  a2  =  0,  que  es  una  circunferencia. 


C  27-  Un  rectángulo  variable  ABCD  tiene  el  vértice  A  fijo,  CD  pasa  por  un  punto  fijo  O,  y  B  se  nueve  sobre 
una  recta  fija  que  pasa  por  O.  Hallar  el  lugar  geométrico  del  vértice  C,  opuesto  al  vértice  A. 

Solución: 


Siendo  OB  =  y  =  0,  0(0,0),  A(a,b),  B(X, 0),  la  ecuación  de  OC,  paralela  a  AB,  es:  y  =  .  DX  ; 

A  —  a 

BC  =  y  =  — — — .  Luego  A  =  y  .  Sustituyendo  y  operando:  y 3  +x2y  +  bx2  -  axy  =  0.  El 
dibujo  de  esta  curva  para  a  =  b  =  1,  es  el  siguiente: 
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C  28-  Se  dan  dos  puntos  fijos  A(a,  0)  y  B(-b,  0).  Por  ellos  se  trazan  tangentes  a  una  circunferencia  de  centro 
el  origen  y  radio  variable.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  intersección  de  dichas  tangentes. 

Solución: 


Sea  la  tangente  trazada  desde  A,  AP  =  y  -  A(x  -  a)  =  0,  y  sea  la  tangente  trazada  desde  B, 
BP  =  y  -  p(x  +  b)  =  0.  Las  distancias  desde  el  origen  a  estas  rectas,  son  iguales,  luego: 

~a ^  ^  Sustituyendo  en  esta  expresión  los  valores  de  A  =  ..  -  „  ,  y  de  p  =  *  ,  ,  se 

VFTT  JiPTT  x_a  x  +  b 

tiene:  a2\_{x  +  b )2  +y2]  -b2\_{x-a)2  +y2]  =  0.  Operando,  se  obtiene  la  ecuación  de  la  circunferencia: 
{a  -  b){x2  +y2)  +  2 abx  =  0. 


C  29-  Se  dan  dos  ejes  rectangulares  y  un  círculo  C  tangente  a  OX  en  A(a,  0)  y  a  OY  en  5(0,  a),  siendo  a  >  0. 
Io)  Hallar  la  ecuación  general  de  los  círculos  Y  tangentes  a  OY  y  ortogonales  a  C.  2o)  Hallar  el  lugar 
geométrico  de  los  centros  de  T.  3o)  Por  cada  punto  M  del  plano,  pasan  dos  círculos  T.  Hallar  la  región 
donde  debe  estar  M  para  que  los  dos  círculos  T  sean  reales.  4o)  Se  consideran  dos  círculos  Y  tangentes  a 
OY  en  D  y  D',  tales  que  OD  •  ODj  =  a2.  Hallar  el  lugar  de  los  puntos  de  encuentro  de  estos  dos  círculos 
T.  5o)  Se  consideran  dos  círculos  Y  ortogonales.  Hallar  el  lugar  del  punto  de  encuentro  de  las  polares  del 
origen  respecto  de  dichos  dos  círculos. 


Solución:  Io)  La  ecuación  de  la  circunferencia  C  es:  x2  +  y2  -  2 ax  -  2 ay  +  a2  =  0.  La  ecuación  de  un 
círculo  tangente  a  O  Y,  de  centro  (a,/3)  es:  x2  +  y2  -  2  ax  -2  fiy  +  fi2  =  0.  La  condición  de  ortogonalidad 


de  estos  dos  círculos,  es:  2 aa  +  2a¡3  =  a2  +  (32,  de  donde  a  = 


(a-PY 

2a 


.  Por  tanto  la  ecuación  de  Y  es: 


ax2  +  ay2  -  (a  -  fi)  x  -  2afiy  +  afi2  =  0.  2o)  El  lugar  geométrico  de  los  centros  de  T  es: 

y2  -  2 ax  -  2 ay  +  a2  =  0.  3o)  Ordenando  la  ecuación  de  L,  según  las  potencias  de  fl,  se  tiene: 
(a  -  x)P2  +  2a(x  -  y)P  +  ax2  +  ay2  -  a2x  =  0.  La  condición  que  debe  cumplir  el  discriminante  de  esta 
ecuación  para  que  las  dos  raíces  sean  reales,  es:  a2{x -y)2  -  (a -x)(ax2  +  ay2  -  a2x)  = 

=  ax  (x  -  y  ^  +  (y  -  a)2  -  J  >  0.  Como  a  >  0,  la  región  pedida  corresponde  a  los  cuadrantes  Io  y 

4o,  salvo  el  interior  del  círculo  de  centro  (^,a^  y  radio  y.  Para  x  =  0,  y  para  la  circunferencia  del 

citado  círculo,  el  discriminante  es  nulo,  existiendo  para  los  correspondientes  puntos  un  círculo  doble  L. 
4o)  Las  ecuaciones  de  los  dos  círculos  son  las  siguientes:  ( a  -x)A2  +  2 a(x  -y)X  +  ax2  +  ay2  -  a2x  =  0, 

(a -x)¡i2 +  2a(x-y)n  + ax2  +  ay2  -  a2x  =  0,  siendo  Ap  =  a2  =  ax  T  a  X  .  De  donde  el  lugar 
pedido  de  los  puntos  de  encuentro  de  los  dos  círculos  L,  es:  x2  +  y2  =  a2.  5o)  Las  polares  del  punto 
(0,0,1)  vienen  dadas  por  fz  =  0.  Por  tanto  se  tiene  el  sistema:  {2a  -x)A2  +  2a(x-y)X  -  a2x  =  0, 
{2a  -x)p2  +  2a(x -y)p  -  a2x  =  0,  junto  con  la  condición  de  ortogonalidad,  cuya  ecuación  es: 


{a  -  A)  {a  -  nY 
2a~ 


+  2Ap  =  A2  +  p2.  De  donde  se  obtienen  las  igualdades  siguientes:  A  +  p  = 


2a(x  -y) 
x  —  2a 


Ap  =  a  ,  [a2  -  a{ A  +  p)  +  Ap]9  =  2a2(A  -  p)2.  Luego  la  ecuación  del  lugar  geométrico  del  punto  de 

X  ÁCl 

encuentro  de  las  polares  del  origen  de  coordenadas  respecto  de  dos  círculos  T  ortogonales,  es  la  siguiente: 
y2  -  4 xy  +  2 ay  +  4 ax  -  a2  =  0. 


C  30-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  pies  P  de  las  perpendiculares  trazadas  desde  un  punto  M  de  la 
bisectriz  del  ángulo  XOY,  sobre  la  recta  de  un  segmento  de  longitud  constante  cuyos  extremos  A,B  se 
apoyan  en  OX  y  OY  respectivamente. 
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Solución:  Sea  el  segmento  de  longitud  constante:  AB  =  a.  Se  tiene:  A(m, 0),  b(o,  Ja2  -  m2  ),  M{X,X), 

AB  =  -£r  -\ —  ^  =  1,  MP  =  y- X  =  m  - (x  -  X).  Eliminando  m  entre  estas  dos  ecuaciones, 

Ja  -  m  Ja  -  m 

se  tiene  la  ecuación  pedida:  [x(x  -  X)  +  y(y  -  A)]2[(x  -  X)  +y(y  -  A)]2  -  a2{x  -  X)2(y  -  A)2  =  0. 


Trasladando  los  ejes  paralelamente  a  sí  mismos,  tomando  como  origen  el  punto  M,  la  ecuación  es: 
(x2  +  y2)(x2  +y2  +  Ax  +  A y)2  -  a2x2y 2  =  0.  El  dibujo  de  esta  curva  para  el  punto  M( 5,5),  y  para  a  =  10, 
es  el  siguiente: 


C  31-  Un  segmento  de  recta  AA',  comprendido  entre  dos  paralelas  r  y  r',  es  visto  desde  un  punto  fijo  O,  bajo 
un  ángulo  recto.  Elallar  el  lugar  geométrico  del  punto  P,  intersección  de  AA'  con  la  perpendicular  bajada 
desde  O  sobre  AA'. 

Solución: 


Tomando  como  origen  el  punto  O,  y  como  eje  OX,  la  paralela  por  O  a  las  rectas  dadas,  se  tiene:  0(0,0), 


=  y  -  d  =  0,  r'  =  y  -  d1  =  0,  P(a,(3),  OP  =  y  -  yyx,  AA'  =  y  -  +  -^-(x  -  a),  A[a  -  a 


A'[  a  -  ^  ,d'  ).  La  pendiente  de  la  recta  OA  es: 


/ Kd~P ) 


5^  I) 


a 


d 


a  - 


P(d-P) 


La  pendiente  de  la  recta  OA'  es: 


d' 


a 


a  - 


a  - 


(Kd'-P) 

a 

d _ 

Píd-0) 


- .  La  condición  de  perpendicularidad  de  las  pendientes  de  estas  dos  rectas,  es  la  siguiente: 


d! 


Pid'-P) 


=  -1.  Operando,  se  obtiene:  (x2  +y2)[x2  +y2  -  (d  +  d')y  +  dd']  =  0. 


a  - 


a  “  a 

El  lugar  se  compone  del  origen  y  de  una  circunferencia. 


C  32-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  desde  los  cuales  se  pueden  trazar  pares  de  tangentes 
perpendiculares  a  la  curva  y  =  x3. 

Solución:  Sea  (a,  (3)  un  punto  del  lugar.  Una  recta  cualquiera  que  pasa  por  él,  es :  y-  P  =  m(x  -a).  Las 
abscisas  de  los  puntos  de  intersección  con  la  curva,  vienen  dadas  por:  x3  =  ¡3  +  m{x  -  a),  que  en 
coordenadas  homogéneas,  es:  x3  -  mxz 2  +  (-/ 3  +  ma)z 3  =  0.  Para  obligar  a  que  esta  ecuación  tenga  una 
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raíz  doble,  se  elimina  x  entre  fx  y  fz.  Como  fx  =  3x2  -  m  =  0,f,  =  -2 mx  +  3 (-/i  +  ma)  =  0,  se  tiene  que: 
3  (mcx 13  ^  i - 

x  =  - ^  =  /-y-  .  Operando,  se  obtiene:  4m3  -  21a2m2  +  54a  pm  -  27  p2  =  0.  Hay  que  obligar  a 

71a2 

que  dos  de  las  raíces  sean  perpendiculares,  es  decir:  m im2  =  -1.  Se  tiene  que:  mi  +  m2  +W3  =  ^  , 

27 ap  27 p2  „  .  ,  D  c 

m\ni2  +  mxniT,  +  niini},  =  — y2-,  «J1W2W3  =  — y — .  Haciendo  m  1/W2  =  P,  m\+m.2  =  o,  se  tiene  que: 

S  +  /W3  =  ,  P  +  miS  =  — Pni3  =  — y—.  Como  P  =  -1,  se  tienen  las  siguientes  igualdades: 

mi  =  S  =  — 1-  -1  -1 — ^  Igualando  los  valores  de  S  obtenidos  de  las 

dos  últimas  ecuaciones,  operando  y  sustituyendo  a,  P  por  x,  y,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  geométrico 
pedido:  729y4  +  729x2y 2  +  216xy  +16  =  0. 


C  33-  Hallar  el  lugar  geométrico  del  centro  de  las  circunferencias  que  pasan  por  un  punto  dado  A  y  son 
tangentes  a  una  recta  dada. 

Solución: 


Tomando  como  eje  OXla  recta  dada  y  como  coordenadas  de  A(0,a),  sea  el  centro  O  de  la  circunferencia 
(A, /i)  y  su  radio  OB  =  ¡j..  La  ecuación  de  la  circunferencia  es:  (x  -  A)2  +  (y  -  q)2  -  ¿u2  =  0.  Como  pasa 
por  (0,a),  A2  +  (a  -  p)2  -  ¿u2  =  0,  es  decir:  A2  +  a2  -  2 a¡j.  =  0.  Como  es  tangente  ay  =  0  en  B,  se  tiene: 
(x  -  A)2  +  n2  -  ¡j2  =  0.  Luego:  x  =  A.  La  ecuación  pedida  es:  x2-2 ay  +  a2  =  0.  El  dibujo  de  esta 
parábola  para  a  =  4,  es  el  siguiente: 


C  34-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  un  punto  fijo  situado  en  el  plano  de  un  círculo,  cuando  este  rueda  sin 
deslizamiento  sobre  un  círculo  dado,  al  que  es  tangente  bien  por  su  exterior,  bien  por  su  interior. 

Solución: 


Sea  O  el  centro  del  círculo  fijo  de  radio  R ,  sea  C  el  centro  del  círculo  de  radio  r,  que  gira  tangente  a  aquel, 
y  sea  P  el  punto  fijo  situado  en  el  círculo  C  a  una  distancia  d  de  su  centro,  es  decir,  PC  =  d.  Tomando  O 
como  origen  de  coordenadas,  y  OTPC  como  eje  OX  (ver  la  figura),  se  tiene:  0(0,0),  T(R,  0),  C(R  +  r,  0), 
P(R  +  r-d, 0).  Tras  girar  el  ángulo  9,  las  coordenadas  de  C'  (nueva  posición  del  centro  C)  son: 
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[(R  +  r)  cosO,  (R  +  r)  sint?].  El  punto  de  tangencia  T  ha  rotado  hasta  T' ,  siendo  T"  el  nuevo  punto  de 
tangencia,  de  forma  que  el  arco  TT"  =  R9  =arco  T"  T'  =  reo.  Luego  co  =  yr-  =  T"C'T' .  Siendo  (a,  (i)  las 
coordenadas  de  P'  (nueva  posición  de  P)  en  relación  con  C',  se  tiene:  a  =  dcos(n  -  co  -  9), 
P  =  dsm(n  -  co  -  9).  Sustituyendo  en  estas  ecuaciones  el  valor  de  co  hallado  más  arriba,  se  tiene  que: 

a  =  -í/cos(ft)  +  0)  =  -dcos(^-yr-  +  9^  =  -d cos^  —  +f.r  ^  P  =  ¿/sin  —  +f?  ^  .  Por  tanto,  sumando  a 

estas  coordenadas  las  de  C',  halladas  antes,  se  obtienen  las  ecuaciones  paramétricas  del  lugar  geométrico 

pedido:  x  =  ( R  +  rjcosfl  -  déos  —  +.f  ^  ,  y  =  (R  +  r )  sind  -  ¿/sin  —  +  f  ^  ,  que  corresponden  a  una 
epicicloide.  Cambiando  r  por  -r,  y  d  por  -d,  se  tienen  las  ecuaciones  para  el  caso  de  tangencia  en  el 
interior  del  círculo  C  (hipocicloide).  El  dibujo  de  la  epicicloide  para  i?  =  4,  r  =  2,  d  =  2,  es  el  siguiente: 


C  35-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  un  punto  fijo  situado  en  el  plano  de  un  círculo  que  rueda  sin 
deslizamiento  sobre  una  línea  recta.  El  punto  puede  estar  a  una  distancia  del  centro  del  círculo,  mayor, 
igual  o  menor  que  su  radio. 

Solución: 


Sea  r  el  radio  del  círculo  y  d  la  distancia  del  punto  P  al  centro  O  del  círculo.  El  círculo  ha  girado  un 
ángulo  9,  de  forma  que  O  ha  tomado  la  posición  O',  encontrándose  P  en  P'.  Las  coordenadas  de  O  son 
(0, r)  y  las  de  0'{9r,r).  Se  tiene  que:  P'H  =  dsm9,  O  H  =  -dcosO.  Por  tanto,  las  coordenadas  de  P'  son: 
(9r  -  dsm9,r  -  dcos9).  Luego  las  ecuaciones  paramétricas  de  la  curva  descrita  por  P,  son: 
x  =  9r-dsm9,  y  =  r-dcos9.  Estas  ecuaciones  corresponden  a  una  cicloide.  Si  d  <  r,  la  cicloide  es 
corta;  si  d  =  r,  la  cicloide  es  ordinaria;  si  d  >  r,  la  cicloide  es  larga.  El  dibujo  de  la  cicloide  para 
r  =  d  =  2,  es  el  siguiente: 


C  36-  Se  da  el  segmento  AB  de  longitud  2c.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  cuyo  producto  de 
distancias  adyües  igual  a  una  constante  dada  a2. 

Solución:  Siendo  el  origen  de  coordenadas  el  punto  medio  de  AB,  se  tiene  A(-c, 0),  B{c,  0).  Luego, 
y¡(x  -  c)2  +  y2  •  y¡(x  +  c)2  +  y2  =  a2.  Operando  se  tiene  que:  (x2  +y2  +c2)2  -4c2x2  =  a 4.  O  bien, 
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(x2  +y2)2  -2c2(x2 -y2)  =  aA  -  c4  (curva  u  óvalo  de  Cassini).  Si  a  =  c,  se  obtiene  la  lemniscata  de 
Bemoulli:  (x2  +  y2)2  =  2 c2(x2  -y2).  El  dibujo  de  esta  curva  para  a  =  c  =  1,  es  el  siguiente: 


C  37-  Se  da  una  circunferencia  de  centro  A  y  radio  AO  =  a.  Se  traza  por  O  la  perpendicular  OD  al  radio  AO. 
Se  toma  sobre  OA  un  punto  B  tal  que  OB  =  3  •  OA.  Se  traza  una  paralela  a  OAB  a  una  distancia  b  de  OAB. 
Sobre  esta  paralela  se  proyecta  A  en  C,  y  O  en  D,  punto  de  corte  de  BD  con  OD.  Se  toma  un  punto  P 
sobre  el  círculo,  cuya  proyección  sobre  OAB  es  Q.  Se  une  Q  con  C.  La  recta  QC  corta  a  la  recta  BD  en  R. 
La  recta  AR  corta  a  la  recta  CD  en  S.  Se  toma  el  segmento  CS  en  magnitud  y  sentido,  y  se  lleva  sobre  OA, 
a  partir  de  O,  obteniéndose  el  punto  T.  Se  levanta  por  T  la  perpendicular  a  OA,  hasta  que  corte  en  M  a  OP. 
Hallar  el  lugar  geométrico  de  M  (y  de  su  simétrico  N  respecto  de  OA). 


Solución .  0(0,0),  A(-a, 0),  D(0,b),  C(-a,b),  B(-3a,0).  La  ecuación  del  círculo  es:  x2  +y2  +  2 ax  =  0, 
o  sea  y  =  ±  J-x2  -  2 ax .  Sea  OQ  =  X,  la  ecuación  de  QC  es:  y  =  ^(x  + 
b{x  +  3o) 


— ci  +  A 


La  ecuación  de  BD  es: 


y  >  •  A-/UU  VV  VI  UV11UUULI  Vi  V  XV  U  V/li  •  V 

3  a 

y  =  b.  La  ecuación  de  AR  es:  y  =  ^ 


Las  coordenadas  de  R  son:  x  = 


3  a2 
X  -  4o  ’ 
3  a2 


y  = 


3  a  VA  —  4o 


3o^ 


M 

3o  V 


3o2 


3o  .  La  ecuación  de  CD  es: 


A  -  4o 

x  +  a  — .  Las  coordenadas  de  S  son: 


3  o2 


A  -  4o 


o 


(  X<1 2a  ’b)'  l°n£ituc*  segmento  SC  es:  -  a  •  La  ecuación  del  lugar  geométrico  de  M  es: 


y  =  ±xj  *  +3^>  0  bien>  *2(x  +  a)  +y2(3x-  o)  =  O  Se  trata  del  folium  de  Descartes.  La  ecuación  de  la 

curva  es  independiente  del  parámetro  b,  por  lo  que  el  hecho  de  que  la  recta  CD  esté  a  mayor  o  menor 
distancia  de  la  recta  AO,  no  incide  en  el  lugar  geométrico.  El  dibujo  de  esta  curva  para  o  =  1,  es  el 
siguiente: 


C  38-  Se  da  la  semirrecta  O  A  que  gira  uniformemente  alrededor  de  O.  El  punto  O  se  desplaza  uniformemente 
sobre  OA,  tomando  las  posiciones  P i,  Pi,...  Hallar  el  lugar  geométrico  de  P. 

Solución: 


Siendo  v  la  velocidad  de  desplazamiento  de  P  sobre  OA,  y  siendo  co  la  velocidad  de  giro  de  OA,  se  tiene: 
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OP  =  p  =  vt,  9  =  AOP  =  cot.  Luego:  p  =  k6,  siendo  k  =  Las  ecuaciones  paramétricas  del  lugar 
pedido,  son:  x  =  vtcoscot,  y  =  vtúncot.  Su  ecuación  cartesiana  es:  Jx2  +y2  =  Ararctan  Se  trata  de  la 
espiral  de  Arquímedes.  El  dibujo  de  esta  curva  para  k  =  1,  es  el  siguiente: 


C  39-  Se  da  la  recta  OAZ  que  gira  alrededor  de  un  punto  fijo  O.  En  A  se  sitúa  un  punto  P  que  se  aleja  de  O, 
recorriendo  AZ  con  una  velocidad  proporcional  a  la  distancia  OP,  mientras  OAZ  gira  uniformemente 
alrededor  de  O.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  P. 

Solución:: 


OA  =  a,  POA  =  9  =  cot,  siendo  co  la  velocidad  angular  de  OP,  y  t  el  tiempo  transcurrido.  Siendo  p  el 
radio  vector  de  P,  se  tiene  que:  dp  =  kpdt,  =  kdt ,  lnp  =  kt  +  C,  p  =  Aekt.  Como  t  =  y  siendo 

m  =  se  tiene:  p  =  Aeme.  Para  9  =  0,  p  =  a,  quedando  la  ecuación:  p  =  aem e  (espiral  logarítmica).  El 
dibujo  de  esta  curva  para  a  =  1,  m  =  0. 1,  es  el  siguiente: 


C  40-  Se  dan  las  rectas  perpendiculares  OA  y  AB,  siendo  OA  =  a.  Por  O  se  traza  una  recta  variable  que  corta 
a  AB  en  P.  Sobre  OP,  y  a  uno  y  otro  lado  de  P,  se  toman  dos  puntos  M  y  N  tales  que  PM  =  PN  =  k, 
siendo  A: una  constante  dada.  Hallar  el  lugar  geométrico  deMyiV. 

Solución: 


p  =  OM=  OP-k,  OP 


rile  - Lliego:  p 


-^Tq  ~  k.  La  ecuación  del  lugar  geométrico  pedido,  es: 
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p  =  — P-—-  ±  k.  En  coordenadas  cartesianas:  x1  +  y2  =  — — — Se  trata  de  la  concoide  de  Nicomedes.  Si 
cos0  '  {x-a)2 

la  recta  AB  se  sustituye  por  una  circunferencia  de  centro  A  y  radio  AO,  se  obtiene  la  concoide  de  la 

circunferencia,  cuya  ecuación  en  polares  es:  p  =  2i?  cosca  ±  k.  El  dibujo  de  la  concoide  de  Nicomedes 

para  a  =  2,  k  =  1,  es  el  siguiente: 


C  41-  Dado  el  segmento  OA,  se  traza  la  circunferencia  de  centro  O  y  radio  O  A  =  a.  Un  punto  P  se  desplaza 
partiendo  de  A,  sobre  dicha  circunferencia,  pasando  por  los  sucesivos  puntos  Po  =  A,  P i,  Pi,~-,  P„  de  la 
circunferencia.  En  cada  punto  P,  se  traza  la  tangente  a  la  circunferencia  y  sobre  ella  se  toma  en  dirección 
opuesta  al  movimiento  de  P,  una  distancia  PM  igual  al  arco  recorrido  por  P  desde  el  origen,  es  decir  el 
arco  PqP¡ .  Hallar  el  lugar  geométrico  de  M,  en  coordenadas  polares. 

Solución: 


Las  coordenadas  polares  de  P  son  (a, 6),  y  las  de  M  son  ( p,a> ).  En  el  triángulo  OPM,  rectángulo  en  P,  se 
OM- 


tiene:  OM  =  p,  OP  =  a,  PM  =  a6,  POM  =  0  -  co,  cos(0  -  <x>)  =  0  -  co  =  árceos  p2  -  a2  =  a292, 


9  = 


a  ->  ®  =  6  ~  arccos  f  =  a 
circunferencia.  Sus  ecuaciones  paramétricas  son:  x  =  eos#  +  @sin@,  y  =  sin0  -  0cos0.  El  dibujo  de  esta 
curva  para  a  =  1,  es  el  siguiente  (se  ha  representado  en  trazos  la  circunferencia  de  radio  1): 


a_ 

P 


-  arccos -7T,  que  es  la  ecuación  de  la  envolvente  de  la 


C  42-  Se  da  una  circunferencia  de  diámetro  OA  =  a,  y  un  segmento  m.  Se  traza  por  el  punto  O  una  recta 
cualquiera  que  corta  a  la  circunferencia  en  P.  En  la  recta  OP  se  toma  a  un  lado  y  otro  de  P  la  distancia  m, 
obteniéndose  los  puntos M y  N.  Hallar  el  lugar  geométrico  deMyiV. 
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Solución: 


6  =  AOP,  OP  =  acosO.  Luego  P  describe  la  curva:  p  =  acosO  ±m.  En  coordenadas  cartesianas: 
Jx2  +  y2  =  a  -  -  ±m  =  ax  ±m.  Es  decir:  x2  +  y2  =  ax  ±  mjx2  +y 2 .  Operando,  se  tiene: 

h  +  yí  Jx^+y2 

X  X2 

(x2  +y2  -  ax)2  -  m2(x2  +y2)  =  0  (cardioide  o  caracol  de  Pascal).  El  dibujo  de  esta  curva  para  a  =  4, 
m1  =  2,  es  el  siguiente: 


C  43-  Se  dan  dos  rectas  perpendiculares  AB  y  CD,  que  se  cortan  en  O.  Dado  el  punto  fijo  A,  se  traza  una  recta 
AL  que  corta  a  CD  en  P.  Sobre  AL,  a  uno  y  otro  lado  de  P,  se  toman  los  puntos  M  y  N  de  forma  que 
PM  =  PN  =  PO.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  My  N,  al  girar  AL  alrededor  de  A. 

Solución: 


9  =  PAO,  OP  =  atanO,  AP  =  — ¡ 

COS0 
sin0) 


a(  1  -  sin0) 


AN  = 


a(  1 


Luego,  AM  =  AP  -  PM  =  — <^—tt  -  atanO  =  a(  — -  tantA 

COS0  V  COS0  J 


La  ecuación  pedida  es:  p  = 


COS0 

a{  1  ±  sin0) 


eos  9 

(estrofoide  recta).  En 
—  o  bien, 


v  ■ 


.  X  A.±  T  .  I-/U  VVUUV1U11  OVU1UU  VO. 

costl  cose!  _  eos# 

coordenadas  cartesianas:  y  =  ±(x  -  a)  J  ^  .  Trasladando  los  ejes  a  (a,0),  y  =  ±xj  a_x  , 

x2{x  +  a)  +y2{x  -  a)  =  0.  Si  las  rectas  AB  y  CD  fueran  oblicuas,  se  tendría  la  estrofoide  oblicua  (ver 
problema  G  121).  El  dibujo  de  la  estrofoide  recta  para  a  =  1,  es  el  siguiente: 
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C  44-  Se  da  una  circunferencia  fija  de  diámetro  a.  Por  un  punto  O  de  la  misma  se  traza  la  tangente  OT  y  el 
diámetro  perpendicular  O  A.  En  B,  punto  de  O  A,  se  traza  la  perpendicular  al  diámetro  O  A  que  corta  a  la 

circunferencia  en  C.  Se  prolonga  la  semicuerda  BC  hasta  M,  de  forma  que  MMr  =  -04?.  Hallar  el  lugar 

B  C  UB 

geométrico  de  M,  al  desplazarse  B  sobre  O  A. 

Solución: 


A 


Sea  O  el  origen  de  coordenadas,  y  sean  los  ejes  coordenados,  la  tangente  en  O  y  el  diámetro  OA.  Siendo 

—  “  —  =  y ,  BC  =  JOB  • AB  =  Jy(a-y).  Luego:  BM  =  x  =  a  ' BC  - 


OB  =  y,  se  tiene  que: 

/ 


=  a 


a  -y 


y 

siguiente: 


BC 

Operando:  y  = 


OB 


y 


(versiera  de  Agnesi).  El  dibujo  de  esta  curva  para  a  =  1,  es  el 


C  45-  Se  da  una  circunferencia  de  radio  R,  siendo  AB  un  diámetro  fijo.  Sobre  B  se  levanta  BC,  tangente 
perpendicular  a  AB.  Se  traza  la  recta  AE  variable,  que  corta  al  círculo  en  D,  y  a  BC  en  E.  Se  lleva  sobre 
dicha  recta  AE,  el  segmento  AP  =  DE.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  P  al  girar  la  recta  AE  en  torno  a  A. 

Solución: 


c 


Sean  los  puntos  M  y  N  las  proyecciones  de  P  y  D  sobre  el  diámetro  AB.  Tomando  A  como  centro  de 
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coordenadas,  y  el  diámetro  AB  como  eje  de  abscisas,  se  tiene  por  semejanza,  que: 


AN  =  AB-NB  =  AB-AM  =  2 R-x,  DN  =  JAN  ■  BN  =  J(2 R-x)x,  y  = 


xjx 


J2R  -x 


lugar  pedido,  es:  y2  =  ^  (cisoide  de  Diocles).  El  dibujo  de  esta  curva  para  R  =  1 


AM  =  x_  =  AN_ 
PM  y  DN’ 

La  ecuación  del 
,  es  el  siguiente: 
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Sección  D  -  CÓNICAS 


GENERALIDADES 


D  1-  Descomponer  en  suma  de  cuadrados  la  ecuación  de  la  cónica  x2  -  2 xy  -  y2  +  4x  -  6y  =  0,  y  clasificarla. 
Solución:  Derivando,  se  tiene:  y/j=x-y  +  2.  Luego:  flx,y)  =  (x -y  +  2)2  -  (2y2  +  2y  +  4)  =  0. 

Siendo  g(y)  =  2 y2  +  2 y  +  4,  derivando  se  tiene:  y  g'(y)  =  2y+  1,  g(y)  =  ^  ^  +  y.  Por  tanto,  se 

tiene  que:/(x,y)  =  (x -y  +  2)2  -  ^  ^  ^ - y  =  0.  La  cónica  es  del  tipo  M2  -  N2  -  1  =0  (hipérbola). 

D  2-  Descomponer  en  suma  de  cuadrados  la  ecuación  de  la  cónica  xy  +  2 y2  -  7y  -  3x  +  3  =  0,  y  clasificarla. 


Solución: 


Derivando,  se  tiene:  y fy  =  2y  +  y  -  y.  Luego:  f{x,y)  =  y  (2L+  y  -  y) 


— i-  (x2  +  1  Ox  +  25 )  =  y  ^2 y  ■ 
en  dos  rectas  reales). 


x_ 

2 


^  -  -i- (x  +  5)2.  Es  del  tipo  M2  -  N1  =  0  (hipérbola  degenerada 


D  3-  Descomponer  en  suma  de  cuadrados  la  ecuación  de  la  cónica  x2  +y2  -  4x  +  2xy  -  4y  +  10  =  0,  y 
clasificarla. 

1  ry 

Solución:  Derivando  se  tiene:  y fx  =  x+y  -2.  Luego,  j\x,  y)  =  (x  +  y  -  2  y  +  6.  Es  del  tipo  M2  +  1=0 
(parábola  degenerada  en  dos  rectas  imaginarias). 


D  4-  Descomponer  en  suma  de  cuadrados  la  ecuación  de  la  cónica  2 xy  +  2x  +  2y  +  1  =  0,  y  clasificarla. 

Solución:  Derivando  se  tiene:  y fx  =  y  +  1,  y fy  =  x  +  1.  Luego:  j\x,y )  =  2(x+  l)(y+  1)  -  1  = 

=  ^  2L  +  2+  x  +  1  ^  ^  2y  +  2^  x — 1_^  _  j  ps  ¿ej  tipo  M2  -N2  =  1  (hipérbola). 

D  5-  Descomponer  en  suma  de  cuadrados  la  ecuación  de  la  cónica  2x2  -  2xy +y2  +  2x  -  8y  +  21  =  0, 
clasificándola. 

Solución:  j\x,y )  =  -^-(2  x-y  +  1  )2  +  y  (y  -  7)2  -  4.  Es  del  tipo  M1  +  N2  =  1  (elipse). 

D  6-  Descomponer  en  suma  de  cuadrados  la  ecuación  de  la  cónica  3x2  +  4xy  +  y2  -  20x  -  12y  +  36  =  0, 
clasificándola. 

Solución:  flx,y)  =  ^"(3x  +  2 y  -  10)2  -  y  (y  -  2)2  +  4  =  0.  Es  del  tipo  M2  -  N2  =  -1  (hipérbola). 

D  7-  Descomponer  en  suma  de  cuadrados  la  ecuación  de  la  cónica x2  -  2xy  +y2+x  +  7  =  0,  y  clasificarla. 
Solución:  J{x,y)  =  (x-y  +  y  ^  +y  +  -y-  =  0.  Es  del  tipo  M2  +  N  =  0  (parábola). 

D  8-  Descomponer  en  suma  de  cuadrados  la  ecuación  de  la  cónica  x2  +y2  -2xy  +  x-y-  6  =  0, 
clasificándola. 

Solución:  f[x,y)  =  (x-y  +  y^  -  -y-  =  0.  Es  del  tipo  M1  =  1  (parábola  degenerada  en  dos  rectas 
paralelas  reales). 

D  9-  Dibujar  la  cónica  5x2  -  2xy  +  y2  -  26x  +  2y  +  33  =  0. 

Solución:  A 33  >  0,  A  ±  0,  elipse  real.  Operando,  y  =  x  -  1  ±  J-(x  -  2)(x  -  4)  .  Para  x  =  yy2  =  3, 

y  1  =  0,  y2  =  4.  Las  rectas  x  =  2,  x  =  4,  son  tangentes  respectivamente,  en  (2,1)  y  (4,3).  La  recta 
y  =  x  -  1  corta  a  la  elipse  en  (2, 1 )  y  (4,3).  La  recta  y  =  x  -  3,  es  tangente  en  (3,0);  la  recta  y  =  x  +  1  lo 
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es  en  (3,4).  El  eje  OX corta  a  la  elipse  en  (3,0)  y  ^^-,0^.  El  eje  OY no  corta  a  la  elipse.  El  dibujo  de  la 
elipse  es  el  siguiente: 


D  10-  Dada  la  cónica  2x2  -  2 xy  + y2  +  2x  -  8y  +  2 1  =0,  determinar  los  elementos  para  su  dibujo. 

Solución:  A33  =  1  >  0,  elipse.  Ordenando  la  ecuación  en  potencias  de  y,  se  tiene: 

y2  -  2y{x  +  4)  +  2x2  +  2x  +  21  =0,  de  donde  y  =  x  +  4  ±  J-x2  +  6x  -  5  .  Es  real  para  1  <  x  <  5.  Siendo 
fx  =  4x  -  2y  +  2  =  0 ,fy  =  -2x  +  2y  -  8  =  0,  el  centro  es  (3,7).  El  dibujo  de  la  elipse  es  el  siguiente: 


D  11-  Dada  la  cónica  3x2  +  4 xy  +  y2  -  20x  -  12 y  +  36  =  0,  determinar  los  elementos  para  su  dibujo. 

Solución:  A 33  =  -1,  hipérbola.  Se  tiene  y  =  -2x  +  6  ±  Jx{x  -  4)  .  La  curva  es  real  para  jc  >  4  y  jc  <  0. 

Siendo  fx  =  6x  +  4y-20  =  0 ,fy  =  4x  +  2y  -  12  =  0,  el  centro  es  (2,2).  Las  pendientes  de  las  asíntotas 

-a  12  ±  Ja \2  -  ciñan  -2+  \  ,  -  T  ,  .  .  . 

vienen  dadas  por  m  =  - — -  =  ~  ,  m.  1  =  -1,  m 2  =  -3.  Las  asíntotas  son:  x  +y  =  4, 

3 x+y  =  8.  El  dibujo  de  la  hipérbola  es  el  siguiente: 


D  12-  Dada  la  cónica  x2  -  2 xy  +y2  -x  +  7  =  0,  determinar  los  elementos  para  su  dibujo. 

Solución:  A33  =  0,  parábola.  Se  tiene  y  =  x±  Jx-1 .  La  curva  es  real  para  x  >  7.  El  dibujo  de  la 
parábola  es  el  siguiente: 
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D  13-  Dada  la  cónica x2  +y2  -  2 xy  +  x-y  -  6  =  O,  determinar  los  elementos  para  su  dibujo. 

Solución:  A33  =  0,  A  =  0,  parábola  degenerada  en  dos  rectas  paralelas:  y  =  ^ x  +  ,  es  decir: 

y  =  x+3,y  =  x-2. 

D  14-  Hallar  la  naturaleza  de  la  cónica  4x2  -  4 xy  +  y2  -  4x  +  2y  +  2  =  0. 

Solución:  A  =  0,  A  =  0,  se  trata  de  una  parábola  degenerada  en  dos  rectas  paralelas.  Cortando  por 
x  =  0,  se  tienen  dos  puntos  imaginarios,  luego  la  parábola  ha  degenerado  en  dos  rectas  paralelas 
imaginarias. 

D  15-  Discutir  la  naturaleza  de  la  cónica  5x2  -  2xy  +  y2  -  2(2  +  A)x  +  4y  +  5  =  0,  según  los  valores  del 
parámetro  A. 

Solución:  A33  =  4,  elipse;  A  = -A2  +  4,  elipse  degenerada  para  A  =  ±2;  -a22A  =  A2-4,  elipse 

imaginaria  para  -2  <  A  <  2.  En  el  cuadro  siguiente  se  resume  lo  anterior: 


A 

<  -2 

-2 

-2  <  A  <2 

2 

>  2 

Naturaleza 

Elipse  real 

Elipse  degenerada 

Elipse  imaginaria 

Elipse  degenerada 

Elipse  real 

D  16-  Hallar  la  naturaleza,  ejes  y  vértices  de  x2  -  6 xy  +  9 y2  -  4x  +  y  =  0. 

Solución:  A33  =  0,  A  +  0,  parábola  real.  Ecuación  del  eje:  fx  +  yp^fy  =  20x  -  60y  -7  =  0.  Vértice: 
(  1  51  1  V 

V  4400  ’  4400  J' 

D  17-  Hallar  la  naturaleza  de  x2  +  Ixy  +  4y2  -  3x  +  8y  +  4  =  0. 

Solución:  A  33  <  0,  A  +  0,  hipérbola  no  degenerada. 

D  18-  Discutir  la  naturaleza  de  la  cónica  x2  +  4 xy  +  Ay2  +  2x  +  4 y  +  A  =  0,  según  los  valores  de  A.  Para  los 
casos  en  que  la  cónica  degenera,  hallar  las  correspondientes  ecuaciones  de  las  rectas. 

Solución:  A33  =  A  -  4,  A  =  A2  -  5A  +  4  =  (A  -  4 )(A  -  1 ),  -CI22A  =  -A(A  -  4 ) (A  -  1 ).  Por  consiguiente, 
se  tiene  el  siguiente  cuadro: 


A 

<  1 

1 

1  <  4  <  4 

4 

>  4 

Naturaleza 

Hipérbola 

Hipérbola  degenerada 

Hipérbola 

Parábola  degenerada 

Elipse  imaginaria 

Para  A  = 
son:  y  = 


1,  las  rectas  son:  y  =  x(JJ  -  2)  +  73"  -  2,  y  =  x(-  73"  -  2)  -  73"  -  2.  Para  A 
-x  -  1  +  7=3  -x  -  1  -  7=3" 

- 2 - ’^=  - 2 - ' 


4,  las  rectas 


D  19-  Se  da  la  cónica:  x2  -  2 xy  +y2  -  2x  -  2y  +  1  =0.  Hallar:  Io)  Naturaleza.  2o)  Foco,  directriz  y  ecuación 
focal.  3o)  Eje  y  vértice. 

Solución:  Io)  A 33  =  0,  A  =  -4.  Parábola,  no  degenerada.  2o)  La  ecuación  tangencial  de  la  cónica,  es: 
1  -1-1  u 


-1  1  -1  v 

-1-1  1  rv 

u  v  w  0 


1  +  i 


=  -4{uv  +  uw  +  vw)  =  0.  Sustituyendo:  u  =  1,  v  =  i,  w  =  -z,  se  tiene:  z  = 


luego  las  coordenadas  del  foco  son:  Siendo:  fx  =  2x-2y -2  =  -2,  fy  =  -2x  +  2y  -  2  =  -2, 

fz  =  -2x-2y  +  2z  =  0,  la  ecuación  de  la  directriz  es:  x+y  =  0.  La  ecuación  focal  de  la  cónica  es: 

y 


(x+y)' 


■.  3o)  La  ecuación  del  eje  es :fx  +  jr^fy  =  0,  lo  que  da:  x  -y  =  0.  Las 


coordenadas  del  vértice  son:  (  7-,  4- 


=  (H> 


a\2Jy 
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D  20-  Se  da  la  cónica  3x2  +  1 2xy  +  8y2  -  2x  -  1  Oy  -  4  =  0.  Io)  Hallar  focos  y  directrices.  2o)  Hallar  la 
ecuación  reducida. 


Solución:  Io)  H33  <  0,  hipérbola.  La  ecuación  tangencial  es:  -51u2  +  58mv  -  13v2  -  44uw  + 

+18vw  -  12w2  =  0.  Sustituyendo  u  =  1,  v  =  i,  w  =  -z,  se  tiene:  12z2  +  (18/  -  44 )z  +  44  -  58/  =  0.  De 

donde:  z  =  ^  ±  ^  U  siendo  los  focos:  ("3"’ 2")  Y  (1,-2).  Como  fx  =  6x+\2y-2, 

fy  =  12x  +  16 y-  10,  f-  =  -2.x-  lOy  —  8,  particularizándolas  para  cada  foco,  se  obtienen  las  directrices: 
12x  +  18y-  11  =0  para  el  primer  foco,  2x  +  3y-  1  =0,  para  el  segundo.  2o)  Los  invariantes  son: 

I¡  =  tfn  +  a22  =  11,  h  =  A33  =  -12,  I3  =  A  =  25.  La  ecuación  en  S  es:  52  -  115-  12  =  0,  de  donde 

2 

Si  =  12,  52  =  -1.  La  ecuación  canónica  es  — ^5~  4 - 25  =  Operando:  144x2  -  12y2  -  25  =  0. 

JA2_  ^12 


12  -1 


D  21-  En  ejes  de  ángulo  0  =  60°,  se  da  la  cónica  x2  -  2 xy  +  2 y2  +  2x  -  5y  +  2  +  2  =  0.  Hallar  su  ecuación 
canónica  y  discutir  la  naturaleza  de  la  cónica. 


Solución:  1 1  = 


(¡11  +  a 22  ~  2fli2COs6 
sin20 


=  I2  =  =  4-,  h  =  =  4/^  5  ■  La  ecuación  en 


5  es:  52  -  +  y  =  0,  cuyas  raíces  son:  5  = 


sin2#  3  ’  sin2#  3 
8  ±  2j\3 


y 


-42 +  5 


-42  +  5 


=  1 .  Operando:  —  +  ^  x2  -1 - 122  +  15  2  _ 

32  +  8/T3  32  -  8  Jl3 


Por  tanto,  la  ecuación  canónica  es: 
(-122  +  15)2 


192 


Como 


8  +  2/13  8-2/13 


3  3  / 

A 33  >  0,  es  una  elipse.  Para  ~  -  >  0,  es  decir,  para  2  >  y-,  la  elipse  es  imaginaria.  Para 

i  2  4  4 

2  <  la  elipse  es  real.  Para  2  =  la  elipse  es  degenerada. 


D  22-  Hallar  la  ecuación  canónica  de  x2  +  4 xy  +  4y2  +  8*  +  lOy  -  7  =  0,  en  ejes  oblicuos  de  6  =  60°. 

Solución:  Como  I2  =  ^y  =  0,  es  una  parábola.  I\  =  fll1  +  Ü22 — ^ ai 2  cos^  =4 ;  I3  =  — 4^—  =  -12. 

sin-#  _  sin-#  sin-# 

La  ecuación  canónica  es:  hy2  ±  2  /  -y-  x  =  0,  es  decir  2y2  =  J3x. 


D  23-  Se  da  un  triángulo  rectángulo  isósceles  AOB,  en  el  que  O  A  =  OB  =  a.  Se  proyecta  un  punto  M  variable 
de  la  hipotenusa  AB,  en  D  sobre  OB,  y  en  E  sobre  OA.  Io)  Hallar  la  envolvente  de  la  recta  DE. 
2o)  Determinar  la  naturaleza  de  dicha  envolvente.  3o)  Hallar  su  ecuación  canónica. 

Solución: 


Io)  Siendo  OE  =  2,  la  ecuación  de  DE  es:  y-  -1 - =  es  decir:  {a  -  X)x  +  2y  +  2(2  -  a)  =  0. 

A  Cl  —  A 

d  - \-  x  —  V 

Derivando  respecto  a  2,  e  igualando  a  0,  se  obtiene  2  =  — — ^ —  ■  Introduciendo  este  valor  en  la 

ecuación  de  DE,  se  tiene  la  ecuación  de  la  envolvente:  x2  -  2xy  +y2  -  2ax  -  2ay  +  a2  =  0,  que 
corresponde  a  una  cónica.  2o)  A 33  =  0,  A  =  -4a2  <  0.  Luego  la  cónica  es  una  parábola  real.  3o)  I\  =  2, 

I3  =  -4a2.  La  ecuación  canónica  es:  2y2  -  2J  x  =  0,  es  decir:  y2  =  aj 2x. 

D  24-  Se  da  una  circunferencia  de  centro  el  origen  y  radio  R,  y  dos  puntos  B(0,b)  y  B'{0,-b).  Se  une  B  con 
un  punto  variable  M  de  la  circunferencia.  La  recta  BM  corta  a  OX  en  N.  La  recta  B'N  corta  a  OM  en  P.  Se 
pide  Io)  Hallar  el  lugar  geométrico  de  P.  2o)  Discutir  la  naturaleza  del  lugar  según  los  valores  de  b  en 
función  de  R.  3o)  Demostrar  que  un  foco  del  lugar  es  el  origen  de  coordenadas. 
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Solución-. 


1°) 

Mi 


P(a,P),  PB '  -  ^ 


=  i  jvi 

a  ’  v 


6a 


bp 


2P 

ba 


b  ’  2£ 

2 


ab 

P  +  b 


=  (P  +  b)x  =  y-b 
ab  -b 


PO  =  —  =  — 
a  b’ 


2  p  +  b 

’  2  2 


bp 


2  p  +  b 


Como  M  está  en  la  circunferencia  de  centro  el  origen  y  radio  R ,  se  tiene: 


-  R2  =  0.  Operando  y  sustituyendo  (a,P)  por  (x,y),  se  tiene  el  lugar  de  P: 


b~x2  +y~(b2  -  AR-)  -  4bR2y  -R2b2  =  0.  2o)  De  esta  ecuación  se  obtiene:  A33  =  b~(b2  -  4R2), 
A  =  -R2b6,  -cinA  =  R2b6(b2  -  4 R2).  Se  tiene  el  siguiente  cuadro: 


6 

A  33 

A 

—a  22  A 

Naturaleza 

6  <  -2R 

>  0 

<  0 

>  0 

Elipse  real 

6  =  -2R 

0 

<  0 

0 

Parábola 

-2R  <  6  <  0 

<  0 

<  0 

<  0 

Hipérbola  real 

6  =  0 

0 

0 

0 

Parábola  degenerada 

0  <  6  <  2R 

<  0 

<  0 

<  0 

Hipérbola  real 

6  =  2R 

0 

<  0 

0 

Parábola 

6  >  2  R 

>  0 

<  0 

>  0 

Elipse  real 

3o)  La  ecuación  tangencial  es:  R2b2u 2  +R2b2v 2  +  (4 R2  -  b2)w 2  =  0.  Sustituyendo  u  =  1,  v  =  i,  w  =  -z, 
se  tiene:  z  =  0.  Luego  el  origen  es  foco  de  la  cónica. 

D  25-  Dada  la  cónica  x2  -  y2  +  2j2y-  2  =  0,  hallar:  Io)  La  ecuación  de  la  cónica  reducida  a  sus  asíntotas. 
2o)  Las  coordenadas  de  sus  focos  reales. 

Solución:  Io)  La  ecuación  reducida  a  sus  asíntotas  es  del  tipo  2b\2xy  +  633  =  0.  Siendo  9  el  ángulo  de  las 

asíntotas,  se  tiene:  h  =011  +  022  =  0  =  26 12  eos 9  ,  jueg0  cosg  =  o,  9  =  90°;  h  =  ^33  =  -1  =  -6j2, 

sin  ~9 

luego  612  =  ±1;  63  =  A  =  0  =  -612633,  de  donde  633  =  0.  La  ecuación  pedida  es:  xy  =  0.  2o)  La  ecuación 
tangencial  es:  2v2  +  2j2  vw  +  w2  =  0.  Introduciendo  los  valores:  v  =  i,  w  = -z,  se  tiene  que: 
z2  -  2ij2z  -  2  =  0,  de  donde:  z  =  J2i.  El  foco  es  (0, 72  Y  En  la  ecuación  reducida  a  sus  asíntotas,  el 
foco  es  (0,0). 

Nota:  Se  trata  de  una  hipérbola  degenerada  en  las  rectas:  x+y-  J2  =0,  x-y+j2  =0,  cuya 
intersección  es  (O,  J2  ),  que  es  el  punto  en  que  coinciden  centro  y  focos.  En  la  ecuación  reducida,  estas 
dos  rectas  son  los  ejes  coordenados. 


D  26-  Dada  la  ecuación  de  la  cónica  en  ejes  rectangulares  x2  -y2  +  2j2xy  -  2  =  0,  hallar:  Io)  Sus  focos 
reales.  2o)  La  ecuación  referida  a  sus  asíntotas. 

Solución:  Io)  Ecuación  tangencial:  2 u2  -  2v2  +  472  uv  -  3rv2  =  0.  Sustituyendo  u  =  1  ,v  =  i,w  =  -z,  se 


tiene:  3z2 


=  4  +  4727,  de  donde:  z  =  ± 


2(73  +  l) 

V  3 


2(73  -  1) 

Í  3 


Las  coordenadas  de  los  focos 


son:  ± , 


2(73  +  1)  2(73  -  1) 


2o)  /1  = 


1  -  1  -272  cos90° 
sin290° 


=  0  = 


-26 12  eos  9' 
sin  29' 


luego 


eos  9'  =  0,  por  lo  que  el  ángulo  de  las  asíntotas  mide  90°;  h  =  =  -6j2,  de  donde  612  =  73^; 

h  =  6  =  -612633  =  -3633,  de  donde  633  =  -2.  Luego  la  ecuación  de  la  cónica  referida  a  sus  asíntotas  es: 
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2  V3 'xy  -  2  =  O,  es  decir:  xy  = 


JL 

3  ’ 


D  27-  Discutir  la  naturaleza  de  la  cónica  y  =  x -2  ±  J{X  -  1  )x2  -  2x  +  X  -  2  . 

3  +  J5 


Solución:  Invariantes:  A  33  =  1  -  A,  A  =  X2  -  3A  +  1  =  A  - 


— a  22  A  =  -(A2  -  2A  +  1 )  =  -  A- 


3  +  V5 


A- 


3-/5 


3  -  J~5 

A - 7+ —  ].  Se  construye  el  siguiente  cuadro: 


A 

A  33 

A 

—a  22  A 

Naturaleza 

3-J5 
<  2 

>  0 

>  0 

<  0 

Elipse  imaginaria 

3-  yj 

2 

>  0 

0 

0 

Elipse  degenerada 

3-75  ,  , 

2  <  *  < 1 

>  0 

<  0 

>  0 

Elipse  real 

1 

0 

<  0 

>  0 

Parábola 

1  q  3  + 

1  <  2  <  / 

<  0 

<  0 

>  0 

Hipérbola 

3  +  75 

2 

<  0 

0 

0 

Hipérbola  degenerada 

3  +  75 
>  2 

<  0 

>  0 

<  0 

Hipérbola 

D  28-  Estudiar  la  naturaleza  de  la  cónica  (y-x-  4)2  =  (A  -  \)x2  +  2Xx  -  A,  en  función  de  los  valores  del 
parámetro  A. 

Solución:  (2  -  A)x2  -  2 xy  +y2  +  (8  -  2A)x  -  Sy  +  16  +  A  =  0.  a)  A 33  =  1  -  A.  Para  A  >  1,  hipérbola; 

para  A  =  1,  parábola;  para  A  <  1,  elipse,  b)  A  =  A(-2A  +  1 ).  Para  A  =  0,  recta  doble:  y-x-  4  =  0;  para 
A  =  y ,  dos  rectas  imaginarias:  y  =  x  +  9  ±  ij 2  (x  -  1).  c)  -a^A  =  2A2  -  A  Para  A  >  y ,  elipse  real; 

para  0  <  A  <  y,  elipse  imaginaria;  para  A  <  0,  elipse  real.  Resumiendo,  se  tiene  el  siguiente  cuadro: 


A 

<  0 

0 

0<A<i 

1 

2 

\<X<1 

1 

A  >  1 

Naturaleza 

Elipse  real 

Recta  doble 

Elipse  imag. 

Dos  rectas  imag. 

Elipse  real 

Parábola 

Hipérbola 

D  29-  Discutir  la  naturaleza  de  las  cónicas  A*2  +  2pxy  +  (A  -  1  )y2  +  A2  +  n2  -  4  =  0. 

Solución:  Se  tienen  los  siguientes  valores:  A33  =  A2  -  p2  -  A;  A  =  (A2  -  p2  -  A)(A2  +  p2  -  4); 

— o 22 A  =  (1  -  A)(A2  -  p2  -  A)(A2  +  ¡r  -  4).  Tomando  como  ejes  A, p,  el  plano  está  dividido  en  regiones 
por  la  hipérbola  A2  -  p2  -  A  =  0,  la  circunferencia  A2  +  p2  -  4  =  0,  y  la  recta  1  -  A  =  0.  En  el  interior  de 
las  dos  ramas  de  la  hipérbola,  las  cónicas  son  elipses;  en  el  exterior  son  hipérbolas;  en  su  contomo  son 
parábolas.  En  la  zona  del  interior  de  la  rama  derecha  de  la  hipérbola,  externa  al  círculo,  las  elipses  son 
imaginarias;  en  la  intema  al  círculo,  las  elipses  son  reales.  En  la  zona  interna  de  la  rama  izquierda,  interior 
al  círculo,  las  elipses  son  imaginarias;  en  el  exterior  al  círculo,  son  reales.  En  el  contorno  de  la  rama 
derecha,  exterior  al  círculo,  así  como  en  el  contorno  de  la  rama  izquierda,  interior  al  círculo,  las  parábolas 
degeneran  en  dos  rectas  imaginarias.  En  el  contorno  de  la  rama  derecha  intema  al  círculo,  y  en  el  contomo 
de  la  rama  izquierda  exterior  al  círculo,  las  parábolas  degeneran  en  dos  rectas  paralelas  reales.  En  el 
contorno  del  círculo,  exterior  a  las  ramas  de  la  hipérbola,  las  hipérbolas  degeneran,  haciéndolo  en  dos 
rectas  paralelas  en  los  dos  puntos  de  intersección  con  la  recta  A  =  1 .  En  el  contorno  del  círculo,  interior  a 
las  dos  ramas,  las  elipses  degeneran.  En  los  cuatro  puntos  de  intersección  de  la  hipérbola  con  el  círculo, 
las  parábolas  degeneran  en  dos  rectas  confundidas. 
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H  Hipérbola 

ER  Elipse  real 

El  Elipse  imaginaria 

-  Parábola  degenerada  en  dos  rectas  reales 

■  -  ■  Parábola  degenerada  en  dos  rectas  imaginarias 

- Elipse  degenerada 

.  Hipérbola  degenerada 

•  Parábola  degenerada  en  dos  rectas  reales  confundidas 

O  Hipérbola  degenerada  en  dos  rectas  paralelas 


D  30-  Hallar  la  ecuación  tangencial  de  la  cónica  x 2  +  2 y2  -  2 xy  +  3  =  0. 


Solución: 


1-10  u 
-1  2  0  v 

0  0  3  1 

«vlO 


=  -6w2  -  6wv  -  3v2  -1=0. 


D31-  Hallar  la  ecuación  cartesiana  de  la  cónica  cuya  ecuación  en  coordenadas  tangenciales  es: 
u2  +  3v2  -  2 «v  +  6 u  =  0. 


Solución: 


1  -1  3  x 
-1  3  0  y 

3  0  0  1 

x  y  10 


=  9 y2  +  1  Sx  +  6y  -  2  =  0. 


D  32-  Hallar  la  ecuación  del  diámetro  conjugado  con  la  dirección  y  =  2x,  de  la  cónica  x2+y2  +  2xy  + 
+4x  +  6y  +  8  =  0. 

Solución:  Se  obtienen  las  siguientes  derivadas:  f x  =  2x  +  2y  +  4,  fy  =  2y  +  2x  +  6.  Por  tanto: 

fx  +  mfy  =  2x  +  2y  +  4  +  2(2 y  +  2x  +  6)  =  0.  El  diámetro  pedido  es:  3x  +  3y  +  8  =  0. 

D  33-  Hallar  la  ecuación  del  diámetro  conjugado  con  la  dirección  y  =  3x,  de  la  cónica  2x2  -y2  +  3 xy  + 
+2x  -y  +  1  =0. 

Solución:  fx  +  mfy  =  4x  +  3 y  +  2  +  3  (-2 y  +  3x  -  1 )  =  1 3x  -  3y  -  1  =0. 

D  34-  Dada  la  cónica  x2 -y2  -  4x  -  5y  -  4  =  0,  hallar  la  ecuación  de  la  involución  de  los  coeficientes 
angulares  de  los  pares  de  diámetros  conjugados,  así  como  sus  rayos  dobles. 

Solución:  Partiendo  de  la  ecuación  an  +  an(m  +  m')  +  aninin'  =  0,  se  tiene  la  ecuación  pedida: 

1  -  mm'  =  0.  Las  pendientes  de  los  rayos  dobles,  vienen  dadas  por  1  -  m2  =  0,  es  decir  m  =  ±1  (la  cónica 
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es  una  hipérbola).  El  centro  de  la  cónica  es  luego  las  asíntotas  (rayos  dobles)  son: 

y+j.=±(x- 2). 


D  35-  Dada  la  cónica  x2  -  y2  +xy-  1  =0,  hallar  la  ecuación  de  la  involución  de  los  coeficientes  angulares  de 
los  pares  de  diámetros  conjugados,  así  como  sus  rayos  dobles. 


Solución: 

2  +  m  +  m '  - 


m  = 


1  ±  J5 
2 


Partiendo  de  la  ecuación  an  +  an(rn  +  m')  +  a22mm'  =  0,  se  tiene  la  ecuación  pedida: 
2mm'  =  0.  Las  pendientes  de  los  rayos  dobles  vienen  dadas  por  1  +  m  -  m2  =  0,  es  decir 

-  (la  cónica  es  una  hipérbola).  El  centro  de  la  cónica  es  (0,0),  luego  las  asíntotas  (rayos 


dobles)  son:  y 


1  ±  J5 

2 


x. 


D  36-  Estudiar  la  naturaleza  de  la  cónica  (2  -  a2)x2  +y2  -  2  xy  -  2  (a  +  l)x+l-/J  =  0,  en  función  de  los 
parámetros  ay  p. 

Solución:  a)  =  1  -  a2;  para  a  >  1,  hipérbola;  para  a  =  1,  parábola;  para  -1  <  a  <  1,  elipse;  para 
a  =  -1,  parábola;  para  a  <  -1,  hipérbola,  b)  -a 2 2A  =  -(a  +  -  P  -  2a);  para  a  =  -1,  parábola 

degenerada;  para  el  contomo  de  aP  -  P  -  2a  =  0  (que  es  una  hipérbola  de  centro  (1,2)  y  asíntotas  x  =  1, 
y  =  2),  si  |a|  >  1,  la  hipérbola  es  degenerada,  si  |a|  <  1,  la  elipse  es  degenerada,  c)  En  el  siguiente  dibujo 
se  ha  llevado  a  sobre  el  eje  de  abscisas  y  P  sobre  el  de  ordenadas.  Se  ha  indicado  con  H  la  zona  de 
hipérbola  a  la  izquierda  de  a  =  -1  y  a  la  derecha  de  a  =  1,  y  con  H'  el  contorno  AB  y  DF  de  la  hipérbola 
aP  -  P  -  2a  =  0,  al  que  le  corresponde  hipérbola  degenerada.  Se  ha  indicado  la  zona  E  de  elipse  entre 
a  =  -1  y  a  =  1,  y  con  E',  el  contomo  CD  de  la  citada  hipérbola,  al  que  le  corresponde  elipse  degenerada. 
Se  ha  indicado  con  P  la  recta  a  =  1,  a  la  que  le  corresponde  parábola,  y  con  P'  la  recta  a  =  -1,  a  la  que 
corresponde  parábola  degenerada. 


D  37-  Dada  la  cónica  x2  -y2  +xy  -  1  =0,  hallar  la  ecuación  de  sus  ejes. 

Solución:  fx  =  2x+y,  fy  =  -2 y  +  x  =  0,  luego  el  centro  es  (0,0).  La  ecuación  de  los  coeficientes 
angulares  de  los  pares  de  diámetros  conjugados  es:  an  +an(m  +  m')  +  a22tnm'  =  0.  Las  pendientes  de 
los  ejes  deben  satisfacer  a  mm'  =  -1,  luego  m  +  m'  =  m  -  La  ecuación  queda  m2  +  4 m  -1=0,  luego 
m  =  -2  ±75".  Los  ejes  son:  y  =  (- 2  ±  JJ 

D  38-  Hallar  el  eje  de  la  parábola  2x2  -  4x  +  y  -  1  =0. 

Solución:  Se  aplica  la  fórmula  fx  +  ypyyfy  =  4x  -  4  =  0.  El  eje  es:  x  =  1 . 

D  39-  Hallar  los  vértices  de  la  cónica  13x2  +  13y2  -  10 xy  +  26j2x  -  10^2 y  -  46  =  0. 

Solución:  fx  =  26x  -  \0y  +  26f2  =  0,  fy  =  2  6y-  lOx-  \Qj2  =  0.  El  centro  es  (-f2,0').  Los 

coeficientes  angulares  de  los  ejes  vienen  dados  por  a\2m2  +  (an  -  a22)m  -  a  12  =  0,  es  decir  m 2  -1=0. 
Luego  los  ejes  son:  y  =  ±(x  +  J 2  ) .  La  intersección  de  los  ejes  con  la  cónica  viene  dada  por  la  ecuación: 

13x2  +  13  +  V2  )"  ±  10x^x  +  +  26V2^x  ±  10V2  (x  +  V2  )  -  46  =  0.  Las  coordenadas  de  los 
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vértices  son:  ’  (S>,~^')’  (-272,72).  Los  cuatro  vértices  son 

reales,  pues  se  trata  de  una  elipse. 

D  40-  Hallar  los  vértices  de  la  cónica  5x2  +  5 y2  -  2 6xy  +  10727:  -  26jly  -  62  =  0. 

Solución:  fx  =  10x-26y  +  1 0 72^  =  0 ,  fy  =  lOy  -  26x  -  2672^  =  0,  luego  las  coordenadas  del  centro 
son:  (-72, 0).  Los  coeficientes  angulares  de  los  ejes  vienen  dados  por  la  ecuación: 
anm2  +  (an  -  022)111  ~  «12  =  -13m2  +  13  =  0,  de  donde  m  =  ±1.  Por  tanto  las  ecuaciones  de  los  ejes 
son:  y  =  ±(x+  72").  Las  abscisas  de  los  puntos  de  intersección  con  la  cónica  vienen  dadas  por  la 

ecuación:  5x2  +  5  (x  +  72  )~  ±  26x(x  +  72  )  +  1072x  ±  2672  (x  +  72  )  -  62  =  0.  Las  coordenadas  de 
los  vértices  son:  (0,-72),  ( -2j2,j2 ),  T-7^  +  U  *\  (- y[2  -  i,-^^  i\  Como 

se  trata  de  una  hipérbola,  solo  tiene  dos  vértices  reales. 

D  41-  Hallar  los  vértices  de  la  cónica  x2  +  y2  -  2 xy  +  J2x  -  3  J2y  =  0. 

Solución:  Se  trata  de  una  parábola,  por  lo  que  solo  tiene  un  vértice.  Ecuación  del  eje:  fx  +  ^7 fy  =  0, 
luego:  x-y+  J2  =  0.  Su  intersección  con  la  parábola  viene  dada  por  la  ecuación: 
x2  +  (x  +  J2  )  “  -  2x(x  +  72  )  +  -J2x  -  3  y¡2  (x  +  J2  )  =  0.  El  vértice  es  (-  J2 , 0) . 

D  42-  Hallar  la  ecuación  del  conjunto  de  los  ejes  de  la  cónica  x2  -  y2  +  2 xy  -  3x  +  4y  -  7  =  0, 

Solución:  La  ecuación  es:  anf2  -  («n  -  a2i)fxfy  -  anf2  =  8x2  -  8 y2  -  1 6xy  +  32x  +  2Ay  -  17  =  0. 


D  43-  Hallar  los  focos  y  las  directrices  de  la  cónica  7x2  +y2  +  8 xy  -  6x  -  2y  =  0. 

7  4  -3  u 

4  1  -1  v 

-3-1  0  w 

u  v  w  0 

-6wv  +  2uw  +  lOvw  =  0.  Haciendo  las  sustituciones:  u  =  1,  v  =  i,  w  = —z,  se  tiene  la  ecuación: 


Solución: 


La  ecuación  tangencial  de  la  cónica  es: 


=  u2  +  9v2  +  9w2  - 


9z2  -  (2  +  10z)z  -  8  -  6 i  =  0,  cuyas  raíces  son  zj  =  1  +  i,  z2  = 


_  -7+1 


Los  focos  son:  (1,1),  y)- 

Para  el  foco  (1,1),  la  directriz  es:  x/X|  +yfyi  +zfzi  =  16x  +  8y-8  =  0,  es  decir  2x+y-  1  =0.  Para  el 
foco  (7^-,  "9")’  directriz  es:  18x  +  9y  -  5  =  0. 

D  44-  Demostrar  que  en  ejes  rectangulares  las  cónicas  (ax  +  by)2  +  (a'x  +  b'y)2  -  c2  =  0  y 
( ax  +  a'y)2  +  (bx  +  b'y)2  -  c2  =0,  son  iguales. 

Solución:  Desarrollando  la  primera  ecuación,  se  tiene:  (a2  +  a'2)x2  +  (b2  +  b'2)y2  + 

+2{ab  +  a'b')xy  -  c2  =  0,  cuyos  invariantes  son:  1)  =  au  +  «22  =  a2  +  b2  +  a'2  +  b'2,  I2  =  H33  = 


a2  +  a'2  ab  +  a'b' 
ab  +  a'b'  b2  +  b'2 


a 2  +  a’2  ab  +  a'b'  0 
ab  +  a'b1  b2  +  b'2  0 


=  -c2(ab‘  -  a'b)2 


=  ( ab '  -  a'b)1 ,  /3  =  A  = 

I 

0  0  -c 

Desarrollada  la  segunda  ecuación,  se  tiene:  (a2  +  b2)x2  +  (a'2  +  b'2)y2  +  +2 (aa1  +  bb')xy  -  c2  =  0,  cuyos 

invariantes  son:  I\  =  a2  +  b2  +  a'2  +  b'2  =  7),  I'2  =  A'33  =  aa  bb  _  2  = 

aa'  +  bb'  a'2  +  b'2 

=  -c2(ab'  -  a'b)2  =  I3.  Por  tanto,  las  dos  cónicas,  al  tener 


I'3  =A'  = 


a2  +  b2  aa'  +  bb '  0 

aa'  +  bb'  a'2  +  b'2  0 

-c 

iguales  sus  invariantes,  son  iguales 


0  0  —2 
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D  45-  Hallar  la  ecuación  reducida  de  la  cónica  20x2  +  20 y2  +  58xy  -  3 1 4x  +  1 1 8y  -  2053  =  0. 


Solución: 


I\  =  a\\  +  a22  =  40,  I2  =  A33  =  -441,  I3  =  A  =-194481.  La  ecuación  en  S  es: 


S2  -  49S  -  441  =0,  siendo  sus  raíces  49  y  -9.  La  ecuación  pedida  es: 


r2  V 

Operando:  \ +  1=0. 


x" 


y 


-194481 


194481 


=  1. 


-441 

49 


-441 

-9 


9  49 

D  46-  Hallar  la  ecuación  reducida  de  la  cónica  16x2  +  9 y2  -  24 xy  -  38 px  -  34 py  +  l\p2  =  0. 

Solución:  Se  tienen  los  siguientes  valores:  I\  =  25, 12  =  0  (parábola),  I3  =  -15625 p2.  La  ecuación  es: 

n 

25y2  -  2 


15625 p2 


25 


x  =  25y2  -  50px  =  0.  Simplificando:  y2  =  2 px 


D  47-  Dada  la  cónica  (1  +  a4)(x2  +  y2)  +  2(a4  -  1  )xy  -  2a(5a4  +  l)x  -  2a(5a4  -  1  )y  +  25a6  -  a2  =  0,  y 
siendo  a  >  J-^,  hallar  el  valor  del  límite  del  área  común  de  la  cónica  y  el  primer  cuadrante,  cuando 


00. 


Solución: 


h  =  A33  =  4 a4  >  0,  luego  es  una  elipse.  Su  intersección  con  x  =  0,  viene  dada  por 


y  = 


í(5 a4  -  1 )  ±  aV^CMo4 

r 


-,  que  es  imaginaria  por  la  condición  de  a.  Por  el  mismo  motivo,  es 
imaginaria  la  intersección  con  y  =  0.  Como  la  elipse  no  corta  a  los  ejes  y  está  situada  en  el  primer 
cuadrante,  el  área  pedida  coincide  con  el  área  de  la  elipse,  es  decir:  S  =  Siendo  I3  =  A  =  8a6,  la 


superficie  es  S  = 


n8a6 
(4a4)  i 


n 


=  n,  que  al  ser  una  constante,  su  límite  es  ella  misma. 


D  48-  Dada  la  cónica  7x2  -  7y2  +  48xy  +  2(1  a  +  24b )x  -  2(1  b  -  24a )y  -  18a2  -  Ib2  +  48aó  =  0,  hallar  su 
ecuación  reducida  que  conste  solo  de  dos  términos. 

Solución:  Como  A 33  =  -625,  se  trata  de  una  hipérbola,  luego  la  ecuación  que  se  pide  es  la  referida  a  sus 


asíntotas,  que  es  2bi2xy  +  ¿33  =  0,  cuyos  invariantes  son:  l\  = 


-2b  12  eos  6' 


ti  = 


-b 


12 


~>ti  = 


-bhb 


12^33 


•  2 ni  5  ¿  •  2  ni  5  •  2ni 

sin  9  sin  9  sin  6 

En  la  ecuación  dada,  se  tiene:  7)  =  0, 12  =  -625, 13  =  25 3a2.  Igualando  los  invariantes  y  resolviendo  el 

sistema,  se  tiene:  costL  =  0,  sintf  =  1,  b\2  =  25,  b33  =  -25 a2.  La  ecuación  es:  50xy-25a2  =  0. 
n  2 

Simplificando:  xy  -  -y-  =  0 

D  49-  Dada  la  cónica  x  =  2t2  +  t  -  1,  y  =  t2  +  3t  +  l,  se  pide:  Io)  Ecuación  de  la  recta  que  une  los  puntos  t\  y 
t2.  2o)  Ecuación  de  la  tangente  en  el  punto  t.  3o)  Ecuación  de  la  polar  del  punto  de  coordenadas  (2,3). 
4o)  Coordenadas  del  vértice  y  ecuación  del  eje.  5o)  Coordenadas  del  foco  y  ecuación  de  la  directriz. 

Solución:  Io)  Sea  la  ecuación  de  la  recta:  x  +  my+p  =  0,  Sustituyendo  los  valores  de  x,y,  se  tiene: 

2t2  +  t  -  1  +  m(t2  +  3t  +  1 )  +p  =  0,  es  decir:  (2  +  m)t2  +  (1  +  3 m)t  -  \  +  m  +p  =  0. 


Luego:  t\ 


-(1  +  3  m)  -1  +  m  +  p 

1 2  —  — ^  ,  — ,  tit2  —  - 


P  = 


2  +  m 
St\t2  +  2{t\  +  t2 )  +  4 


.  De  donde  se  tiene  que:  m  = 


—[1  +  2(t\  +  t2)\ 


+  m  M  t\  + 12  +  3 

La  recta  que  une  los  puntos  t\  y  t2,  es:  (C  +t2  +  3)x-  [1  +  2{t\  +  t2) ]y  + 


ti  +  ti  +  3 

+5t\t2  +  3(t\  + 12)  +  4  =  0.  2o)  Haciendo  en  la  ecuación  anterior  t\  =  t2  =  t,  se  tiene  la  tangente  en  el 
punto  t :  (2t+  3)x -  {At  +  1  )y  +  5t2  +  6t  +  4  =  0.  3o)  Haciendo  que  la  tangente  pase  por  (2,3): 

2  +  m  _  1  +  3/7?  _  -1  +  m  +  p 


2{2t+  3)  -  3(4t  +  1)  +  5t2  +  6t  +  4  =  5t2  -  2t  +  7  =  0.  Se  tiene: 
m  =  -=y,  p  =  -j^-.  La  polar  es:  17x-9y  +  61  =  0.  4o)  t\  =  - 


-2 
2  •  1 


1  -3 


7 


17 


Luego  x  =  2*i-^--l=-l  ;y=i---| 


2{A\+B\) 


2(1  +  1)  2 


1  =  — i-  El  vértice  es  (  -1,  —r~ 


^-1,  Como  los  parámetros 


del  eje  son  2  y  1,  el  eje  es 


1 


y- 


es  decir:  2x-4y+  1  =0.  5o)  Siendo  el  foco  (a, (3),  las 


2  1 

tangentes  desde  él  son  las  rectas  isótropas.  Luego:  y-f}  =  l(x-a),  siendo:  A2  +  1  =0.  Luego: 
{t2  +  3t  +  1 )  -  (3  =  X(2t2  +  t  -  1  -  a),  (2A  -  l)t2  +  (A  -  3)t- A  -  aA  -  1 +/I  =  0.  Por  tener  una  raíz 
doble:  (A  -  3)2  =  4(2A  -  1)(-A  -  «A  -  1  +  ¡3).  Luego:  (9  +  8a)A2  -  (2  +  4a  +  8/3)A  +  5  +  4/3  =  0.  Por 
9  + 8a  _  -2 -4a -8 ¡3  _  5  +  4 ¡3 


tanto: 


1 


0 


-j— de  donde:  a  =  ¡3  =  0.  El  foco  es  ^-^-,0^. 


Como, 
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(2  +  m)t2  +  (1  +  3 m)t -  1  +  m  +p  =  O,  y  2t2  +  2t  +  1  =  0,  se  tiene:  —  + m  =  -  +  =  — ^  +  -P  ;  jg 

donde:  m  =  y,¿>  =  La  directriz  es:  4x  +  2y  +  7  =  0. 

D  50-  Hallar  la  ecuación  de  la  cónica  tangente  al  eje  OY  en  el  punto  (0,3),  que  pasa  por  el  punto  (1,6),  y  que 
tiene  por  asíntota  la  recta  y  =  x.  Hallar  sus  ejes. 

Solución:  Ecuación  general  de  la  cónica:  x(x -y)  +  A(x -y  +  3)2  =  0.  Satisfaciendo  las  coordenadas 
(1,6),  A  =  -|-.La  cónica  es:  9x2  +  5 y2  -  14 xy  +  30x  -  30y  +  45  =  0.  La  ecuación  de  las  pendientes  de  los 

-2  ±  J53 

ejes  es:  -lm2  +  (9  -  5)m  +  1  =  0,  luego:  m  =  - y - .  Las  derivadas  son:  fx  =  18x  -  14y  +  30, 

—2  +  /53 

fy  =  lOy-  14x-30.  Luego  los  ejes  son:  18x-  14y  +  30  4 - y- — (lOy-  14x-30)  =  0.  Operando: 

(49  ±  7753  )x  -  (39  ±  5  J3  )y  +  75  ±  15  V53  =  0. 

D  51-  Io)  Hallar  la  ecuación  general  de  las  cónicas  que  tienen  por  centro  un  punto  de  la  recta  x  -  2y  =  0,  y 
pasan  por  los  puntos  (0,0),  (2,0),  (0, 1).  2o)  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  contacto  de  las 
tangentes  a  dichas  cónicas,  paralelas  al  eje  OX. 

Solución:  Io)  La  ecuación  general  de  las  cónicas  circunscritas  al  triángulo  formado  por  los  dos  ejes 

coordenados  y  la  recta  x  +  2y  -  2  =  0,  es:  (x  +  2 y  -  2)x  +  A(x  +  2 y  -  2 )y  +  ¡vcy  =  0.  Siendo  su  centro  el 

punt0  (“■*)• es,as  coor“as  sa,lsfarán  a  las  s,ginen,es  e“s:/'  ^ + - 2  +  ^ + 

fy  =  2x  +  4Ay  +  Ax  -  2A  +  qx  =  0.  Luego:  A  =  2,  ¡i  =  - 8+-^-.  La  ecuación  en  función  de  a,  es: 

x2  +  4y2  +  ^-4  +  -¿y^xy-  2x  -  4y  =  0.  2o)  Cortando  por  y  =  b,  y  obligando  a  que  tenga  una  raíz  doble: 

x2  +  x^-46  +  -  -  2^  +  4ó2  -  4b  =  0,  x  =  26--^-  +  l±  J  (2b  -  +  1  ^  -  462  +  4  b  .  De  donde: 

(2 b  -  4"  +  0  ~  +  46  =  0,  x  =  2b  -  +  1,  a  =  x  +  2y  +  ¡  •  Operando:  x2  -  4y2  +  4y  =  0. 

D  52-  El  foco  F  de  una  cónica  es  (0,0),  y  la  directriz  x  +  a  =  0.  La  excentricidad  e  es  variable.  Por  el  foco  se 
traza  una  recta  cuyo  ángulo  V  con  la  directriz  es  tal  que  sin  V  =  e.  Se  pide  el  lugar  geométrico  del  punto  de 
intersección  de  la  recta  con  la  cónica. 


Solución: 


La  ecuación  de  la  cónica  es:  x 


2  +y2  =  <?2(x  +  a)2 .  La  recta  que  pasa  por  F,  es:  y  =  mx.  Se  tiene  que: 
72 

de  donde:  e  =  T  .  Sustituyendo  este  valor  en  la  ecuación  de  la 

V  x2  +  y1 


cónica,  se  tiene  el  lugar  pedido:  (y 2  -  ax){ 2x2  +y2  +  ax)  =  0,  compuesto  por  una  parábola  y  una  elipse, 


cuyo  dibujo  se  incluye  a  continuación,  para  a  =  1 . 


D  53-  Se  da  la  cónica  y\  =  ax 2  +  bx  +  c.  Io)  Determinar  a,b,c  para  que  pase  por  el  punto  (-1,-2),  y  que  el 
punto  sea  Artice  de  la  cónica.  2o)  Estudiar  las  variaciones  dej2  =  -x2  -  2x  +  3.  3o)  Para  qué 

valores  se  tiene  y  1  =  y2. 

Solución:  1  °)  a  =  b  =  1,  c  =  -2.  Luego,  yi  =  x2  +  x  -  2  =  (x  -  l)(x  +  2).  2o) y2  =  -(x  -  1  )(x  +  3).  Las 
variaciones  de  y2  son: 
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X 

-qo  <  x  <  -3 

-3 

-3  <  x  <  1 

1 

1  <  X  <  0O 

L2 

-oo  <  y2  <  0 

0 

>  0 

0 

0  >  y  2  >  -oo 

Su  máximo  es:  y2  =  4,  para  x  =  -1.  3o)  x 2 

-5  '  7 

x  =  ~j~,y  i  =yi  =  j. 


-x  -2  =  -x2  -  2x  +  3.  Luego,  para  x  =  1,  y¡  =  y2  =  0;  para 


D  54-  Sean  P  y  P'  las  proyecciones  ortogonales  de  un  punto  cualquiera  de  una  cónica  sobre  dos  rectas  r  y 
r'  de  su  plano.  Determinar  el  lugar  geométrico  del  punto  medio  de  PP  . 

Solución:  Sea  O  el  punto  de  intersección  de  las  dos  rectas  r  y  r',  y  sea  r  el  eje  OX.  La  ecuación  de  r'  es 

y  =  mx.  Desde  (x,,y,),  punto  genérico  de  la  cónica  dada,  se  trazan  las  perpendiculares  a  r  y  r',  que  son: 

-Ir  \  t  +-  .  ,  ,  r  f  x‘  +  my,  m(x¡  +  my¡)  ' 

x  =  x¡,  y-y¡  =  —jfl  (x  —  x  ¡ ) .  Los  respectivos  puntos  de  corte  son:  (x,,0),  ' 

Xi  +  my¡ 


1 


m 


Siendo  {a,  (i)  su  punto  medio,  se  tiene:  2a  =  x¡ 
2 (m2  +  2)P  -  2 ma 


1  +  m 

m{x¡  +  my¡)  2 (ma-fi) 

2 ¡3  =  - Luego  x, 


y¡  = 


m 


i  i  9  i  —  r  i  .  9  •  */v  i  777  ? 

1  +  m¿  1  +  m¿  rn 

Introduciendo  estos  valores  en  la  ecuación  de  la  cónica,  y  cambiando  (a,  ¡3)  por 


(x,y),  se  tiene  el  lugar  pedido.  Como  las  ecuaciones  que  ligan  (x,,y,)  con  (a,  (3)  son  lineales,  la  cónica  del 
lugar  geométrico  es  de  la  misma  naturaleza  que  la  cónica  dada. 


D  55-  La  recta  y  =  x  +  2  es  tangente  a  la  cónica  respecto  de  la  que  son  conjugados  armónicos  los  pares  de 
puntos  (1,0,0),  (1,2,0)  y  (1,1,0),  (5,1,0),  en  coordenadas  homogéneas.  Siendo  (1,1,1)  el  polo  de  la 
recta  que  los  contiene,  hallar  la  ecuación  de  la  cónica. 

Solución:  Sea  la  ecuación  genérica  homogeneizada  Ax2  +  By2  +  2Hxy  +  2Gxz  +  2Fyz  +  Cz2  =  0.  Sus 

derivadas  parciales  son:  fx  =  Ax  +  Hy  +  Gz,  fy  =  By  +  Hx  +  Fz,  fz  =  Gx  +  Fy  +  Cz.  Aplicando  la  ecuación 
x \fx2  +  y \fy2  +  z/z2  =  0  a  los  pares  de  puntos  conjugados,  se  tiene;  A  +  2H  =  0,  5A  +  6FI  +  B  =  0. 
Aplicándola  para  obtener  la  polar  de  (1, 1, 1),  se  tiene:  x(A  +  H+  G)  +y(H+  B  +  F)  +z(G  +  F  +  C)  =  0. 
Como  los  puntos  dados  están  en  la  polar,  se  tiene:  A  +  H+  G  =  0,  Fl  +  B  +  F  =  0,  -3 H+  G  =  0.  Resuelto 
el  sistema,  se  obtiene:  A  =  -2 H,  B  =  4 H,  G  =  H,  F  =  -5FÍ.  Luego  la  ecuación  de  la  cónica  es: 
x2  -  2 y2  -  xy  -  x  +  5y  +  C  =  0.  Para  que  sea  punto  doble  la  intersección  con  y  =  x  +  2,  se  tiene  C  =  -44- . 

La  ecuación  pedida  es:  x1 -2y2  -  xy  -  x  +  5y  -  -y-  =  0.  Se  trata  de  una  hipérbola  de  centro  (1,1)  y 
asíntotas  x-2y+l  =0,  x+y-2  =  0. 


D  56-  Hallar  la  ecuación  de  la  parábola  tangente  al  eje  OX  en  el  punto  (0, 0)  y  cuyo  eje  es  x  +  2y  -  2  =  0. 


Solución:  La  ecuación  de  las  parábolas  tangentes  a  OX  en  el  punto  de  corte  con  la  recta  x  +  2y  =  0, 
paralela  al  eje,  es:  (x  +  2 y)2  +  Ay  =  0.  Su  eje  es:  9x  +  1 8y  +  22  =  0,  de  donde  A  =  -9.  La  ecuación  pedida 
es:  x2  +  4y2  +  4xy  -  9y  =  0. 


D  57-  Hallar  la  ecuación  de  la  hipérbola  equilátera  definida  por  el  foco  (-1,2)  y  la  directriz  y  -  x  =  0. 

Solución:  Ecuación  focal:  (x  +  1  )2  +  (y  -  2)2  =  A(y  -x)2,  e2  =  2A  =  2,  A  =  1.  La  ecuación  pedida  es: 
2 xy  +  2x  -  4y  +  5  =  0. 


D  58-  Hallar  la  ecuación  general  y  la  reducida  de  la  cónica  engendrada  por  dos  haces  proyectivos  de  vértices 
(0,0)  y  (2,-3),  en  los  cuales  se  corresponden  los  siguientes  pares  de  rectas:  y-2x  =  0,  con 
y  -  3x  +  9  =  0;  y  =  0,  con  y  +  3  =  0;  x  =  0,  con  el  rayo  que  proyecta  el  punto  del  eje  negativo  YO 
situado  a  12  unidades  del  origen. 


Solución:  La  ecuación  del  tercer  rayo  del  segundo  haz,  es  2y  -  9x  +  24  =  0.  La  ecuación  de  un  cuarto 
rayo  del  haz  con  vértice  (0,0)  es  y  =  ax,  y  la  del  correspondiente  al  haz  de  vértice  (2,-3)  es 
y+  3  =b(x-  2).  Las  pendientes  de  los  rayos  de  cada  haz,  proporcionan  las  siguientes  cuaternas: 

2(y  +  3) 

(2,0, oo, a)  =  ^3,0, y, b^.  Desarrollándolas  se  tiene  que:  a  =  ^ 


9-2  b 


Luego,  y  = 


x  -  2 


2Q  +  3) 
x  -  2 

+  by 2  +  c  =  0, 

igualando  los  invariantes,  se  tiene  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones:  I\  =  2  =  a  +  b,  I2  =  —yr~  =  ob. 


4+yí— __  ps  decir:  2y2  -  Ixy  +  6x  +  24_y  =  0.  Siendo  la  ecuación  reducida:  ax 


9- 

2  _L_ 


9x  -  2 y 


h  =  -270  =  abe.  De  donde:  a  = 


2  +  753 


b  = 


2-753 


c  = 


1080 

49 


La  ecuación  reducida  es: 
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2  +  V53  2  ,  2  -  V53  2  1Q8Q  _  n 

2  2  +  49  ~  u 


D  59-  Determinar  la  ecuación  y  naturaleza  de  una  cónica  que  pasa  por  los  puntos  (1,2), 


ó  -11  -22  A 
V  13  ’  13  )' 


siendo  la  polar  de  (0,0)  la  recta  3x  -y  +  1 1  =  0,  y  siendo  el  punto  del  infinito  del  eje  OX,  conjugado  con 
el  punto  (3,0). 


Solución:  Ecuación  general  de  las  cónicas  en  las  que  la  polar  de  (0,0)  es  la  recta  3x-y  +  11  =  0: 
(y  -  ax){y  -  bx)  +  A(3x -y  +  1 1  )2  =  0.  Por  ser  conjugados  los  puntos  (1,0,0)  y  (3,0,1),  se  tiene 
^(3,0, 1)  =  6(ab  +  20A)  =  0.  Por  pasar  por  los  puntos:  (1,2)  y  ^yy,^y-^. 


se  tiene  que: 


a¿>  -  2a  -  26  +  144A  +  4  =  0.  Como  ab  =  - 20A,  a  +  b  =  62A  +  2,  sustituyendo  estos  valores  en  la 
ecuación  de  la  cónica,  se  tiene:  1  lAx2  +  (68A  +  2)xy- (A  +  l)y2  -  66Ax  +  22Ay  -  121A  =  0.  Como 


^4 33  = -(1 167A2  +  79A  +  1),  se  tiene  que  para  A> 


hipérbola;  para 


-79  -  11/13 


-79  +  Wjñ 
2334 


y  A  < 


-79  -  1 1  yi3 
2334 


la  cónica  es 


cónica  es  parábola. 


2334 


<  A  < 


-79+  11/TT  ...  ,  -79  ±  11/13  . 

-,  la  comea  es  elipse;  y  para  A  =  - - ,  la 


2334 


2334 


D  60-  Determinar  el  lugar  geométrico  engendrado  por  la  intersección  de  dos  haces  proyectivos  cuyos  vértices 
son  (1,0)  y  (0,0),  y  de  los  que  tres  rayos  de  cada  haz  proyectan  los  puntos  (1,1),  (2, 1),  (2,-2). 

Solución:  Las  cuaternas  referentes  a  las  pendientes  de  los  rayos,  son:  (oo,  1,-2, a)  =  ^l,y,-l ,b^, 

siendo  a  y  ó  las  pendientes  correspondientes  a  un  cuarto  rayo  de  cada  haz,  cuyas  ecuaciones  respectivas 
son:  y  =  a{x  -  1),  y  =  bx.  De  donde:  a  =  y— p  ó  =  y-  Operando,  se  tiene  la  ecuación  de  la  hipérbola: 
x2  -  2 xy  -y2  -  x  +  3y  =  0. 


D  61-  Determinar  la  ecuación  y  naturaleza  de  una  cónica  definida  por  dos  haces  proyectivos  de  vértices 
0(0,0)  y  0'(4,3).  A  los  rayos  OX,  OY  y  OO'  del  primer  haz,  les  corresponde  en  el  segundo  los  rayos 

_ 'J 

cuyas  pendientes  son  3,  0  y  -y-. 

Solución:  Se  tienen  las  siguientes  cuaternas:  (o,co,  =  ^3,0,  -y-,ó^,  siendo  a  =  b  =  y — y. 

Operando,  se  obtiene  la  ecuación:  3x2  -  xy  +  Ay1  -  9x  -  12y  =  0  (elipse). 


D  62-  Determinar  la  ecuación  y  naturaleza  de  la  cónica  que  pasa  por  el  punto  (1,-1)  y  es  tangente  a  los  ejes 
en  los  puntos  (2, 0)  y  (0, 3 ). 

Solución:  Por  ser  tangente  a  los  ejes  en  los  puntos  dados:  xy  +  A(3x  +  2 y  -  6)2  =  0.  Obligando  a  que 
pase  por  (1,-1),  A  =  yy,  quedando  la  ecuación:  9x2  +  37xy  +  4y2  -  36x  -  2Ay  +  36  =  0  (hipérbola). 


D  63-  Determinar  la  ecuación  y  naturaleza  de  la  cónica  definida  por  dos  haces  proyectivos  de  vértices  (0, 3)  y 

(2,0).  A  las  pendientes:  oo,  y2-,  -4,  de  rayos  del  primer  haz,  les  corresponden  en  el  segundo  las 

-3  2 

pendientes:  y2-,  0,  1. 


Solución:  Se  tienen  las  cuaternas:  ^oo,  -y-,  -4,  =  ^-y-,  0,  1,  b siendo  a  =  b 

Operando,  se  obtiene  la  ecuación:  9x2  +  37xy  +  4y2  -  36x  -  24 y  +  36  =  0  (hipérbola). 


y 

x-  2  ' 


D  64-  Determinar  la  ecuación  y  naturaleza  de  una  cónica  de  la  que  se  sabe  que  el  origen  de  coordenadas  es 
conjugado  con  el  punto  del  infinito  del  eje  OX,  que  el  polo  de  la  recta  y  +  x  =  0  es  el  punto  (-2,0),  y  que 
pasa  por  los  puntos  (2,2)  y  (0,4). 

Solución:  Ecuación  de  las  cónicas  en  las  que  la  polar  de  (-2,0)  es  x  +  y  =  0,  y  los  puntos  (0,0, 1)  y 
(1,0,0)  son  conjugados:  y[ay-b(x  +  2)]  +  A(x+y)2  =  0-  Obligando  a  que  pase  por  los  puntos  (2,2)  y 
(0,4),  se  tiene:  a-2ó  +  4A  =  0,  2a-ó  +  2A  =  0,  de  donde  a  =  0,  b  =  2A.  Operando,  se  tiene  la 
ecuación:  x2  +  y2  -  Ay  =  0  (circunferencia). 


D  65-  Hallar  la  ecuación  y  naturaleza  de  la  cónica  engendrada  por  dos  haces  proyectivos  de  rayos  paralelos, 
respectivamente,  a  las  rectas  x  +  2y-l  =  0y2x-y+l  =0,  siendo  los  homólogos  de  estos  dos  rayos,  la 
recta  del  infinito.  La  cónica  pasa  por  el  origen  de  coordenadas. 

Solución:  Ecuación  general:  (x  +  2y-  1)(2 x-y+  1)  =  A.  Por  pasar  por  (0,0),  A  =  -1.  La  ecuación  es: 


51 


2x2  -  2 y2  +  3 xy  -  x  +  2>y  =  O  (hipérbola). 

D  66-  Hallar  la  ecuación  y  naturaleza  de  la  cónica  que  pasa  por  los  puntos  del  infinito  de  las  bisectrices  de  los 
ejes  coordenados,  que  corta  al  eje  OY  en  dos  puntos  de  ordenadas  3  y  -1,  y  que  corta  al  eje  OX  en  el 
punto  de  abscisa  -2. 

Solución:  Partiendo  de  la  ecuación  general  homogeneizada:  Ax2  +  By 2  +  Cxy  +  Dxz  +  Eyz  +  Fz2  =  0,  se 
tiene:  C  =  0,  A  =  -B,  E  =  2 A,  D  =  F  =  3 A.  Por  tanto  la  ecuación  es:  2x2  -  2 y2  +  Ix  +  4y  +  6  =  0 
(hipérbola). 

D  67-  Hallar  la  ecuación  de  la  parábola  que  pasa  por  los  puntos  (0,1)  y  (3,0)  y  es  tangente  a  los  ejes 
coordenados. 

Solución:  Ecuación  general:  xy  +  2(x  +  3y  -  3)2  =  0.  Como  A33  =  92 2  -  ^32  +  y  )  =  0,  2  =  -=i- .  La 
ecuación  es:  x2  -  6xy  +  9y2  -  6x  -  18y  +  9  =  0. 

D  68-  Hallar  la  ecuación  de  la  hipérbola  tangente  al  eje  OX  en  el  punto  de  coordenadas  homogéneas  (2,0, 1 ), 
tangente  al  eje  OY  en  el  punto  (0, 1, 1 ),  y  que  pasa  por  (1,1,0).  Hallar  la  ecuación  de  la  parábola  tangente 
a  la  hipérbola  anterior  en  los  mismos  puntos  de  los  ejes  OX  y  OY. 

Solución:  Ecuación  general  de  la  cónica:  xy  +  2^y+y-l^  =0.  Por  pasar  por  (1,1,0),  2  =  La 
ecuación  de  la  hipérbola  es:  x2  -  5 xy  +  4 y2  -  4x  -  8y  +  4  =  0.  Haciendo  en  la  ecuación  general  anterior, 
que  A  33  =  0,  se  tiene  2  =  siendo  la  ecuación  de  la  parábola:  x2  -  4 xy  +  Ay2  -  4x  -  8y  +  4  =  0. 

D  69-  Hallar  la  ecuación  de  la  hipérbola  que  pasa  por  el  punto  (0,0),  y  tiene  por  asíntotas  las  rectas 
x  +  y+l  =  0,  2x  -  y  +  2  =  0. 

Solución:  Ecuación  general:  (x  +y  +  z)(2x -y  +  2z)  +  2z2  =  0.  Por  pasar  por  (0,0),  2  = -2.  La 

ecuación  es:  2x2  +  xy  -  y 2  +  4x  +  y  =  0. 

D  70-  En  el  plano  de  un  triángulo  ABC  se  tiene  un  punto  fijo  P  y  otro  variable  M.  Las  paralelas  trazadas  por 
M  a  AP,  BP,  CP,  encuentran  a  los  lados  BC,  CA,  AB,  en  los  puntos  A\,BUC\.  Demostrar  que  dada  el  área 
del  triángulo  A  \B  i  C\ ,  el  lugar  geométrico  de  M  es  una  cónica. 

Solución:  Sean  P{m,n),  2,p),  A(0,c),  B(b, 0),  C(a, 0),  BC  =  y  =  0,  C4  =  -4- +  ¿-  =  1, 

AB  =  y+c-  =  1,  PA  =  y  =  —  ~  c  x  +  c,  PB  =  y  =  PC  =  y  =  /”^C_  ^  .  La  paralela  por  M  a 

PA,  es:  y  -  p  =  n  ~  c  (x  -  2),  siendo  su  intersección  con  BC:  A  i  ^2  -  ^ c  )  ■  La  ecuación  de  la  paralela 

por  M  a  PB,  es:  y-u=  — ^-¡-(x-2),  siendo  las  coordenadas  de  su  intersección  con  CA: 

m-b 

_  f.  (m  -  b)(ac  -  au.  -  ex)  emíu-  2)  -  acu  +  nbc\  ...  .  ,  ,  ,  „ 

BA  2-1 - — - , - — - - — — -  .  Análogamente  para  las  coordenadas  de  C\. 

V  c(m-a)  +  nb  J 

A  \X  A\y  1 

Como  el  área  del  triángulo  A\B\C\  está  dada,  el  determinante  B\x  B\y  1  es  constante.  Como  las 

Clx  CXy  1 

coordenadas  de  Ax,BuCx  son  funciones  lineales  de  2 ,¡i,  dicho  determinante  es  una  función  de  segundo 
grado  en  A,/u.  Luego  el  lugar  geométrico  de  2, /i)  es  una  cónica. 


D  71-  Si  por  un  punto  P  de  una  cónica  se  trazan  pares  de  secantes  igualmente  inclinadas  respecto  a  una  recta 
r  dada,  demostrar  que  las  rectas  que  unen  los  segundos  puntos  de  intersección,  Q  y  R,  de  dichas  secantes 
con  la  cónica,  concurren  en  un  punto. 


Solución:  Se  toma  como  origen  de  coordenadas  el  punto  P,  y  como  eje  OX  la  paralela  por  P  a  la  recta 
dada  r.  La  ecuación  general  de  una  cónica  que  pasa  por  el  origen  es  x2  +Ay2  +  Bxy  +  Cx  +  Dy  =  0.  Las 
ecuaciones  de  las  rectas  PQ  y  PR  son:  y  =  ±mx,  cuyos  segundos  puntos  de  intersección  con  la  cónica, 


-C  -  Dm 
+  Am  +  Bm2 


m(—C  -  Dm) 
1  +  Am  +  Bm2 


Ordenando  la  ecuación 


son:  QÍ  -C-On  M-C-On)  \  Rí  -C ±Dm  -m(-C  +  O»0\  0rdenando  ,a  ecuación 

de  la  recta  QR,  según  las  potencias  de  m,  se  obtiene:  aq>m 4  +  b<pm 3  +  ( c<p  +  dy/)m2  +  ey/m  +fy/  =  0,  en  la 
que  (p  y  y/  son  funciones  lineales  de  x,  y,  siendo  constantes  a,  b,  c,  d,  e,  f  Por  tanto,  al  anular  los 
coeficientes  de  los  cinco  monomios  de  la  ecuación,  resulta  un  sistema  de  dos  ecuaciones  lineales  con  dos 
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incógnitas,  x,  y,  cuya  solución  corresponde  a  las  coordenadas  (independientes  de  m)  del  punto  de 
concurrencia  de  las  secantes  QR. 

Nota:  Los  pares  de  rayos  PQ  y  PR  forman  una  involución,  por  lo  que  la  secante  QR  pasa  por  el  punto  de 
Frégier  de  dicha  involución. 


D  72-  Hallar  el  lugar  de  los  focos  de  las  cónicas  tangentes  en  un  punto  dado  a  una  recta  dada,  teniendo  una 
extremidad  del  eje  focal  en  un  punto  dado. 

Solución:  Tomando  como  origen  de  coordenadas  la  extremidad  del  eje  focal,  como  eje  OX  una 

perpendicular  a  la  recta  dada,  como  eje  OY  una  paralela  a  dicha  recta,  y  siendo  A(a,b )  el  punto  de 
tangencia  dado,  se  tiene:  tangente  en  A:  x-a  =  0;  tangente  en  O:  y-mx  =  0;  OA  =  ay-bx  =  0.  La 
ecuación  de  la  cónica  es:  (y  -  mx)(x  -  a)  +  X(ay  -  bx )2  =  (Xb2  -  m)x2  +  Xa2y2  +  (1  -  2 abX)xy  + 
+amx-ay  =  0.  Siendo  (a,P)  foco  de  la  cónica,  siendo  las  rectas  isótropas  tangentes  a  la  cónica,  y 
teniendo  en  cuenta  que  m  =  ya  que  la  perpendicular  a  y  =  mx  trazada  por  O,  es  eje  de  la  cónica  y 

por  tanto  pasa  por  los  focos,  se  obtiene  el  lugar  de  los  focos,  cuya  ecuación,  sustituyendo  a,  P  por  x,y,  es: 
2 ax2y  +  bxy2  +  ay 3  -  2 ay(ax  +  by )  -  a2(bx  -  ay)  =  0.  El  dibujo  se  refiere  al  lugar  geométrico  para  el  caso 
de  a  =  b  =  1 . 


D  73-  Se  dan  dos  ejes  rectangulares  y  un  círculo  tangente  a  OX  en  O,  y  que  corta  a  OY  en  A.  Hallar  la 
ecuación  general  de  las  cónicas  osculatrices  al  círculo  en  O,  y  que  pasan  porH.  Se  puede  trazar  al  círculo 
y  a  una  de  estas  cónicas,  una  tangente  común  distinta  de  OX.  Hallar  el  lugar  geométrico  del  punto  de 
encuentro  de  dicha  tangente  con  la  cónica. 

Solución:  El  centro  del  círculo  es  (0,a)  y  el  punto  A (0,2a),  siendo  la  ecuación  del  círculo 

x2+y2-2ay  =  0.  La  ecuación  de  las  cónicas  osculatrices  al  círculo  en  O,  y  que  pasan  por  A,  es: 
x2  +  y2  -  2 ay  +  XTQ  =  0,  siendo  T  la  tangente  común  en  O  (y  =  0),  y  Q  la  recta  AO  =  x  =  0.  Por  tanto  la 
ecuación  de  la  cónica  es:  x2  +y 2  +  2Xxy-2ay  =  0.  La  ecuación  de  la  tangente  a  la  cónica  en  el  punto 
(a, ¡3)  es  x(a  +  Xp) +y(Xa  +  p  -  a)  -  ap  =  0.  Obligando  a  que  sea  tangente  al  círculo,  se  tiene: 
(a  +  XP)2  +  P(Xa  +  P  -  a)  -  P2  =0.  Operando:  X2p2  +  2XaP  =  pX(Xp  +  2a)  =  0,  de  donde  X  = 

El  lugar  pedido  es:  3a2  -  p2  +  2 aP  =  0,  es  decir:  3x2  -y2  +  2 ay  =  0  (hipérbola).  El  dibujo  se  refiere  al 
lugar  geométrico  para  el  caso  de  a  =  1 . 


D  74-  Se  da  una  curva  C  que  es  envolvente  de  las  rectas  r  =  ux  +  vy  +  w  =  0,  verificándose 
11  ^  =  v  ,  =  ™  .  Se  trazan  a  la  curva  C,  seis  tangentes  a  las  que  corresponden  los  valores 

Y  t  ZKt 

ti,...,  t6.  Io)  Hallar  la  relación  entre  estos  seis  valores  para  que  se  pueda  inscribir  una  cónica  en  el  exágono 
formado  por  las  seis  tangentes.  2o)  Hallar  la  ecuación  general  de  las  cónicas  que  tienen  con  la  curva  C  tres 
contactos  de  primer  orden  (tres  puntos  de  tangencia). 

Solución:  Io)  Sea  la  cónica  de  ecuación  tangencial:  Au2  +  2Buv  +  Cv2  +  2Duw  +  2Evw  +  Fw2  =  0. 

Obligando  a  que  r  sea  tangente,  ha  de  verificarse  que:  A(\+t2)2  +  2Bt(\  +  t2)2  +  Ct2(\+t2)2- 
-4DRt(\  +  t2)  -  4ERt2(\  + 12)  +  4FR2t2  =  0.  Ordenando  esta  ecuación  en  potencias  de  t,  se  tiene: 
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Q6  +  2 Bt5  +  t\A  +  2C-AER)  +  t3(AB  -  ADR)  +  t2(2A  +  C-AER  +  AFR 2)  +  t{2B  -  ADR)  +  A  =  0. 
Siendo:  Si,  S 3,  S 5,  las  sumas  de  los  productos  monarios,  ternarios  y  quinarios  de  las  raíces,  se  tiene  que: 

S\  -  S3  +  S5  =  ~ ~  =  ^ue§°  relación  pedida  es:  Si  -  S3  +  S¡  =  0. 


2o)  Para  que  la  cónica  tenga  tres  contactos  de  primer  orden,  la  ecuación  en  t  ha  de  ser  el  cuadrado  de  un 
polinomio  de  tercer  grado:  t3  -  at2  +  ft  -  y .  Luego:  Si  =  2a,  S 3  =  2y  +  2a/3,  S 5  =  2py.  Por  tanto: 
Si  -  S3  +  S¡  =  (a  -  y)(  1  -  p)  =  0.  Identificando  las  ecuaciones: 

Q6  +  2 Bt5  +  t\A  +  2C-AER)  +  t3(AB  -  ADR)  +  t2(2A  +  C-AER  +  AFR2)  +  t(2B  -  ADR)  +  A  =  0, 
t6  -  2 at5  +  (a2  +  2 (3)t4  -  2(y  +  a¡5)t3  +  (j32  +  2 ay)t2  -  2¡3yt  +  y2  =  0  (con  [3  =  1), 


se  tiene  la  ecuación  pedida:  y2u2  -  2 auv  +  v2  + 


y  -  a 

—rT 


uw  - 


y2  -  a2 
2  R 


vw  - 


(r~  aY 

AR2 


w~  =  0. 


D  75-  Se  consideran  las  cónicas  tangentes  a  los  ejes  OX  y  OY  en  los  puntos  Ay  B,  equidistantes  a  de  O.  Se 
pide:  Io)  Ecuación  general  de  las  cónicas.  2o)  Lugar  geométrico  de  los  vértices.  3o)  Lugar  geométrico  de 
los  focos. 

Solución:  Io)  A(a,  0),  B(0,a).  La  ecuación  general  es:  xy  +  A(x  +  y  -  a)2  =  0.  2o)  El  conjunto  de  los 

vértices  viene  dado  por:  auf2  -  («n  -  a  22  )fxfy  -  anf2  =  0.  Como  «u  =  a  22  =  Kfx  =  y  +  2  A(x  +y  -  a), 
fy  =  x  +  2A(x  +y  -  a),  el  lugar  de  los  vértices  es  el  conjunto  de  la  recta:  x-y  =  0,  y  de  la  cónica: 
(jc -y)2  -  a{x  +y)  =  0.  3o)  La  ecuación  es:  f2  -f2  -  A{an  -  a 22 )f{x,y)  =  0.  Luego  el  lugar  viene  dado 
por  el  conjunto  de  las  ecuaciones:  x-y  =  0,  x2  +y2  -  a(x  +  y)  =  0. 


D  76-  Se  dan  dos  rectas  paralelas  a  los  ejes  coordenados.  Hallar  la  ecuación  general  de  las  cónicas  con  centro 
el  origen,  para  las  que  dichas  rectas  son  normales. 

Solución:  Las  rectas:  x  =  a,  y  =  b,  son  las  normales  a  las  cónicas  en  los  respectivos  puntos  (a,n),  (A,  ó). 
Las  rectas:  y  =  ¿u,  x  =  A,  son  las  tangentes  a  las  cónicas  en  dichos  puntos.  La  ecuación  del  haz  de  cónicas 
tangentes  a  estas  dos  rectas  en  dichos  puntos,  es: 

J[x,y,6)  =  (x  -  A)(y-  ¡u)  +  +6\x(b  -  ¡u)  +y(a  -  A)  +  (A¿u  -  ab)]2  =  0. 

Derivando  esta  ecuación  e  igualendo  a  cero,  se  tiene: 

fx  =  y  -  ¡u  +  26[x(b  -  fj)  +y(a  -  A)  +  (A¿u  -  ab)](b  -  ¡u)  =  0, 

fy  =  x  -  A  +  20\x{b  -  n)  +y(a  -  A)  +  (A¿u  -  ab)](a  -  A)  =  0. 

Como  el  centro  es  (0,0),  se  tiene:  -/i  +  29(X/j.  -  ab)(b  -  n)  =  0,  -A  +  26>(A¿t  -  ab)(a  -  A)  =  0.  Luego, 

26(Xu-ab)  =  -r-^- —  =  — es  decir:  u  =  9  =  - - r-.  Introduciendo  estos 

°  2(a  -  A)  (-§-A2  -  ab^ 

valores  en  la  ecuación  del  haz,  se  tiene  la  ecuación  pedida:  A b2x2  +  A a2y2  -  2 a2bxy  -  Aó2(A2  -  a2)  =  0. 


2  y2  2  y2 

D  77-  Hallar  la  polar  recíproca  de  la  elipse  ^-5-  +  =  1,  respecto  a  la  hipérbola  -  f-x-  -1=0. 

a1  b¿  a1  b~ 

Solución:  Ecuación  paramétrica  de  la  elipse:  x  =  asin0,  y  =  ócos0.  En  la  hipérbola,  cuya  ecuación 

2  -17  2  r*  _ 2v 

homogeneizada  es:  (p(x,y,z)  =  AC-  -  -z2  =  0,  se  tiene:  q>'x  =  (p'v  =  (P-  =  -2z.  La  polar  de 

a  b  _  a  b 

un  punto  de  la  elipse  respecto  a  la  hipérbola,  es:  -  5 ' 11  ^  - 1  =  0.  Su  derivada  respecto  a  9,  es: 


xcos 9  ,  jsin0 


=  0.  Eliminando  9  entre  estas  dos  ecuaciones,  para  hallar  la  envolvente,  se  tiene: 

y2 


y  =  -ó  cosé?,  x  =  a  sin  6?.  Luego  la  ecuación  pedida  es:  +  2—  =  1  (la  misma  elipse  del  enunciado). 

a~  b¿ 


D  78-  Se  consideran  las  cónicas  tangentes  a  los  ejes  coordenados  en  los  puntos  A(a, 0),  B(0,b).  Hallar:  Io)  La 
ecuación  general  de  las  cónicas.  2o)  El  lugar  geométrico  de  sus  vértices.  3o)  El  lugar  geométrico  de  sus 
focos. 

Solución:  Io)  La  ecuación  general  de  las  cónicas  es:  <p(x,y,  A)  =  xy  +  A(x  +y  -  a)2  =  0.  2o)  Las 

derivadas  primeras  de  cp  son:  q>'x  =y  +  2X{x  +y-a)  =  0,  <p'v  =  x  +  2A(x  +y  -  a)  =  0.  Las  coordenadas 

del  centro  de  la  cónica,  son:  (  \  “+\x  ’  E+AA  )’  ecuac3°n  cuYas  raíces  son  las  pendientes  de  los  ejes, 
es:  +A Jm2  -  +  2^  =0,  luego  m  =  ±1.  El  lugar  geométrico  de  los  vértices  viene  dado  por  la 

intersección  de  cp  con  las  rectas:  y  -  ~  ~  \  “+\x  )•  ^a  ecuación  de  este  lugar  es: 

(y  -x)[(x  -y)2  -  a{x  +y)  ]  =0,  que  está  formada  por  la  primera  bisectriz  y  por  una  parábola.  3o)  Para 
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hallar  los  focos,  se  tiene  el  sistema:  cp'2  -  (p12  -  4 (an  ~  a 22)9  =  0,  (p'x(p'y  -  4aí2(p  =  0.  Es  decir: 

[y  +  2A(x  +  y  -  a)]2  -  [x  +  2X(x  +y  -  a)]2  =  0, 

[y  +  2A(x  +  y-  a)][x  +  2A(x  +  y  -  a)]  -  4(1  +  2X)  [xy  +  X(x  +  y  —  a)2  ]  =  0. 

Eliminando  X  entre  estas  dos  ecuaciones,  se  tiene  el  lugar  pedido:  (x  -y)(x2  +  y2  -  ax  -  ay)  =  0,  que  está 
formado  por  la  primera  bisectriz  y  una  circunferencia. 

D  79-  Se  consideran  las  cónicas  tangentes  al  eje  OX  en  el  origen,  y  cuya  directriz  es  la  recta  x+y  -  a  =  0. 
Io)  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  focos  correspondientes  a  esta  directriz.  2o)  Estudiar  la  naturaleza  de 
las  cónicas  al  moverse  este  foco  sobre  su  lugar. 

Solución: 


Io)  Siendo  {a, ¡i)  el  foco,  la  ecuación  focal  de  las  cónicas  es:  (x  -  a)~  +  (y  -  P)  =  e(x  +y  -  a)' 

a2  +  P2 


Particularizando  para  el  punto  (0,0),  se  tiene:  e  = 
a2  +  P2 


-,  por  lo  que  la  ecuación  de  las  cónicas  es: 


(x-a)  +  (y- PY  = 


o* 


(x  +  y- a)  .  Obligando  a  que  el  eje  y  =  0  sea  tangente,  se  obtiene: 


a2  +  p- -  aa  =  0.  Cambiando  ( a,P )  por  (x,y),  se  tiene  la  ecuación  pedida:  x"-+y2-ax  =  0,  que 
corresponde  al  círculo  OABC  de  la  figura,  siendo  0(0,0),  B(a, 0),  c(ky2’~2~')'  2°) 


ecuación  de  las  cónicas  se  tiene  que:  H33  =  1  - 


2(cr  +  P~) 


a 


Si  a2  +  P2  -  Pr-  =  0,  la  cónica  es  una 


parábola,  lo  que  corresponde  a  los  puntos  A  y  C  de  la  figura.  Si  a2  +  P2  -  pr-  >  0,  es  hipérbola,  lo  que 

2 

corresponde  al  arco  ABC  de  la  figura.  Si  a2  +  p2  -  P^-  <  0,  es  elipse,  lo  que  corresponde  al  arco  AOC  de 
la  figura. 


D  80-  Se  da  una  parábola,  un  punto  A  sobre  su  eje,  y  una  recta  AD.  Se  consideran  las  cónicas  bitangentes  a  la 
parábola  según  AD.  Io)  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  dichas  cónicas,  distinguiendo  los 
puntos  del  lugar  que  son  centros  de  elipses,  de  los  que  lo  son  de  hipérbolas.  Hallar  el  centro  de  la 
hipérbola  equilátera.  2o)  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  las  hipérbolas  equiláteras,  al  girar  AD 
en  torno  a  A.  3o)  Se  trazan  por  O  paralelas  a  las  asíntotas  de  cada  hipérbola  equilátera,  que  cortan  a  la 
hipérbola  en  My  N.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  encuentro  de  MN  con  AD. 


Solución:  Sea  la  ecuación  de  la  recta  AD:  y-m(x-a)  =  0,  y  sea  la  ecuación  de  la  parábola: 

y2  -  2 px  =  0.  La  ecuación  general  de  las  cónicas  bitangentes  a  la  parábola  según  la  recta  AD,  es: 

y2  -  2px  +  X(y  -  mx  +  am)2  =  0.  Io)  De  esta  ecuación  se  obtienen  las  siguientes  derivadas: 

fx  =  —2 p  -  2 X(y  -  mx  +  am)m  =  0,fy  =  2y  +  2 X(y  -  mx  +  am)  =  0.  De  donde  y  =  es  el  lugar  de  los 

centros.  Introduciendo  en  la  ecuación  general  el  valor  X  =  — 3- — — — - ,  obtenido  d efx  =  0,  se  tiene: 

m  (x o  -  a)  -p 


A  33  =  m2X  = 


m~p 


Luego  para  x0  >  +  a,  es  una  elipse, 


y  para  x0  < 

m 


m  (xo  -  a)  - p  m 

hipérbola.  En  la  hipérbola  equilátera,  se  tiene  que:  au  +  «22  =  Xm2  +  X  +  1  =  0 

Introduciendo  este  valor  en  fx  =  0,  y  teniendo  en  cuenta  que  y  =  — 


a,  es  una 


X  = 


-1 


m 


m2  +  1 

se  tiene  para  el  centro  de  la 
hipérbola  equilátera  que  x  =  a-p,  luego  el  centro  es:  (a-p,j^\  2o)  Es  la  recta:  x  =  a-p.  3o)  El 
conjunto  de  las  paralelas  por  O  a  las  asíntotas  es:  m2y2  +  2 mxy  -  m2x2  =  0.  Si  esta  ecuación  se  resta  de  la 


de  la  hipérbola  equilátera,  que  es:  (y2  -  2px){\  -  m~)  -  (y-  mx  +  am)  =  0,  se  tiene: 
(2p  +  2pm2  -  2am2)x  +  2amy  +  +a2m 2  =  0,  que  es  una  recta,  y  por  ser  combinación  lineal  de  las 
ecuaciones  del  conjunto  de  las  asíntotas  y  de  la  hipérbola  equilátera,  pasa  por  su  intersección,  por  lo  que 
es  la  ecuación  de  la  recta  MN.  Sustituyendo  m  =  x  1)  ,  se  tiene  el  lugar  geométrico  pedido: 

2px(x  -a)2 


y 


2  _ 


a  2  -  2 px 


- .  El  dibujo  se  refiere  a  este  lugar  en  el  caso  dcp  =  a  =  1 . 
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D  81-  Hallar  las  ecuaciones  de  las  siguientes  polares  recíprocas:  Io)  De  la  hipérbola  xy  =  1,  respecto  al 
círculo  x2  +  y2  -  1  =0.  2o)  De  la  parábola  y2  -  2x  =  0,  respecto  a  la  parábola  x2  -2 y  =  0.  3o)  De  la 
espiral  logarítmica  p  =  ee,  respecto  a  la  hipérbola  equilátera  de  centro  el  origen  y  tangente  a  la  espiral  en 
el  punto  (1,0). 

Solución:  Io)  La  tangente  en  el  punto  (a, ¡3)  de  la  hipérbola,  es:/lx  +  ay  -  2  =  0.  El  polo  (A,  p)  de  esta 

92  2/i  _o 

tangente  respecto  a  la  circunferencia,  verifica  la  ecuación:  Luego,  a  =  2p,  =  2A. 

Por  tanto,  42p  =  1.  La  ecuación  pedida  es:  4 xy  -  1=0.  2o)  La  tangente  en  el  punto  {a,  ¡3)  de  la  parábola, 
es:  x-  ¡3y+  a  =  0.  El  polo  {l,p)  de  esta  tangente  respecto  a  la  segunda  parábola,  verifica  la  ecuación: 

^  ^  =  ^9J±.  Luego  se  tiene  que:  a  =  ¡3  =  \.  Por  tanto,  YL.  +  2¿L  =  0.  La  ecuación 

1  —p  u  A  A  A¿  A 

pedida  es:  2 xy+  1  =  0.  3o)  Las  ecuaciones  paramétricas  de  la  espiral,  son:  x  =  edcos&,  y  =  eesin0.  La 

ecuación  general  de  las  hipérbolas  equiláteras  de  centro  el  origen,  es:  x2  +2 axy-y2  +  6  =  0.  Por  pasar 

por  (l,0),6  =  -l.La  tangente  a  la  espiral  en  (1,0),  es:  y  =  x  -  1.  Para  que  sea  tangente  a  la  hipérbola,  la 

ecuación  x2  +  2ox(x  -  1 )  -  (x  -  1  )2  -  1  =  0  ha  de  tener  una  raíz  doble,  por  lo  que  a  =  -1 .  La  ecuación  de 

la  hipérbola  es,  por  tanto:  x2  -2 xy-y2  -  1  =  0.  La  tangente  en  el  punto  (eecos0,eesin0)  de  la  espiral, 

es:  (eos#  +  sin#)x  +  (sin#  -  cos#)y  -  ed  =  0.  El  polo  (2,p)  de  esta  tangente  respecto  a  la  hipérbola, 

verifica  las  ecuaciones:  — ^4 — tt  =  ■  44 — =  -Ar-  Resolviendo  este  sistema,  se  obtienen  los 

eos#  +  sin#  sin# -eos#  - e° 

siguientes  valores:  A  =  e^cos#,  p  =  -e~esm0.  Haciendo  #  =  -co,  se  tiene:  A  =  e®  costo,  p  =  e®sinco. 
Estas  ecuaciones  paramétricas  corresponden  a  la  espiral  dada:  p  =  e®. 


D  82-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  los  triángulos  equiláteros  inscritos  en  una  elipse. 


Solución: 


Sea  la  elipse  =  1-  Los  vértices  del  triángulo  son  (xi,yp,  (x2,y2),  (x3,j3),  y  su 


xp_  ,  J_ 
a2  b2 

centro  de  gravedad  (a,  (3).  La  circunferencia  circunscrita  al  triángulo,  es:  x2 +y2 -2ax-2f3y  +  y  =  0. 
Eliminando  x  entre  estas  dos  ecuaciones,  se  obtiene  la  ecuación  cuyas  raíces  son  las  ordenadas  de  los 

4b2!3{b2-a2)  ^ 


■  ■  ,  ..  -  i-  ■  {b2  -  a2Y  , 

cuatro  puntos  de  intersección  de  elipse  y  circunferencia:  —  , — y 4 


Luego:  y ¡  +y2  +y2  +y 4  = 


4b2(3 


4b- a 


4  b2a2 


-...=  0. 


Como  ¡3  = 


Xl  +X2  +X3 


3  (3  +  y  4  — 


4b2j3 


Eliminando  y, 


4a2a 


1  i  2  '  t'  D  ?  1  J  *  7?  2 

bz  -  az  3  b¿  -  a¿ 

procediendo  de  forma  similar,  se  obtiene  la  siguiente  igualdad  para  las  abscisas:  3a+X4  =  ,  . 

b  -  a 

Sustituyendo  los  valores  de  X4,  y 4  en  la  ecuación  de  la  cónica,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido: 


M 


a 

tiene 


4  a2  a 
b2  -  a 2 


-  3a  1  + 


4b2  ¡3 

b 2  V  b2  -  a2 


-3 ¡32  )  =  1.  O  bien,  operando  y  cambiando  a,  ¡3  por  x,  y,  se 


:  (  a  +  (J>a  y+  ^  ^y2  =  i®2  -  b2)2.  Se  trata  de  una  elipse  concéntrica  con  la  dada. 


D  83-  Hallar  la  curva  inversa  de  la  parábola  y2  =  2 px,  siendo  el  origen  el  polo  de  inversión  y  siendo  2 p  la 
potencia  de  inversión. 

2  pee 

Solución:  Siendo  (a,  B)  un  punto  de  la  curva  producto  de  la  inversión,  se  tiene:  x  =  ,  ^  , 

a 2  +  p- 

2p B  4d2B2  2 va 

y  =  ,  .  Luego:  -  ,,  =  2 p  Sustituyendo  ( a,B )  por  (x,y),  se  tiene  la  ecuación 

—  /.  i/JZ  i  /v2  i  m  4  \ _  ÍJZ 


a2+B2 '  &  (a2  +  B2Y 

^2  ,  n,23  _  „2  _ 


a 


B2 


pedida:  x(x2  +y2)  -y2  =  0  (cisoide). 


D  84-  En  ejes  rectangulares  se  dan  los  puntos  A(0,a),  B{2a,a).  Se  pide:  Io)  Ecuación  general  de  las  cónicas 
de  centro  O,  tangentes  a  la  recta  x  =  a,  y  que  cortan  a  AB  en  dos  puntos  conjugados  armónicos  respecto  a 
Ay  B.  2o)  Lugar  geométrico  de  los  focos.  3o)  Separar  en  este  lugar,  los  focos  de  elipse  de  los  de  hipérbola. 
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Solución:  Io)  AB  =  y  -  a  =  0.  Ecuación  de  la  cónica  con  centro  O  y  tangente  a  la  recta  x-a  =  0: 
(x  -  a)(x  +  a)  +  X(y  -  mx)2  =  0.  La  recta  y  =  a  corta  a  la  cónica  en  dos  puntos  de  abscisas  a  y  ¡5, 
conjugados  armónicos  de  los  puntos  de  abscisas  0  y  2a,  luego:  (0,2a,  a,  ¡5)  =  -1.  De  donde: 
a¡5-a{a  +  í5)  =  0.  Para  y  =  a,  se  tiene:  x2(l  +  Xm2)  -  2Xamx  +  a2(X  -  1)  =  0.  Luego: 


a  +  (3  = 


2  Xam 
1  +  Xm2 


afí  = 


a2(X  -  1 ) 
1  +  Xm2 


Por  tanto: 


a  (X  1 )  _  a2Xam 

1  +  Xm 2  1  +  Xm 2 

2v2 


=  0.  De  donde:  X  = 


1 


1  -  2  m 


quedando  la  ecuación  general  de  la  cónica:  (m  -  1)  x2  +y2  -  2mxy  +  a2(2m  -  1)  =  0.  2o)  La  ecuación 


tangencial  de  la  cónica  es: 


(m-  l)2  -m  0  u 

—m  1  0  v 

0  0  a2(2m-\)  w 

u  v  w  0 


=  0.  De  donde: 


a2u2  +  a2(m  -  1  )2v2  +  2 a2muv  +  w2  =  0. 

Sustituyendo:  u  =  1,  v  =  i,  w  =  -z  =  -x  -  iy,  siendo  (x,y)  las  coordenadas  del  foco,  se  tienen  las 
ecuaciones:  x2  -y2  =  a2m(2  -  m),  xy  =  ma2.  Eliminando  m,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido: 
x2y2  +  a2(x2  -  y2  -  2 xy)  =  0.  3o)  En  la  ecuación  de  la  cónica,  A33  =  1  -  2 m,  A  =  -a2(2m  -  1  )2.  Luego 
para  m  =  y,  la  cónica  es  parábola  (degenerada  en  una  recta  doble);  para  m  >  y,  es  hipérbola;  y  para 

m  <  y ,  es  elipse.  4o)  En  el  siguiente  dibujo  se  presenta  en  línea  llena  el  lugar  geométrico  de  los  focos, 

2 

que  está  formado  por  dos  ramas:  BOD  y  EOF.  Se  dibuja  en  trazos  la  hipérbola:  xy  =  ma 2  =  -y-,  que 

corresponde  a  los  focos  de  parábola,  separando  los  de  elipse  (m  <  y)  de  los  de  hipérbola  (m  >  y  ).  Y  se 

presenta  en  puntos  las  rectas  x  =  ±a  que  son  las  asíntotas  del  lugar  geométrico.  En  los  puntos  A  y  C, 
intersecciones  de  dichas  asíntotas  con  la  hipérbola,  los  focos  son  de  parábola  (degenerada  en  una  recta 
doble).  En  los  arcos  AB  y  CD,  correspondientes  a  la  rama  BOD,  los  focos  son  de  hipérbola.  En  la  rama 
EOF  y  en  el  arco  AOC,  correspondiente  a  la  rama  BOD,  los  focos  son  de  elipse. 


D  85-  Dado  el  rectángulo  OABC,  en  el  que  OA  =  a,  OB  =  b,  tomando  como  ejes  coordenados  los  lados  OA  y 
OB,  se  pide:  Io)  Ecuación  de  las  cónicas  que  pasan  por  O,  A,  B,  de  forma  que  la  polar  de  C  sea  paralela  a 
AB.  2o)  Lugar  geométrico  de  los  centros  de  estas  cónicas,  separando  los  correspondientes  a  elipses  de  los 
correspondientes  a  hipérbolas.  3o)  Siendo  T  una  de  estas  cónicas,  hallar  la  ecuación  de  su  hipérbola  de 
Apolonio  correspondiente  al  punto  C.  4o)  Lugar  geométrico  de  los  centros  de  estas  hipérbolas  de 
Apolonio. 


Solución:  Io)  La  ecuación  general  de  las  cónicas  circunscritas  al  triángulo  OAB,  es:  x2  +  2 Xxy  +  ¡ay 


-ax-fj.by  =  0.  La  ecuación  de  la  polar  del  punto  C(a,b),  es:  (2a 

+(-a2  -  ¡ub2)  =  0.  Luego:  ~  =  -=£- .  De  donde:  p  =  XE 

2X  a  +  ub  a  b¿ 


2 Xb  -  a)x 


2  +  2 Xxy  +  ¡ay2  - 
(2 Xa  +  2 [ub  -  [ub)y  - 


la  siguiente:  J[x,y)  =  b2x2  +  2 Xxy  +  a2y2  -  ab2x  -  a2by  =  0.  Como  A33  = 


.  Por  tanto,  la  ecuación  de  las  cónicas  es 
b2  X 


=  a~b~  -  Xy  para 
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A  <  ab  y  A  >  ab,  son  hipérbolas;  para  A  =  ±ab,  son  parábolas;  para  -ab  <  A  <  ab,  son  elipses.  2o)  Como 

fx  =  2 b2x  +  2Ay  -  ab 2  =  0,  fv  =  2Ax  +  2 a2y  -  arb  =  0,  se  obtiene  que:  x  =  - .  a.  —  . .  ,  y  =  a}2 — r— , 

2  (ab  +  A)  "  2{ab +  A) 

de  donde:  bx-ay  =  0,  que  es  la  ecuación  del  lugar  pedido.  Este  lugar  es  la  recta  OC.  Su  punto 
D^- f"’  4")  y  su  Punto  impropio,  son  centros  de  parábola.  La  semirrecta  comprendida  entre  D  y  el  infinito, 


y  que  contiene  a  C,  corresponde  a  centros  de  elipse.  La  otra  semirrecta  que  contiene  a  O,  corresponde  a 
centros  de  hipérbola.  3o)  La  ecuación  de  la  hipérbola  de  Apolonio,  correspondiente  al  punto  C(a,b),  de  las 
cónicas  f{x,y)  =  0,  es:  (p(x,y )  =  (x  -  a)fy  -  (y  -  b)fx  =  0,  es  decir:  ( p(x,y )  =  2Ax2  +  2(a2  -  b2)xy  - 
-2Xy2  -  {a2b  +  2aX  -  2b2)x  +  {ab2  +  2óA  -  2a2 )y  +  ab(a2  -  b2)  =  0.  4o)  Las  derivadas  parciales,  son: 
<p'x  =  4Ax  +  2(a2  -  b2)y  -  {a2b  +  2uA  -  2b2)  =  0,  (pí  =  2 (a2  -  b2)x  -  4A y  +  ab 2  +  2bX  -  2 a2  =  0. 


Eliminando  A,  se  tiene  el  lugar  pedido:  x2  +  y2  - 


a(3a2  -  2b2)x  b{3b2-2a2)y 


2{a2  -  b2) 


2{a2  -  b2) 


=  0. 


D  86-  Por  un  foco  de  una  cónica  se  trazan  n  radios  vectores  que  forman  entre  dos  consecutivos,  un  ángulo 
Hallar  el  límite  de  la  media  armónica  de  estos  radios  vectores  cuando  n  ->■  co. 


Solución:  Sea  la  ecuación  de  la  cónica:  p  = 


iyl  =  i 

n  ¿-í  p  n 


1  [  1  +  ecos  0o 


1  +  ecos 


2  n 


1  +  ecos@ 
1  +  ecos 


.  Según  lo  indicado  en  el  enunciado,  se  tiene: 


4  n 


1  +  ecos 


(n  -  1 )2 n 


n-\ 


=  ip  [n  +  e  E  eos 


i= 0 


n- 1 


Luego  lim  \  n  +  e  ^  eos 

f?— >00  X  V 


2  ni 


=lim  -pppr  =  -i-.  El  límite  pedido  es  el 

W— >QO  X  X 


i= 0 


inverso  del  parámetro p  de  la  cónica  ( p  =  siendo  a  y  b  los  semiejes  de  la  cónica). 


D  87-  Se  da  la  recta  r  =  4x  +  3y  -  1  =  0.  Se  pide:  Io)  Ecuación  general  de  las  cónicas  tangentes  al  eje  OX en 
O,  y  cuya  directriz  es  la  recta  dada.  Se  dará  esta  ecuación  en  función  racional  de  un  parámetro.  2o)  Por 
todo  punto  del  plano  pasan  dos  cónicas  con  las  características  definidas.  Hallar  la  curva  que  separa  las 
regiones  donde  las  dos  cónicas  son  reales,  de  donde  son  imaginarias. 

Solución:  Io)  Siendo  (A,^)  las  coordenadas  del  foco  correspondiente  a  la  directriz  dada,  se  tiene: 

(x  -  A)2  +  (y  -  p)2  =  v2(4x  +  3 y  -  l)2.  Obligando  a  que  pase  por  O  donde  es  tangente  a  OX,  se  tiene: 

A2  +  q2  =  v2,  A  =  4v2.  Haciendo  jp  =  t,  X  =  ^  f2y  b  =  2/2  =  X6[i\  fy  se  tiene  la 

ecuación  pedida:  16x2  +  (16  +  lt2)y2  -  2At2xy  -  (8 1  -  6t2)y  =  0.  2o)  Ordenando  esta  ecuación  según  las 
potencias  de  t,  se  tiene:  t2{ly2  -24 xy  +  6 y)  -  Syt+  I6(x2  +y2)  =  0.  Esta  ecuación  es  de  segundo  grado 
en  t,  luego  por  cada  punto  del  plano  pasan  dos  cónicas.  El  discriminante  de  esta  ecuación  es 
A  =  1 6y[y-  (7y-  24x  +  6)(x2  +  y2)].  En  el  siguiente  dibujo  se  representa  la  curva  A  =  0,  que  incluye  el 
eje  y  =  0,  y  la  curva  ABOCDBEF. 


Las  cónicas  son  reales  para  A  >  0,  es  decir:  a)  por  encima  del  eje  XX\  dentro  del  bucle  BOCDB,  y  en  el 
espacio  ABEX  entre  la  rama  superior,  la  inferior  y  el  eje  de  abscisas,  b)  por  debajo  del  eje  XX:  en  el 
espacio  X'OEF  entre  este  eje  y  a  la  izquierda  de  la  rama  inferior,  c)  en  la  curva  y  en  el  eje  de  abscisas,  hay 
una  sola  cónica,  que  es  real.  En  los  demás  casos,  las  cónicas  son  imaginarias. 
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Nota:  5(0. 16,0. 12),  £>( 0,  ^),  0(0,0),  5(i,o),  5(0, -1 ) 


D  88-  Dados  dos  ejes  rectangulares  y  los  puntos  A(a,a)  y  B(a,-a),  se  consideran  las  cónicas  circunscritas  al 
triángulo  OAB,  tales  que  la  normal  en  A,  la  normal  en  B  y  la  tangente  en  O,  sean  concurrentes.  Hallar  el 
lugar  geométrico  del  punto  de  encuentro. 


Solución:  Sea  y  -  mx  =  0,  la  tangente  en  O.  La  ecuación  de  la  cónica  circunscrita  al  triángulo  OAB ,  es: 


(y  -  x)(y  +  x)  +  2(x  -  a)(y-  mx)  =  0.  Luego  derivando,  se  tiene:  y'  = 


-2x  +  X(y  -  mx)  -  mX(x  -  a) 
2 y  +  2(x  -  a) 


.  La 


normal  en  A  es:  y  -  a  =  ^  .  La  normal  en  B  es:  y  +  a  =  ^ — .  Eliminando  X  y  m,  se  tiene 

'  2  -X  +  Xm  2  +  X  +  Xm 

la  ecuación  del  lugar  pedido:  (y -x)(y  -  a)(x-y  -  2a)  +  (x  +  y)(y  +  a)(x  +  y-  2a)  =  0.  Simplificando 

esta  ecuación,  se  tiene:  2 xy2  +  ax2  -  ay 2  -  2 a2x  =  0.  Se  ha  dibujado  esta  curva  para  a  =  1. 


D  89-  En  ejes  rectangulares  se  da  la  circunferencia  x2  +  y2  -  R1  =  0  y  los  puntos  5(0,  ú)  y  B'(0,-b).  Se  toma 
un  punto  M  sobre  la  circunferencia,  y  se  traza  BM,  que  corta  a  AX  en  A.  Se  pide  Io)  Lugar  geométrico  del 
punto  M'  de  intersección  de  OMy  B'A.  2o)  Al  variar  b,  por  cada  punto  del  plano  pasan  dos  cónicas,  cuya 
naturaleza  y  realidad  se  estudiarán. 

Solución:  Io)  M(Rsm9,Rcos9),  BM  =  x  Q  =  1  ^  ,  a(  ~^sinfl  q\  pa  ecuación  de  la 

Rsm9  Rcos9-b  \Rcos9-b  J 

recta  AB'  es:  (Rcos9  -  b)x  +  yRsin9  +  bRsin9  =  0.  La  ecuación  de  la  recta  OM  es:  xcos0-ysin0  =  0. 
Eliminando  9  entre  estas  dos  ecuaciones,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido  del  punto  M: 
b2x2  +  (b2  -  4R2)y2  -  4bR2y  -  b2R2  =  0.  2o)  Ordenando  esta  ecuación  según  potencias  de  b,  se  tiene: 
(x2  +y2  -  R2)b2  -  4R2yb  -  4 R2y2  =  0,  cuyo  discriminante  es:  4 R2y2(x2  +y2),  que  es  siempre  >  0,  salvo 
para  y  =  0,  que  es  nulo.  Luego  por  todo  punto  del  plano  pasan  dos  cónicas  reales,  salvo  para  los  puntos 
del  eje  OX,  para  los  que  hay  una  cónica  real  doble.  Como  A33  =  b2{b2  -4R2),  para  \b\  >  2 R,  las  dos 
cónicas  son  elipses.  Para  \b\  <  25,  las  dos  cónicas  son  hipérbolas.  Para  \b\  =  2R  son  parábolas.  Y  para 
b  =  0,  es  una  recta  doble  (y  =  0). 


D  90-  Se  dan  dos  ejes  rectangulares  y  el  punto  A(a, ¡i).  Por  un  punto  B  del  eje  OX,  se  traza  una  perpendicular 
a  BA.  Sea  M  el  punto  de  encuentro  de  esta  perpendicular  con  la  perpendicular  a  OX,  trazada  por  el  punto 
medio  de  OB.  Se  pide:  Io)  Lugar  geométrico  de  M.  2o)  Si  A  se  desplaza  sobre  x2  +y2  -  R2  =0,  hallar  la 
envolvente  del  lugar  hallado.  3o)  En  las  mismas  condiciones,  hallar  el  lugar  de  vértices  y  focos. 


Solución:  Io)  Sea  5(22,0).  La  ecuación  de  la  perpendicular  por  5  a  BA,  es:  y  =  ^ ^  a  (x  -  22).  La 

ecuación  de  la  perpendicular  a  OX  por  (2,0),  es:  x  -  2  =  0.  La  ecuación  del  lugar  pedido  es: 
2x2  -  ax  +  Py  =  0.  2o)  a2  +  p2  =  R2.  Derivando  en  esta  ecuación  y  en  la  anterior,  siendo  por  ejemplo  P 

función  de  a,  se  tiene:  -x+yp'  =  0,  2a  +  2pp'  =  0,  Px  +  ay  =  0,  a  =  ,  ,  P  =  ^ X  ^ 


.2  ' 


X"  +y~  xa -y 

Sustituyendo  estos  valores  en  la  ecuación  del  círculo,  se  tiene  la  ecuación  de  la  envolvente  del  lugar  de  M: 


2 

4x4  -R2(x2  +y2)  =  0.  3o)  Las  coordenadas  del  vértice  son:  x  =  ■%-,  y  =  Lluego  se  tiene  que: 


?r2 

a  =  4x,  P  =  y~-  Sustituyendo  estos  valores  en  la  ecuación  del  círculo,  se  tiene  el  lugar  de  los  vértices: 

a2  _  02 

4x4  +  16x2y2  - R2y2  =  0.  Las  coordenadas  de  los  focos  son:  x  =  -,  y  =  — ■  Luego  se  tiene  que: 

4  o  p 


a  =  4x,  P  =  -4 (y  ±  Jx2  +y2  J,  que  sustituidos  en  la  citada  ecuación,  se  obtiene  el  lugar  de  los  focos: 
1024x2(x2  +y2)  -  6452(x2  +y2)  +  R4  =  0.  4o)  Se  ha  dibujado  en  línea  gruesa  este  lugar  para  el  caso 
R  =  2,  y  en  línea  de  trazos  la  envolvente  del  punto  2o,  también  para  5  =  2. 
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D  91-  Dadas  las  rectas  Q  =  x-  a  =  0,  R=y-b  =  O,  formar  la  ecuación  general  de  las  cónicas  de  centro 
(0,0)  de  las  que  son  normales  las  rectas  dadas,  Q  y  R.  Demostrar  que  por  todo  punto  del  plano  pasan  dos 
elipses  y  una  hipérbola  de  la  familia. 


Solución: 


By2  +  2 Cxy  +  D  =  0.  La 


La  ecuación  general  de  las  cónicas  de  centro  (0,0),  es:  Ax 2 
pendiente  de  las  normales  viene  dada  por:  ^  .  La  pendiente  de  la  recta  Q  es  co,  luego:  Ax  +  Cy  =  0, 

por  lo  que  la  ordenada  del  punto  de  la  cónica  en  el  que  Q  es  la  normal,  es:  ~^a  .  Luego,  como  la  cónica 


pasa  por 


se  tiene:  Aa2  - 


BA2a 2 
C 2 


2  Ca 


-Aa 

C 


D  =  Aa 


(AB_  i 
V  C2 


D  =  0.  Procediendo  de 


la  misma  forma  con  la  normal  R,  se  tiene  que  la  pendiente  de  esta  recta  es  0,  luego  Cx  +  By  =  0,  por  lo 
que  el  punto  de  la  cónica  en  el  que  R  es  la  normal,  es  ^  ,b^,  teniéndose:  Bb2 -  1^  +D  =  0. 

Haciendo  el  cambio:  A  =  b2X,  B  =  a2X,  se  tiene:  D  =  a2b2l(^  1  -  a  La  ecuación  pedida  es: 

b2x2  +  a2y2  +  2 juxy  +  a2b2f  1  -  a  ^  ^  =  0.  Ordenando  esta  ecuación  según  potencias  de  ¿u,  se  tiene: 


An)  =  2xyu3  +  (¿2x2  +  a2y2  +  a2b2)¡x2  -  a4b4  =  0,  por  lo  que  por  cada  punto  del  plano  pasan  tres 
cónicas.  Estudiando  las  raíces  de  =  0,  se  tiene:  para  p  =  -co,  J[/u)  <  0;  para  fj.  =  -ab, 
J[/u)  =  a2b2(bx  -  ay)2  >  0;  para  p  =  0 ,f[/u)  =  -a4b4  <  0;  para  ¡a  =  ab,J[/u)  =  a2b2{bx  +  ay)2  >  0;  para 
A  =  +G0)  An)  >  0.  Luego  las  raíces  de  Aa)  =  se  encuentran  en  los  intervalos:  -co  <  ¡j.x  <  -ab, 
-ab  <  ¡j.2  <  0,  0  <  ¿t3  <  ab.  Como  H33  =  a2b 2  -  /a2,  se  tiene:  para  ¡iU  A¡3  <  0,  hipérbola;  para  ¡a2, 
A  33  >  0,  elipse;  para  ju3,  A33  >  0,  elipse.  Luego  por  cada  punto  del  plano  pasan  dos  elipses  y  una 
hipérbola  de  la  familia.  Como  casos  particulares,  se  tiene:  para  p  =  ab,  la  cónica  correspondiente 
degenera  en  la  recta  doble:  bx  +  ay  =  0;  para  ¡a  =  -ab,  la  cónica  correspondiente  degenera  en  la  recta 
doble:  bx  —  ay  =  0. 


D  92-  En  ejes  rectangulares  se  da  el  punto  A(a, 0).  Se  pide:  Io)  Hallar  la  ecuación  general  de  las  cónicas  de 
directriz  el  eje  OY  y  vértice  A.  2o)  Por  todo  punto  M  del  plano  pasan  dos  cónicas  que  satisfacen  esas 
condiciones.  Determinar  la  región  del  plano  en  la  que  las  dos  cónicas  son  reales.  Hallar  la  naturaleza  de 
las  dos  cónicas  para  cada  punto  del  plano. 

Solución:  Io)  Vértice  {a,  0);  eje:  y  =  0;  directriz:  x  =  0;  foco  ((p,  0);  segundo  vértice  Ou,0).  Ecuación  de 

las  cónicas  bitangentes:  (x  -  a){x  -  ¡a)  =  Ay2,  es  decir:  x2  -  Ay2  -  {a  +  ¡j.)x  +  a¡u  =  0.  Ecuación  focal  de 

las  cónicas:  (x  -  cp)2  +y2  =  ex2,  es  decir:  (1  -  e)x2  +y2  -  2 cpx  +  cp2  =  0.  Identificando  ambas  ecuaciones: 

—  =  21 r~  =  — tH—  =  — r-.  De  donde:  u  =  _  —  .  Por  tanto,  la  ecuación  pedida  es  la  siguiente: 
1-e  1  2  (p  (p-  2  a  +  cp 

(2 a  +  cp)cpx 2  -  a2y2  -  2 a2(px  -  cp2a2  =  0.  2o)  Ordenando  la  ecuación  según  las  potencias  de  cp,  se  tiene: 
(x2  -  a2)(p2  +  2ax(x  -  a)(p  -  a2y2  =  0.  El  discriminante  A  de  esta  ecuación  en  cp,  es  el  siguiente: 
A  =  a2x2{x  -  a)2  +  a2y2{x2  -  a2).  En  el  dibujo  se  ha  representado  la  curva  A  =  0,  que  incluye  la  recta: 
x  -  a  =  0  y  la  curva  DOGBFOJ.  Las  cónicas  son  reales  en  el  espacio  a  la  derecha  de  la  recta 
ABC  =  x  -  a  =  0,  en  el  interior  del  bucle  OFBGO,  y  en  el  espacio  a  la  izquierda  de  las  ramas  asintóticas 
OD  y  OJde  la  curva,  así  como  en  el  contorno  de  A  =  0. 


Nota:  0(0,0);  B(a,  0);  la  asíntota  de  la  curva  es:  x  +  a  =  0. 
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Los  invariantes  de  la  ecuación  de  las  cónicas,  son:  A^  = -a2cp{2a  +  cp),  A  =  a4(p2((p  +  a)2, 
— a 22 A  =  a6(p2((p  +  a)2.  Para  los  puntos  situados  en  el  espacio  a  la  izquierda  de  las  ramas  asintóticas  DO  y 
OJ,  así  como  en  su  contomo,  las  dos  cónicas  son  hipérbolas.  En  el  interior  del  bucle  OFBGO,  así  como  en 
su  contorno,  las  dos  cónicas  son  elipses.  Para  A  33  =  0,  se  tiene  (p  =  -2a,  obteniéndose  la  parábola 
y2  -  4 ax  +  4 a2  =  0,  curva  KBL,  en  cuyo  contorno  una  cónica  es  parábola  y  la  otra  hipérbola.  En  el  resto 
del  espacio  a  la  derecha  de  la  recta  ABC,  una  cónica  es  hipérbola  y  la  otra  elipse. 


D  93-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  las  cónicas  osculatrices  a  un  círculo  dado  en  un  punto  dado 
A,  siendo  sus  ejes  paralelos  a  dos  direcciones  dadas. 

Solución:  Sea  la  circunferencia:  x 2  +y 2  -  R2  =  0,  y  A(R,  0).  La  ecuación  general  de  las  cónicas,  es: 
x2  +  y2  —  R2  +  (x -R)[X(x  -  R)  +  2 ¡xy]  =  (1  +  A)x2  +y2  +  2/uxy-  2XRx  -  2 ¡jRy  +  R2(k  -  1)  =  0.  Siendo 
la  ecuación  de  los  coeficientes  angulares  de  los  ejes:  m2  +  anai“22  m  -1=0,  se  tiene  que: 

ünn  a22  =  k,  donde  k  es  un  número  dado.  Como  qi*  Ü2 2  =  -jr,  se  tiene  A  =  ku.  Obteniendo  las 

derivadas:  fx  =  x(l  +  k/u)  +  ¡uy  -  Rkpi  =  0 ,fy  =  y  +  qx  -  /uR  =  0,  se  tiene:  p  =  -5-3 — ,  que  sustituido  en  fx 

AY  X 

da  la  ecuación  pedida:  x2  -y2  -  kxy  -  Rx  +  Rky  =  0  (hipérbola  equilátera).  Se  ha  dibujado  este  lugar  para 
el  caso  R  =  k  =  1. 
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D  94-  En  ejes  rectangulares  se  dan  los  puntos  F( 0,0)  y  A(a,  0),  siendo  a  >  1.  Se  pide:  Io)  Ecuación  general 
de  las  cónicas  de  foco  F,  siendo  A  el  vértice  más  cercano  a  F,  situado  en  el  eje  focal.  2o)  Estudiar  la 
naturaleza  de  dichas  cónicas.  3o)  Si  las  cónicas  pasan  por  un  punto  dado  P(a,P),  estudiar  el  número  y  la 
naturaleza  de  las  cónicas  obtenidas  según  la  posición  de  P. 

Solución:  Io)  Sea  B  el  punto  en  que  la  directriz  correspondiente  al  foco  F  corta  al  eje  FA.  Se  tiene  que  la 
excentricidad  es:  e  =  luego  AB  =  Por  tanto,  la  ecuación  de  la  directriz  es:  x  =  a  +  J-,  siendo  la 

ecuación  focal  de  la  cónica:  Jx2+y2  =  e(x-a--|-).  O  bien,  operando,  se  tiene  que: 
(1  -e2)x2  +y 2  +2 ae{e+  1  )x-a2e2  -2 a2e-a2  =  0,  que  es  la  ecuación  pedida.  2o)  A33  =  1  -e2.  Para 
e2  >  1,  hipérbola;  para  e2  =  1,  parábola;  para  e2  <  1,  elipse.  3o)  Ordenando  la  ecuación  según  potencias 

2  a  ±  Jx2  +  y2 

de  e,  se  tiene:  (x  -  a)~e2  +  2 a(a  -x)e  -x~  -  y-  +  a2  =0,  de  donde  e  =  - x  -  a  — •  Luego  para  cada 

punto  dado  P(a,P),  hay  dos  valores  de  e,  y  por  tanto,  por  dicho  punto  pasan  dos  cónicas.Para  e  =  1,  se 
tiene:  y2  +  4 ax  -  4 a2  =  0,  que  es  una  parábola  con  la  rama  abierta  hacia  la  izquierda,  que  corta  al  eje  OX 
en  (a,  0),  y  al  eje  OY  en  (0,2a)  y  (0,-2a).  Por  los  puntos  del  plano  situados  en  el  exterior  de  la  parábola, 
pasan  dos  hipérbolas  ( e 2  >  1).  Por  los  situados  en  su  interior,  pasan  una  elipse  y  una  hipérbola 
( e 2  <  1  y  e2  >  1,  respectivamente).  Por  los  puntos  situados  sobre  la  citada  parábola,  pasan  una  parábola 
y  una  hipérbola  ( e 2  =  1  y  e2  >  1,  respectivamente).  Por  los  puntos  situados  sobre  el  eje  OX  (y  =  0), 
pasan  una  hipérbola  y  una  parábola  si  x  >  0,  y  una  elipse  y  una  parábola  si  x  <  0.  Al  punto  (0,0),  le 
corresponde  la  recta  doble  y  =  0.  Para  los  puntos  x2  +y2  =  a 2,  la  elipse  es  una  circunferencia  (<?  =  0). 


D  95-  Desde  un  punto  P  se  trazan  las  tangentes  a  una  cónica  dada.  La  cuerda  que  une  los  dos  puntos  de 
contacto  se  ve  desde  el  foco  bajo  un  ángulo  dado  9.  Elallar  el  lugar  geométrico  de  P. 

Solución:  Tomando  como  origen  el  foco  de  la  cónica,  la  ecuación  general  de  las  cónicas,  es: 

x2  +  y2  =  (Ax  +  n)2,  es  decir:  (1  -  A2)x2  +y2  -  2Aqx  -  ¡j2  =  0,  donde  Ay  fu  están  dadas.  Siendo  P(a,/3), 
la  ecuación  de  su  polar  es:  [(1  -  A2)a  -  Aq]x  +  py  -  A ¡ua  -  q2  =  0.  La  ecuación  del  conjunto  de  las  dos 
rectas  trazadas  desde  el  origen  a  los  puntos  de  intersección  de  la  cónica  y  la  polar,  es: 
[(A a  +  n)2  -  P2  ]y2  +  2 afixy  +  [(A a  +  q)2  -  a2  ]x2  =  0.  La  tangente  del  ángulo  dado  9,  en  función  de  las 
pendientes  m i  y  m2  de  las  dos  rectas  que  lo  forman,  es:  tan0  =  -¡ — - - — .  Por  tanto  se  tiene  que: 


tan20  = 


(m i  -  m2y 


(m i  +  m2y  -  Am\m2 


m  i  +  m  2  = 


(1  +  m\in2) 
-2  a(3 


(1  +  m\m2y 


1  +  ni  \  ni  2 

Y  como  de  la  ecuación  anterior  se  tiene  que: 


(A  a  +  piy-p2 


m  1/72  2  = 


(Aa  +  q)“  -  a2 
(A  a  +  n)2-p2 


introduciendo  estos  valores  en  la  fórmula  de 


tan-@,  y  operando,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido:  (x~  +y-)(l  ±  cosS)  -  2(Ax  +  ¿u)  =0,  que 
corresponde  a  dos  cónicas  homofocales  con  la  dada. 


D  96-  Demostrar  que  si  un  triángulo  es  autopolar  respecto  a  la  cónica  de  ecuación 
/=  «nx2  +  a22y2  +  2a\2xy  +  2a  13x  +  2a23y  +  a33  =  0,  y  está  inscrito  en  una  segunda  cónica  de  ecuación 
(p  =  b\\x2  +  b22y2  +  2b\2xy  +  2b\3x  +  2b23y  +  ¿>33  =  0,  el  invariante  TAb  del  haz  de  cónicas,  es  nulo. 
( TAb  =  A\\b\\  +A22b22  +^433¿33  +  2A  \2b \2  +  2^4 13¿>  i3  +  2A23b23). 


Solución:  Se  considera  un  sistema  de  coordenadas  trilineales  cuyo  triángulo  fundamental  es  el  dado.  La 
polar  de  (0,0)  respecto  de / es:  2«i3x  +  2a23y  +  2 a33z  =  0,  pero  tiene  que  ser:  ai3  =  0  y  a23  =  0,  ya  que  la 
polar  de  dicho  punto  es  z  =  0.  Procediendo  de  la  misma  forma  con  los  otros  dos  vértices,  (0, 1 )  y  (1,0),  se 
obtiene:  a i3  =  a23  =  a  12  =  0.  Luego,  /  =  aA\x2  +a22y 2  +a33z2  =  0.  Como  (0,0)  está  en  cp,  b33z2  =  0, 
luego  ó33  =  0.  Procediendo  de  la  misma  forma  con  los  otros  dos  vértices,  se  tiene:  bu  =  b22  =  ¿33  =  0. 
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Luego  la  ecuación  de  cp,  es:  2bl2xy  +  2b\3xz  +  2b23yz  =  0.  Por  tanto,  el  valor  del  invariante  TAb,  es  el 


siguiente:  TAb  =  2b 


12 


0 

0 

+  26 13 

0 

0 

+  2623 

a  11 

0 

0 

a33 

«22 

0 

0 

0 

=  0. 


D  97-  Demostrar  que  si  hay  un  triángulo  circunscrito  a  la  cónica  de  ecuación 
f  =  aux2  +  a22y 2  +  2a\2xy  +  2ci\2xz  +  2a22yz  +  a33z2  =  0,  y  es  autopolar  respecto  a  la  cónica  de  ecuación 
(p  =  b  nx2  +  b22y2  +  2buxy  +  2bí3xz  +  2b23yz  +  b33z2  =  0,  el  invariante  TAb  del  haz  de  cónicas,  es  nulo. 


Solución:  Operando  en  un  sistema  trilineal  en  el  que  el  triángulo  dado  es  el  fundamental,  se  tiene  (ver  el 
problema  D  96)  que  las  ecuaciones  tangenciales  de  las  dos  cónicas,  son: 

/  =  2A\2uv  +  2Anuw  +  2A22vw  =  0,  cp  =  B\\u2  +  B22v2  +  B33w2  =  0.  De  donde  se  obtiene  que: 


TAb  —  2 A 12612  +  2 A 13613  +  2A23b23.  Y  como  B' 


Bn  0  0 

0  B22  o 

0  0  S33 


=  B2,  y  siendo  By  el  adjunto  de  By 


en  B' ,  se  tiene  que:  B'y  =  By  •  B.  Luego,  612 


B\ 


12 


B 


0  0 
b22  o 

■J  B  \\B22B33 


0.  Análogamente,  613  =  623  =  0. 


Por  tanto  TAb  =  0. 


D  98-  Demostrar  que  si  la  cónica /  =  aux2  +  a22y 2  +  2ct\2xy  +  2al3xz  +  2a23yz  +  a^z2  =  0,  degenera  en  dos 
rectas  que  son  conjugadas  respecto  a  la  cónica  cp  =  bux2  +  b22y2  +  2bi2xy  +  2bnxz  + 
+2b23yz  +  b33z2  =  0,  el  invariante  del  haz  de  cónicas,  TaB  =  an3n  +  a22B22  +  a33B33  +  2a\2B\2  + 
+2$  13Í?  13  +  2q23B23,  es  nulo. 


Solución:  Se  considera  un  sistema  cartesiano  tal  que  sus  ejes  sean  las  rectas  en  que  degenera  la  cónica 
/=  0.  Por  tanto,  en  este  caso,  se  tiene  que:  f  =  xy  =  0.  Para  que  las  rectas  x  =  0,  y  =  0,  sean  conjugadas 


respecto  a  la  cónica  cp  =  0,  tiene  que  verificarse  que: 


611 

612 

613 

1 

612 

622 

623 

0 

613 

623 

633 

0 

0 

1 

0 

0 

=  0.  Luego  se  tiene  que: 


611  623 
613  633 


=  B 12  =  0.  Por  tanto:  TaB  =  2a\2B\2  =  0. 


D  99-  Dada  la  cónica  aux2  +  a22y 2  +  2al2xy  +  2ui3X  +  2a22y  +  a22  =  0,  se  consideran  los  triángulos 
autopolares  con  respecto  a  ella,  tales  que  el  radio  de  su  círculo  circunscrito  sea  R.  Hallar  el  lugar 
geométrico  de  los  centros  de  dichos  círculos. 


Solución:  Sea  uno  de  los  círculos:  (x  -  a )2  +  (y  -  P)2  -  R2  =  0.  Como  el  invariante  TÁb  del  haz,  es  nulo, 
se  tiene:  An  +A22  +  A22(a2  +  ft2  -  R2)  -  2A¡3a  -  2A22p  =  0.  Luego  el  lugar  pedido  es: 
A  33X2  +  A  22y2  —  2 A 13X  —  2A22y  +  A  n  +  A22  —  A22R-  =  0. 


D  100-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  vértices  de  los  ángulos  rectos  circunscritos  a  una  cónica. 

Solución:  Se  tiene  en  cuenta  que  si  las  rectas  isótropas  trazadas  en  un  punto,  son  conjugadas  con 

relación  a  una  cónica,  las  tangentes  a  la  cónica  trazadas  desde  ese  punto  a  la  cónica,  son  perpendiculares. 
En  efecto,  sean  m\  y  m2  los  coeficientes  angulares  de  dichas  tangentes.  Ha  de  cumplirse  que: 

(mi,m2,i,-i)  =-L  Desarrollando  esta  igualdad:  /77‘  +  ni2  =-1.  Operando,  se  tiene  que: 

-i-m  1  -i  —  m2 

m\m2  =  -1.  La  ecuación  de  las  rectas  isótropas  que  pasan  por  (a, (3),  es:  (x  -  a)2  +  (y  -  fi)2  =  0.  Siendo 
la  cónica:  aux2  +  a22y2 +2aA2xy  +  2anx +  2a22y  +  a22  =  0,  se  aplica  la  conclusión  demostrada  en  el 
problema  D  98,  por  la  que  si  una  cónica  degenera  en  dos  rectas  que  son  conjugadas  respecto  a  una 
segunda  cónica,  el  invariante  TaB  =  O.Por  tanto,  TaB  =  An  +A22  +  ( a 2  +  P2)A22  -2Al3a  -  2A23(3  =  0. 
Luego  el  lugar  pedido  es:  A33x2  +  A33y2  -  2A\3x  -  2A23y  +  An  +A22  =  0,  que  es  un  círculo,  salvo  para  el 
caso  de  la  parábola  en  el  que  al  ser  A  33  =  0,  el  lugar  es  una  recta.  El  círculo  se  llama  ortóptico  o  círculo  de 
Monge.  En  el  caso  de  la  parábola,  la  recta  es  su  directriz. 
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ELIPSE 


D  101-  Dada  la  elipse  4=-  +  =  1,  hallar  las  ecuaciones  de  las  normales  trazadas  desde  el  punto  (3,0). 

25  lo 

Solución:  La  hipérbola  de  Apolonio  es:  (25  -  16)xy  +  \6¡5x-25 ay  =  0.  Para  a  =  3,  [3  =  0,  se  tiene: 
y( 3x-25)  =  0,  es  decir:  y  =  0,  x  =  -y-.  Para  y  =  0,  se  tienen  las  abscisas  x  =  ±J25  =  ±5.  Para 

x  =  -y-,  se  tienen  las  ordenadas  y  =  ±4y.  Luego  los  pies  de  las  normales  son:  (5,0),  (-5,0), 
{2^,^-i),  Las  ecuaciones  de  las  normales  trazadas  desde  (3,0),  son:  y  =  0  (doble), 

y  =  ±/(x  -  3). 

2  y2 

D  102-  Dada  la  elipse  +  4^-  =  1,  se  pide:  Io)  Lugar  geométrico  de  los  puntos  de  intersección  de  un 

a  b 

diámetro  variable  con  la  perpendicular  trazada  por  un  punto  fijo  (a, ¡i),  sobre  el  diámetro  conjugado  de 
aquel.  2o)  Naturaleza  y  dibujo  del  lugar,  para  a  =  4,  b  =  3,  a  =  j3  =  1. 

Solución:  Io)  Sea  el  diámetro  variable:  y  =  mx,  y  su  conjugado:  y  =  ~k.  A  .  La  perpendicular  por  (a, ¡5), 

'  a  m 

es:  y-B=  a,  ™  (x  -  a).  Sustituyendo  m  =  4,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  geométrico  pedido: 
b  A 

(a2  -  b2)xy  +  ¡3b2x  -  aa2y  =  0.  2o)  Como  A33  =  -f  a  ~D  )  <  0,  se  trata  de  una  hipérbola,  cuya 
ecuación  para  los  valores  dados,  es:  Ixy  +  9x  -  16 y  =  0.  Su  centro  es  f-y-,  \  Pasa  Por  (0>  0),  y  sus 

i  /:  _ q 

asíntotas  son:  x  =  -y-,  y  =  -y-.  El  dibujo  se  refiere  a  esta  hipérbola  y  sus  asíntotas. 


D  103-  Dada  la  elipse  canónica,  hallar  las  coordenadas  de  los  extremos  de  un  diámetro  que  sea  visto  desde  un 
extremo  de  su  diámetro  conjugado,  bajo  un  ángulo  recto. 

Solución:  Sea  el  diámetro  y  =  mx,  y  su  conjugado  y  =  x.  Los  extremos  de  ambos  diámetros  son 

ma~ 

concíclicos,  siendo  la  circunferencia  concéntrica  con  la  elipse,  por  lo  que  su  ecuación  es  x2  +  y2  -  R2  =  0. 

Los  puntos  de  intersección  de  ambas  curvas,  son:  (  ±a  /  ^  ~  f  ,  ±b 

a-  -  b 


correspondientes  diámetros,  son:  m  i  = 

_  -b2 


a 2  - R 2 


c=b_ 

a 


a¿  -R2 


a 


a2  -R2  m  =  _A 

Ri-b2  ’  mi  a 


Luego:  R2  =  a  +  ^ 


a2-R2 


a2  -  b 2 


.  Las  pendientes  de  los 


.  Para  que  sean  conjugados: 


Rl  _b2  ^  \  i? 2  -  b2 

a-J 2  bjl  4  í  -aj 2  -bj 2  4  í  -aj2  bj 2  4 


/ 


'  ' 


y 


2 

ají 


a2  -R2 
R2  -  b2 

Las  coordenadas  pedidas,  son: 

=¥-} 


D  104-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  medios  de  todas  las  cuerdas  de  la  elipse  que  son  vistas  desde 
el  centro  de  la  elipse,  bajo  un  ángulo  recto. 

Solución:  Sea  la  elipse,  en  coordenadas  homogéneas,  b2x2  +  a2y2  -  a2b2z2  =  0,  y  sea  ( a,  (3 , 1 )  el  punto 
medio  de  las  cuerdas.  La  ecuación  de  una  recta  que  pasa  por  dicho  punto  es:  y  -  mx  -  fiz  +  maz  =  0.  Las 
abscisas  de  los  puntos  de  corte  de  esta  recta  con  la  elipse,  vienen  dadas  por  la  ecuación: 
b2x2  +  a2(mx  +  ¡5  +  ma)2  -  a2b 2  =  0.  Luego  la  suma  de  las  abscisas  de  los  puntos  de  corte,  es: 

2 a  =  2a,  de  donde:  m  =  ■  La  ecuación  del  conjunto  de  las  dos  rectas  que  unen  el 

■a-m2  fia2 


b 2 
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centro  de  la  elipse  con  los  extremos  de  la  cuerda,  se  obtiene  eliminando  z  entre  la  ecuación  de  la  elipse  y 

\  2 

y  -  mx 


la  ecuación  de  la  cuerda:  z=  4 — de  donde:  b2x2  +  a2y2  -  a2b2 


[3  -  ma 


=  0.  Operando: 


¡3  -  ma 

y2\_a2(/3  -  ma)2  -  a2b2  ]  -  2a2b2mxy  +  x2\_b2((3  -  ma)2  -  a2b2m2  ]  =0.  Obligando  a  que  ambas  rectas 

b2([3  -  ma)2  -  a2b2m 2 


sean  perpendiculares: 


=  -1.  Sustituyendo  en  esta  ecuación  el  valor  de  m,  y 


a2( J3  -  ma)~  -  á2b2 

poniendo  (x,y)  en  vez  de  (a,  [3),  se  obtiene  la  ecuación  del  lugar  geométrico  buscado: 
{b2x2  +  a2y2)2{a2  +  b2)  -  a2b2(b4x2  +  aAy2)  =  0,  cuyo  dibujo  se  incluye  seguidamente  para  el  caso 
a  =  2,  b  =  1. 


D  105-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  los  círculos  inscritos  en  los  triángulos  que  tienen  por 
vértices  los  dos  focos  de  una  elipse  y  un  punto  variable  de  ella. 

2 

Solución:  Sea  la  elipse  +  4^-  =  1.  Los  focos  son  (±c, 0).  Siendo  P{x\,y\)  un  punto  de  la  elipse,  los 

a~  b 

vértices  del  triángulo  son:  F(c, 0),  F'(-c, 0),  P{x\,y\).  Sea  {a, ¡i)  el  centro  del  círculo  inscrito  en  dicho 

FF1  •  x\  +  PF  •  (-c)  +  PF'  •  c  _  2cxi  -  c(a  -  -^p-)  +  c(a  + 


triángulo.  Se  tiene  que:  a  = 


FF'  +PF  +  PF' 


a  /  V  a 

Operando,  se  obtiene:  x\  =  Procediendo  de  forma  análoga  con  la  ordenada  (3,  se  tiene  que: 

P  =  +  PF — (0)  +  PF — (0)_  _  _t£Ll —  _  p>e  doncie;  yx  =  ^(c  +  a )  introduciendo  estos  valores 

FF  +PF  +  PF  2c  +  2a  c 

en  la  ecuación  de  la  elipse,  y  cambiando  (a,  (3)  por  (x,y),  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido: 
b2x2  +  (a  +  c)2y2  -  c2b2  =  0.  El  dibujo  se  refiere  al  caso  a  =  2,  b  =  1.  Incluye  en  línea  de  trazos  la  elipse 
dada. 


D  106-  Demostrar  que  la  recta  que  une  el  foco  de  una  cónica  con  el  punto  de  intersección  de  una  tangente  con 
la  directriz  de  dicho  foco,  es  perpendicular  al  radio  vector  del  punto  de  contacto  de  la  tangente. 

Solución:  Sea  la  cónica  =  A cos0  +Bs'm9  +  C.  La  directriz  es:  -jy  =  AcosO  +  Bs’mO.  La  tangente  en 

el  punto  0  =  0i,  es:  -jj  =  Hcos0  +  Ssin0  +  Ccos(0  -  0i ).  La  intersección  de  la  tangente  y  la  directriz, 

corresponde  a:  AcosO  +  Bsin0  =  AcosO  +  2?sin0  +  Ccos(0  -  0 1 ),  es  decir:  cos(0-0i)  =  O.  Luego: 
0  =  01  +  y. 

D  107-  Demostrar  que  el  semieje  menor  de  una  elipse,  es  media  proporcional  entre  las  dos  perpendiculares 
bajadas  desde  cada  foco  sobre  cualquier  tangente  a  la  elipse. 

Solución:  Sea  la  tangente:  y  =  mx  ±  Ja2m2  +  b2 ,  y  sean  p  y  p'  las  longitudes  de  las  perpendiculares 
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t  .  „  .  -me  +  Ja2m2  +  b2  ,  me  +  Ja2m 2  +  ó2 

bajadas  desde  los  locos  a  la  tangente.  Se  tiene  que:  p  =  -  = - ,  p  =  -  = - . 

±  V 1  +  m2  ±  Vi  +  m2 

2  2  2  2  »  2 

Multiplicando  estas  igualdades:  pp'  =  ~m  -  +  g  /7,7  +  b  =  b2. 

1  +  m 

2 

D  108-  Se  da  la  elipse  +  4^  =  1,  y  un  punto  M  de  ella.  Por  los  extremos  de  un  diámetro  cualquiera  y  por 
a  b~  ' 

M,  se  hace  pasar  un  círculo.  Se  pide:  Io)  Lugar  geométrico  T  del  centro  de  este  círculo  al  variar  el 
diámetro.  2o)  Si  alrededor  del  origen  O  de  coordenadas,  se  hace  girar  un  ángulo  recto,  hallar  el  lugar  del 
punto  de  encuentro  de  las  tangentes  a  T  en  los  puntos  donde  los  lados  del  ángulo  recto  cortan  a  T.  3  o)  Por 
O  se  pueden  trazar  independientemente  de  la  normal  que  tiene  su  pie  en  O ,  otras  tres  normales  a  Y.  Hallar 
la  ecuación  del  círculo  circunscrito  al  triángulo  formado  por  los  pies  de  estas  tres  normales. 


Solución:  Io)  Sea  M(a  sin  cp,b  eos  cp),  y  sean  los  extremos  de  un  diámetro  cualquiera  (asin0,ócos0), 

x  y  1 


(-a sin 0, -ó eos 0) .  La  ecuación  del  círculo  es 


x2  +y2 


=  0.  Las 


a2sin2(p  +  b2cos2cp  asincp  beosep  1 

a2  sin2  6  +  b2  eos2  6  asinO  bcosO  1 

a2  sin20  +  b2  cos20  -asincp  -b  eos  cp  1 

coordenadas  del  centro  de  este  círculo  vienen  dadas  por:  (  2^ 12  ,  4I13  )■  Como:  Au  =  -2a¿>sin(0  -  (p), 

V  LA 1 1  LA  1 1  J 

An  =  abe2 eos 0sin((p  -  0)sin((p  +  0),  Au  =  2ac2 sinQsin((p  -  0)  sin((p  +  0),  se  tiene  que  dichas 
coordenadas  son:  x  =  cos0sin(<p  +  0),  y  =  -yy  sin0sin(<p  +  0).  Eliminando  0  entre  estas  dos 
ecuaciones,  se  tiene:  2a2x2  +  2b2y2  -  ac2xsincp  +  bc2ycoscp  =  0,  que  es  la  ecuación  de  una  elipse  que 


pasa  por  el  origen  de  coordenadas.  2o)  Mediante  la  afinidad  x  = 


X 


y  = 


esta  elipse  se 


J2 a  V2 b 

transforma  en  un  círculo,  y  el  ángulo  recto  se  transforma  en  otro  ángulo  (mm1  =  -1,  se  transforma  en 

_ h 2 

mimi  =  — 4~).  Este  ángulo  de  magnitud  constante,  está  inscrito  en  una  circunferencia,  por  lo  que  el  arco 
a 

que  subtiende  es  constante  e  igual  al  doble  de  dicha  magnitud.  Por  tanto,  las  tangentes  trazadas  en  los 
extremos  del  arco,  se  cortan  en  un  punto  tal,  que  al  desplazarse  el  arco  sobre  la  circunferencia,  equidista 
del  centro  de  esta.  Por  tanto,  su  lugar  es  una  circunferencia  concéntrica  con  la  anterior.  Deshecha  la 
afinidad,  el  lugar  pedido  es  una  elipse  concéntrica  con  T.  3o)  Trasladando  el  centro  de  coordenadas  al 

centro  de  T,  que  es 


c"Sin<p  -c  eos  (p 


4  a 


4  b 


y2  _  ^4 

se  tiene  la  ecuación:  Y  =  =  1,  siendo  m  = 


m~ 


16  a 


2  ’ 


n2  = 


c  ,  y  siendo  las  nuevas  coordenadas  de  O:  a  =  °  Sm</9 


166 


4  a 


a  C~  COS  (p  .  ,  ,  . 

,  p  =  - — — — .  La  ecuación  del 


4b 

xa 


yP 


círculo  de  Joachimstal  correspondiente  al  punto  O,  es:  x2  +y2  +xa  +y[3  -  p  +  l±Y  +  1  =  0,  con 

v  m  n 

p  =  m2  +  n2.  Operando,  se  obtiene  la  ecuación  de  la  circunferencia  circunscrita  pedida: 

.2  ,  ,.2  ,  acl  sin  <P  bc2cos(p  c4  f  1  M_fí 
4b2  4 a2  y  16  U2  b2  ) 


X"  +y-  + 


D  109-  Io)  Encontrar  el  lugar  geométrico  del  punto  medio  M  de  la  cuerda  común  de  una  elipse  y  su  círculo 
osculador.  Calcular  el  área  de  esta  curva.  2o)  Hallar  la  envolvente  de  esta  cuerda.  Calcular  el  área  de  esta 
nueva  curva. 


Solución:  Io)  Para  que  cuatro  puntos  de  una  elipse  sean  concíclicos,  la  suma  de  sus  argumentos  ha  de  ser 
nula:  cpi  +  cp2  +  cp^  +  cp4  =  0.  En  el  punto  de  osculación  coinciden  tres  puntos,  luego:  cpi  =  cp2  =  (p 3,  por 
lo  que  (p  4  =  -3<pi.  Las  coordenadas  de  los  extremos  de  la  cuerda  AB  son:  A(a  eos  (p,b  sin  cp), 
B{acos2(p,-bsin2(p),.y  las  de  M  (coscp  +  cos3<p),  y  (sin<p  -  sin3<p)^.  La  ecuación  en  paramétricas 

del  lugar  de  M,  es:  x=  y  (eos (p  +  eos 3<p),  y=  y  (sin<p  -  sin3<p),  o  bien:  x  =  a(2.cos2(p  -  cos(p), 
y  =  u(2sin3<p  -  sin<p).  Eliminando  (p  entre  estas  ecuaciones,  se  tiene  la  ecuación  en  implícitas  del  lugar  de 
M :  (b2x2  +  a2y2)3  -  (a2  -  b2)(b2x2  -  a2y2)2  =  0.  Como,  2L  =  2  eos2  cp  -  eos  (p ,  =  2  sin2  cp  -  sin  cp,  se 

y 

tiene  que  el  área  correspondiente  al  lugar  geométrico  descrito  por  M,  es:  4  J  ydx  = 

n_  ,  0 

2  2 

=  4  j  ab(2.  sin2(p  -  sin (p)(sin(p  -  6 sin (p eos2 (p)d(p  =  4ab  j  (12sin6^  -  16sin4<p  +  5  sin2cp)d(p  =  -yy-- 
o  o 
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x  y  1 

2o)  La  ecuación  de  la  cuerda  AB  es:  acos(p  bsincp  1  =0.  Operando  y  simplificando: 

£7COs3<p  -¿>sin3<p  1 

bx  eos  (p  -  ay  sin  (p  -  ab  eos  2(p  =  0.  La  derivada  de  esta  ecuación,  es:  bx  sin  cp  +  ay  eos  <p  -  lab  sin  2<p  =  0. 
Resolviendo  el  sistema  formado  por  estas  dos  ecuaciones,  se  tiene  la  ecuación  en  paramétricas  de  la 
envolvente  de  la  cuerda  AB:  x  =  a(cos2(pcos(p  +  2sin2(psin(p),y  =  ó(2sin2<pcos<p  -  cos2(psin(p), 
o  bien:  x  =  acos<p(l  +  2sin2<p),  y  =  ¿>sin<p(l  +  2cos2(p).  De  estas  dos  igualdades,  se  obtiene  que: 
ydx  =  3absin2(p(3  -2sin2<p)(l  -2sin 2(p)dcp,  xdy  =  3abeos2(p{\  -  4sin4cp)d(p.  Como  el  diferencial  del 
área,  es:  dS  =  y( xdy -ydx ),  se  tiene  que:  dS  =  ^—(1  -  4sin2(p  +  4sin4^)í/<p.  El  área  de  la  envolvente 

~  2tt 

de  la  cuerda,  es:  S  =  yj—  J  (1  -  4  sin2 (p  +  4  sin4 (p)d(p  =  y  nab .  En  el  siguiente  dibujo  se  incluye  en 

o 

línea  gruesa  el  lugar  geométrico  descrito  por  M,  y  en  línea  fina  la  envolvente  de  la  cuerda  AB,  para  el  caso 

a  =  4,  b  =  2. 


D  110-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  M  tales  que  si  se  trazan  las  tangentes  MA  y  MB  a  la  elipse 

„2  A 

Ay  +  Ay  =  1,  el  círculo  circunscrito  a  AMB  es  tangente  a  la  elipse. 
az  b~ 

Solución:  Sea  M{a,P),  y  sea  (A, ¡i)  el  punto  de  tangencia  T  del  círculo  con  la  elipse.  La  ecuación  de  la 

tangente  en  T  es:  yy  +  yy  -  1  =  0.  La  de  la  polar  de  M  es:  yy  +  yy  -1=0.  Para  que  la  ecuación 
a  b  a  b 

Ay  +  yy  -  1  +  6  ( yy  +  yy  -  1  "1  f  -y y  +  yy  -  1  ^  =  0,  represente  un  círculo,  ha  de  verificarse  que: 
az  b~  V  a~  bz  J  \  az  b~  J 

J_  +  g 2áL  =  _L  +  q RE-,  y  nUe:  Xfí  +  ua  =  0.  De  donde  se  obtiene  que:  9  =  — —y — - yyy  = 

az  a4  b  Ir  aAbz  +  /fiitr  -  a  b~ 

J _ L 

=  — - y — .  Luego,  -aX  +  Pb  +  a2  -  b2  =0.  Por  tanto:  A  =  — ^y-,  q  =  — -J— Como  el 

aX_  _  a2  +  P2  a2  +  P2 

a4  b4 


.  Luego,  -aX  +  /fii  +  a2  -  b2  =0.  Por  tanto:  A  = 


a(a2  -  b 2) 
a2  +  P2 


ir  a2(a2-b2)  p2{a2-b- )  , 

punto  (A ,u)  esta  en  la  elipse:  yy — ,  +  y — n„,,,  =  1.  Por  tanto,  operando,  la  ecuación  del 

(a-  +  p~)~az  ( cr  +  pz)zbz 

lugar  geométrico  pedido  es:  (a2  -  b2)2(b2x2  +  a2y2)  -  a2b2(x2  +  y2)2  =  0.  El  dibujo  del  lugar  se  refiere  al 
caso  a  =  2,  b  =  fie  incluye  en  línea  de  trazos  la  elipse  dada. 
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D  111-  Dada  una  elipse,  hallar:  Io)  El  lugar  de  los  puntos  medios  de  las  cuerdas  normales.  2o)  Lugar  de  los 
polos  de  estas  normales. 


y 


=  1,  es: 


a2x 


b2y 


-  c2  =  0,  de  donde 


Solución:  Io)  La  normal  en  (a,  B),  punto  de  la  elipse  ,  ,  I?  „  0 

a  b  u  p 

2  ^ .  Las  ordenadas  de  los  puntos  de  corte  de  la  normal  con  la  elipse,  vienen  dadas  por: 

2 b2c2a2 


x  = 


a~ 
a2b4 
P2a6  '  b 
2 b2c2a2 
a6p 


b2y 

~T 

\  b'2 


a6p 

-b4c2a2p 


-y- 


c2a2 


a 


-1=0.  La  ordenada  correspondiente  al  punto  medio  es: 


a2b4 

P2a6 


b 2 


a6p2  +  b6a 2 


y  su  abscisa: 


a4c2a.p2 


a6p 2  +  b6a2 


.  Luego, 


y 


-p \  — ,  es  decir  p  =  ^ax 


4 

ay 


Sustituido  este  valor  en  la  ecuación  de  la  normal,  da:  a  = 


a2(b2x2  +  a2y2) 


,P  = 


-b2{b2x2  +  a2y2) 


a2c2y 


b2c2x 

Introducidos  estos  valores  en  la  ecuación  de  la  elipse,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido: 

a2  ,  b2  _  c4 


b4x2 


a4y 2 


C b2x 2  +  a2y2)2 


2o)  Siendo  la  polar  de  (A,u),  -1=0,  identificando  esta 

az  b - 


ecuación  con  la  de  la  normal,  se  obtiene:  A  = 


_  a 


c2a 


P  = 


/  4  4 

-  es  decir:  a  =  — 


c2p 


2 

CÁX 


P  = 


_  -b4 


,  -.  Sustituidos 

C7 

/y  6  ly  6  . 

estos  valores  en  la  ecuación  de  la  elipse,  se  obtiene  el  lugar  de  los  polos  de  las  normales:  +  -^r-  =  c4 . 

x-  y2 

3o)  El  dibujo  se  refiere  al  caso  a  =  2,  b  =  1.  Se  incluye  en  línea  de  trazos  finos  la  elipse  dada,  en  línea 
continua  fina  el  lugar  geométrico  del  punto  1  °,  y  en  línea  continua  gruesa  el  del  punto  2o. 


D  112-  Por  el  foco  de  una  elipse  se  trazan  n  radios  vectores.  Cada  uno  de  ellos  forma  con  el  consecutivo  un 
ángulo  - .  Hallar  el  límite  de  la  media  aritmética  de  las  longitudes  de  los  n  radios  vectores. 


n 

Solución: 


El  número  de  radios  vectores  que  hay  en  el  ángulo  dO,  es 

pclO 


ndO 

2n 


siendo  la  suma  de  sus 


iü  2k  k 

longitudes:  ^pdO,  y  su  media  aritmética:  ^  .  Luego  su  límite  es:  M  =  j  pdO  =  ~jp  \  pdO.  Como 


2  n 


2  n 


P  = 


1  +  ecos  9 

2 p 


n 

introduciendo  este  valor  en  la  integral,  se  tiene  que:  M  =  -¡r  f  - — — jrdO  = 

71  J  1  +  <?COS0 


nj\  -  e2 


arctan 


(!&"! 


2 P 


-e2 


n_ 

2 


jr^2 


D  113-  Se  da  la  elipse  E  =  2E-  +  Z_  =  y  un  punto  M  variable  sobre  ella.  Sean  P,  Q ,  R  los  pies  de  las 

normales  bajadas  desde  M.  Se  consideran  los  círculos  circunscritos  al  triángulo  PQR.  Se  pide:  Io)  Lugar 
geométrico  del  centro  del  círculo.  2o)  Envolvente  de  los  círculos.  3o)  Lugar  de  los  centros  de  los  pares  de 
secantes  comunes  a  círculo  y  elipse. 


Solución:  Io)  La  ecuación  del  círculo  de  Joachimstal  correspondiente  a  M(a,P),  es: 

b  a  a  P  Sustituyendo  en  E, 


C  =  a2b2{x2 +y2)  -  b4ax  -  a4  Py  -  a2b2{a2  +  b2)  =  0.  Su  centro  es  ,  „  ,  ,  ... 

V  2 a~  2b2 

r^— ,  P  =  2l>/ ,  se  tiene  el  lugar  del  centro:  4^-x2  +  ^4- 


los  valores  a  = 


2 ave 


a " 


dp 


a 


■y2-  1  =  0.  2o)  La 


envolvente  de  los  círculos  se  obtiene  eliminando  a,P,  entre  las  cuatro  ecuaciones  siguientes:  C  =  0, 


69 


E  =  O,  -b4x  +  a4y^r~  =  O,  =  0.  Operando,  se  obtiene  la  ecuación  de  dicha  envolvente: 

da  a 2  b2  da 

C'  c'  C1 

a2b2{x 2  +  y2  -  a2  -  b2)2  -  ¿>6x2  -  a6j2  =  0-  3o)  Como,  — f-  =  — =  — f-  =  A,  se  tienen  las  ecuaciones: 

“y  ^Z 

2a2b2x  -  b4a  -  2A^-  =  0,  2a2b2y  -  a4p  -  2 A-pr-  =  0,  ¿4ax  +  a4Py  +  2 a2b2{a2  +  ¿2)  +  2A  =  0.  Entre 
cr  '  o 

2  /^2 

estas  tres  ecuaciones,  teniendo  en  cuenta  que  -^r-  +  dz—  =  1,  se  eliminan  a,B,  A,  obteniéndose  la  ecuación 

a  o 

del  lugar  pedido:  4c4x2y2(66x2  +  a6j2  -  2a4¿>4)  -  a4b4{b2x2  +  a2y2  -  a2b 2)"  =  0.  4o)  El  dibujo  se  refiere 
a  este  lugar  geométrico  para  el  caso  a  =  2,  b  =  1.  Se  ha  incluido  en  línea  de  trazos  finos  la  elipse  dada,  en 
línea  continua  gruesa  el  lugar  geométrico  del  punto  Io,  en  línea  de  trazos  gruesos  el  del  punto  2o  y  en  línea 
fina  continua  el  del  punto  3o. 


D  114-  Se  considera  una  elipse  variable  que  gira  alrededor  de  la  tangente  trazada  en  uno  de  sus  vértices.  La 
elipse  se  proyecta  en  el  plano  horizontal  que  contiene  a  dicha  tangente  fija,  según  una  circunferencia 
tangente  a  la  citada  tangente.  Hallar  el  lugar  de  los  focos  de  la  elipse  variable. 

Solución:  El  cilindro  x2  +y2  -2 Ry  =  0  admite,  al  ser  cortado  por  los  planos  z  +  Ay  =  0,  cónicas 

tangentes  al  eje  OX,  cuya  proyección  sobre  el  plano  horizontal,  es  una  circunferencia  tangente  al  eje  OX. 
La  ecuación  de  la  elipse  es:  x2  +  y2  -  2 Ry  =  0,  z  +  Ay  =  0.  Las  coordenadas  de  sus  focos  son  (0 ,/?,/), 
luego:  y  +  Afi  =  0.  Obligando  a  la  tangencia  con  el  cono  isótropo  de  vértice  (0 ,/?,/),  se  tiene  la  ecuación 
pedida:  (y2  +z2)(y-  2 R)  +  R2y  =  0,  x  =  0  (estrofoide  recta). 


D  115-  Calcular  en  función  de  los  semiejes  de  una  elipse  y  de  la  distancia  d  de  su  centro  a  la  tangente  en  el 
punto  P  de  la  elipse,  la  longitud  /  de  la  cuerda  normal  en  P. 


—h2rt  n2h 2 

Solución:  Siendo  P(a,B),  la  tangente  en  P  es:  y  -  B  =  (x  -  a).  Luego  d  = 

a  P  Jb4a2  +  a4p2 


de 


donde:  b4a2  +  a4f52  = 


7,4  n2r 

-  .  La  normal  en  P  es-  J4-^L 


b2y 


d2 


-  c2  =  0,  siendo  a2b2  +  P2a2  =  a2b2.  La 


l2  _  f  b4c2a2[3  +  a6fi2  +  b6a2[3 
a6p2  +  b6a2 


expresión:  = 


a  ¡3 
a4c2ap2  -  b6a 3  -  a6ap 2 
a6p 2  +  b6a2 


determina  la  longitud  / 

l2(a6P2  +  a2b6)2 


de  la  cuerda  normal  a  la  elipse  en  su  punto  P.  Operando,  se  obtiene  que: 

-r 

=  a4p2(a2b4  +  a4p2)2  +  a2b4(P2a4  +  a2b4)2  =  (a2b4  +  a4p2)3  =  — .  De  donde  despejando  /,  se 

tiene:  1  =  ■  O  bien:  /  =  2fl2¿2 


d2(a6p2  +  a2b 6) 


d(a2  +  b2  -  d2) 


D  116-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  las  proyecciones  del  centro  de  la  elipse  sobre  las  normales.  Calcular  el 
área  del  lugar. 


Solución: 

2 

-  +  ÍL 

2 


„2  y1  n2x 

Sea  la  elipse:  -Xr  +  =  1.  La  normal  en  (a,p)  es: 

a1  bz 


a 


b2y 


-  c2  =  0,  siendo 


jy2  _  l2n 

=  1 .  La  perpendicular  desde  el  centro  a  la  normal  es:  y  =  ,  „  x.  La  proyección  del  centro 

b¿  '  a¿p 


a 


sobre  la  normal,  es: 


x  ■ 


y 


-b2 


(y+f) 


.  Introduciendo  estas  coordenadas  en  la  ecuación  de 


la  elipse,  se  tiene  el  lugar  pedido:  a2 


2f  x  +y 


2  \  2 


if  x~  +y 
y 


2  \2 


=  c4.  O  bien,  en  polares: 
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p2  = 


c4sin2flcos2fl 
fl2sin20  +  b2cos29 


El  área  pedida  es:  A  =  2  j 


+* sinWD  M_  Se  ha 

a2  snr@  +  Zr  cos20  2 


dibujado  el  lugar  pedido  para  el  caso  a  =  2,  b  =  1,  incluyéndose  en  puntos  la  elipse  dada. 


D  117-  Circunscribir  a  un  triángulo  la  elipse  de  superficie  mínima. 

Solución:  Siendo  (a,  ¡5)  las  coordenadas  de  su  centro,  la  ecuación  cartesiana  general  de  la  elipse  es: 
A(x  -  a)2  +  2B(x  -  a)(y  -  ¡5)  +  C(y  -  ¡5)2  +  1  =0.  Sean  los  vértices  del  triángulo:  (0,0),  (p,  0),  (0 ,q). 
Por  pasar  la  elipse  por  (0,0),  se  tiene:  Aa2  +  2 afiB  +  Cp2  +  1=0.  Por  pasar  por  el  punto  (p,0),  se  tiene: 
A(p  -  a)2  -  2[5B(p  -  a)  +  C/32  +  1  =  0.  Por  pasar  por  el  punto  (0,q),  se  tiene:  Aa2  -  2aB(q  -  ¡3)  + 

\  2  i  1  —  n  D  a  íin+ís  í'ií'+a  m  n  cía  tiatian  l/*\n  ,7n1rti"aíi-  A  —  ^  ^ 


+C(q  -  P)2  +  1=0.  Resolviendo  este  sistema,  se  tienen  los  siguientes  valores:  A  = 
(2a-p){2p-q)  c=  -{2.a -p) 


B  = 


Ii  — 


2 aP(pP  +  qa  - pq) 
A 33  _  AC-B 2 
sin20 


a{pP  +  qa  -  pq)  ’ 
En  consecuencia,  el  invariante  h  de  la  elipse  es: 


P(fP  +  qa  ~ pq) 

— ^ - .  Y  como  dicho  invariante  correspondiente  a  la  elipse  canónica,  es:  }  ^ 

sin-0  a~b2 

2  at  _  n 2 


n 

S2 


donde  S  es  la  superficie  de  la  elipse,  se  tiene:  B  Luego,  S  =  — ?rsin0_^  ^  mínimo  de 

5-  sin-0  (AC-B2)  2 

S  le  corresponde  el  máximo  de  AC  -  B2.  Operando  se  llega  a:  2 qa  +  pP  -pq  =  0,  2 pP  +  qa  -pq  =  0.  De 
donde:  a  =  y,  P  =  y.  La  superficie  es:  S  =  pqúnO.  El  centro  de  la  elipse  es  el  centro  de 
gravedad  del  triángulo  dado.  Si  se  hace:  p2  +  q2  +  2pqún(6  -  30°)  =  P2,p 2  +  q2  -  2pqún(6  +  30°)  =  Q 2, 
los  semiejes  de  la  elipse  son:  ^  ^  —  y  ^  @  . 


D  1 18-  Demostrar  que  en  toda  elipse  existen  tres  puntos  tales  que  sus  círculos  osculadores  pasan  por  un  punto 
dado  de  la  curva.  Demostrar  que  estos  tres  puntos  pertenecen  a  un  círculo  que  pasa  por  el  punto  dado,  y 
forman  un  triángulo  cuyas  medianas  se  cortan  en  el  centro  de  la  elipse. 


Solución:  La  condición  para  que  cuatro  puntos  de  la  elipse  sean  concíclicos,  consiste  en  que  la  suma  de 
sus  argumentos  sea  nula,  o  igual  a  2n.  Luego  se  tiene  para  cada  uno  de  los  tres  puntos:  3(pi  +  (p 4  =  2 n, 
3cp2  +  (p4  =  2n,  3^)3  +  (p 4  =  2n.  Sumando:  3(<pi  +  q>2  +  q>3  +  (p 4)  =  6n,  es  decir  que  los  tres  puntos  son 
concíclicos  con  un  cuarto  punto  dado,  y  los  tres  círculos  osculadores  pasan  por  este  punto  dado  de  la 
elipse.  Las  coordenadas  de  los  vértices  del  triángulo  formado  por  los  tres  puntos  de  osculación,  son: 


jci  =  a  eos 


y  3  =  ó  sin 

yi  +yi 

y=  ¿ — v 


2n  -  <p 4 
6n  -  (p4 


y  1  =  ó  sin 


2n  -  q>4 


X2  =  «eos 


An  -  (p  4 


y  2  =  b  sin 


An  -  (p 4 


3 

-y  3 


Luego  las  coordenadas  de  su 
=  0,  es  decir,  el  centro  de  la  elipse. 


^  J  Z  ^ 

centro  de  gravedad,  son: 


x  = 


X3  =  fleos 

Xl 


■X2 


6  n  -  (p  4 
3  ’ 

=  0, 


D  119-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  desde  los  cuales,  dos  de  las  normales  trazadas  desde  ellos  a  la 
elipse  canónica,  forman  ángulos  iguales,  una  de  las  normales  con  la  dirección  positiva  del  eje  OX,  y  la 
otra  con  la  dirección  positiva  del  eje  O  Y. 

Solución:  Sea  (a,P)  el  punto  por  el  que  pasan  las  rectas:  y-  P  =  m(x  -  a),  y  -  P  =  ~f¡p(x  -  a),  que  han 

n2  h 2 

de  ser  normales  a  la  elipse.  Luego  se  ha  de  tener  que:  - ^ - 1 - -. - c4  =  0,  y 

nv  _ 1 _ 

(- ma  +  P )2  (- ma  +  P )2 
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c4  =  0.  Eliminando  m,  y  sustituyendo  (a, (5)  por  (x,y),  se  tiene  el  lugar 


a2 _ , _ b2 

_ i _  m2 1 

(-a  +  m[3 ) 2  (-a  +  m  ¡3 ) 2 

pedido:  (x2  -y2){b2x2  +  a2y2)2  -  c2[b2x2  -  a2y2)2  =  0.  El  dibujo  del  lugar  se  refiere  al  caso  a  =  2, 
b  =  1 ,  e  incluye  en  línea  de  trazos  la  elipse  dada. 


D  120-  Desde  un  punto  M  de  una  elipse  se  bajan  las  perpendiculares  MP  y  MQ  sobre  los  ejes.  Hallar  las 
envolventes  de  los  círculos  de  centros  P  y  Q,  y  que  pasan  por  M. 

Solución:  Sean:  M(acos@,¿>sin60,  P(acos@,0),  Q{0,bún6).  La  circunferencia  de  centro  P  es: 

{x-  a cos@)2  +y2  -b2sin20  =  0.  Derivando  respecto  a  9,  se  tiene:  eos 0  =  2a* >  4ue  sustituido  en  la 

ecuación  del  círculo,  se  obtiene  su  envolvente:  b2x2  +  (a2  +  b2)y2  -  b2(a2  +  b2)  =  0.  Procediendo 
análogamente  con  el  círculo  de  centro  Q,  se  obtiene  la  envolvente:  ( a 2  +  b2)x 2  +  a2y2  -  a2 (a2  +  b2)  =  0. 
Ambas  elipses  son  concéntricas  con  la  dada. 


D  121-  Tres  radios  vectores  parten  del  mismo  foco  de  una  elipse,  siendo  sus  longitudes  rx  =2 ,  r2  =  4, 
r3  =  8.  Los  ángulos  que  forman  entre  sí,  son:  nri  =  y,  rín  =  n.  Hallar  las  longitudes  de  los  semiejes. 


Solución: 

P 


1  - eún6 


Sea  la  elipse  p  = 


=  4,  r3  = 


1 


ecos  o) 
P 


r\  = 


1  +  ecos# 


=  2,  r2  = 


1  +  ecos 


e  =  ¡2-  =  c_  = 

V  5  a 


1  +  ecos(0  +  n) 
•Ja2  -  b 2 


(9+í) 

.  „  =  8.  Resolviendo  este  sistema:  p  =  =  -u—, 

1  -  ecos0  5  a 


.  Luego  a  =  ,  b  = 


16/T5- 

15 


D  122-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  tales  que,  trazando  por  cada  uno  de  ellos,  tangentes  a  la 
elipse,  una  de  ellas  sea  perpendicular  a  la  cuerda  de  los  contactos. 


Solución:  Sea  el  punto  P(a,B).  Su  polar  es:  -  1  =  0.  La  ecuación  de  la  recta  perpendicular 

a¿  b 


a- [i 


por  P  a  la  polar,  es:  y  -  B  =  —J—  (x  -  a).  Obligando  a  que  dicha  recta  sea  tangente  a  la  elipse,  se  tiene: 

b~a 


a2a4p 2  +b2b4a2  -a2p2{a2  -b2)  =  0.  Por  tanto,  sustituyendo  {a, ¡3)  por  (x,y),  se  tiene  la  ecuación  del 
lugar  pedido:  b6x2  +  a6y2  -x2y2{a2  -  b2)2  =  0.  El  dibujo  del  lugar  se  refiere  al  caso  a  =  2,  b  =  1,  e 
incluye  en  línea  fina  la  elipse  dada. 
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D  123-  Se  dan  dos  rectas  fijas  perpendiculares  entre  sí.  Una  elipse  se  mueve  conservándose  siempre 
bitangente  a  dichas  rectas.  Hallar  el  lugar  geométrico  del  centro  de  la  elipse  y  de  sus  focos. 

Solución: 


Siendo  P  y  P',  los  pies  de  las  perpendiculares  trazadas  desde  los  focos  F  y  F'  sobre  una  tangente,  se  tiene: 
FP-F’P'  =  b1.  Siendo  los  ejes  coordenados  las  dos  rectas  perpendiculares  tangentes  (ver  dibujo),  se 
tiene:  FPV  •  F'P[,  =  aa'  =  b2,  FPX  •  F'P'X  =  fifi'  =  b2.  Y  como  en  el  triángulo  FF'A,  se  tiene: 

FA2  +  F’A1  =  FF’2,  es  decir:  (a  -  a')2  +  (¡5  -  ¡5')1  =  4c2,  sustituyendo:  a1  =  p1  =  y  cambiando 

a,  P  por  x,  y,  el  lugar  de  los  focos  es:  (x2  +y2)(x2y2  +  b 4)  -  4a2x2y2  =  0.  El  centro  O  está  en  el  círculo 
de  Monge,  de  radio  2  +  b 2 .  Luego  su  lugar  es:  x2+y2-a2-b 2  =  0.  Se  ha  dibujado  el  lugar 
geométrico  de  los  focos  de  la  elipse  para  el  caso  a  =  2,  b  =  1 . 


D  124-  Se  da  la  elipse  E  =  +  Z_  =  1,  y  el  círculo  C  =  (x  -  a) 


(y  -  P)2  =  R2.  Io)  Hallar  el  lugar 


=  xi  +  z: 

a 2  b2 

geométrico  de  los  puntos  que  tienen  la  misma  polar  respecto  a£yC,  cuando  varía  R.  2o)  Hallar  el  lugar 
de  los  centros  de  C  para  un  valor  dado  de  R,  cuando  la  recta  que  une  dos  de  los  cuatro  puntos  comunes  de 
E  y  C,  es  perpendicular  a  la  que  une  los  otros  dos  puntos. 

y 


Solución: 


Io)  Por  ser  la  misma  polar,  se  tiene: 


x 

«2 


_  b2 


1 


x  a  y- P  a{x  -  a)  +  piy  -  P)  +  R2 
Eliminando  R,  se  tiene  el  lugar  pedido:  (a2  -  b2)xy  +  b2Px  -  a2 ay  =  0.  2°)  La  ecuación  de  C  +  2E  =  0, 


es: 


1  +  )x2 

a *■ 


1 


-py  )y2  -  2ax  -  2 Py  -  A 
b 


a - 


■  p2  R2  —  0.  Obligando  a  que  esta  cónica 


degenere  en  dos  rectas  que  han  de  ser  perpendiculares  entre  sí,  se  tiene,  primero,  que  la  suma  de  los 

2  2  —2n2h2 

-Ar  +  1  +  =  0,  es  decir  A  =  r1  ’  ,  y  segundo,  que  el  determinante  A  sea  nulo,  es 

a~  b  az  +  b¿ 


coeficientes:  1 


decir,  cambiando  a,  P  por  x,  y: 


a 2  -  b2 
a 2  +  b2 

0 

-x 


a~ 

0 

b2  -  a2 
b2  +  a 2 

-y 


-x 


-y 


la  ecuación  pedida:  2 b~x~  -  2 a~y2  +  (ir  -  b~)R-  - 


x2  +y2  R2  -t 
2 a2b2(a2  -  b2) 


2  a2b2 


=  0.  Operando,  se  tiene 


=  0.  Se  trata  de  una  hipérbola  que 

„  „  u~  -t-  u~ 

o  2  u2 

degenera  para  R2  =  °1  ,  en  dos  rectas:  bx  ±  ay  =  0.  3o)  Se  han  dibujado  los  lugares  geométricos  para 

a  »  b 

el  caso  a  =  2,  b  =  a  =  P  =  R  =  l:  en  línea  de  trazos  finos  la  elipse  y  la  circunferencia  dadas,  en  línea 
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continua  gruesa  el  lugar  del  punto  Io,  y  en  línea  de  trazos  gruesos  el  del  punto  2o. 


D  125-  Hallar  la  máxima  distancia  del  centro  de  una  elipse  a  una  de  sus  normales. 


Solución:  La  ecuación  de  la  normal  en  (a,  (3)  es: 


a2x  _  b'y 
a 


normal,  es:  d  = 


cr 


¿i 

P2 


-.  Siendo 


or 


P2 


P 


=  1,  d  = 


-  c2  =  0.  La  distancia  del  centro  a  la 


.  Luego  se  trata 


cr 


a2  -  a 2 


ijF 


de  encontrar  el  mínimo  de  la  función  F  =  - 

2  a 

F  =  ^b)  Luego  la  distancia  máxima  es:  d  = 

a~ 


a2  -  a 2 


.  Derivando  e  igualando  a  0,  se  tiene  que 


=  a-  b. 


( a  +  b)~ 


D  126-  Demostrar  que:  Io)  En  una  elipse  se  pueden  inscribir  infinitos  triángulos  cuyo  centro  de  gravedad  sea 
el  de  la  elipse.  2o)  Que  todos  están  circunscritos  a  una  misma  elipse.  3o)  Que  son  equivalentes.  4o)  Que  la 
suma  de  los  cuadrados  de  sus  lados,  es  constante. 


Solución:  Io)  Sean  los  tres  vértices  (a  eos  a,  ó  sin  a),  (a  eos  P,  b  sin  [3),  (neos  y,  ¿sin  y).  Su  centro  de 

gravedad  es  |^y(cosa  +  cos/1  +  cosy),  y (sina  +  sin/1  +  siny)  J.  Como  el  centro  de  gravedad  es  el 

centro  de  la  elipse:  cosa  +  eos (3  +  cosy  =  0,  sina  +  sin [3  +  siny  =  0.  Sumando  las  igualdades 
cos2a  =  (- eos ¡3  -  cosy)2,  sin2a  =  (- sin [3  -  siny)2,  se  tiene:  1  =  2cos (/J-y),  es  decir  P~y  =  120°. 
Análogamente:  y  -  a  =  120°,  a  -  (3  =  120°.  Luego  hay  infinitos  triángulos  que  cumplen  la  condición  del 
enunciado,  siendo  las  diferencias  de  los  argumentos  de  sus  vértices  iguales  a  120°.  2o)  Aplicando  una 


afinidad  de  módulo  M  = 


1 

0 

0 


0  0 
b.  o 

a 

0  1 


b_ 

a  ’ 


la  elipse  se  transforma  en  su  círculo  principal,  y  los 


triángulos  en  equiláteros,  circunscritos  a  un  círculo  de  radio  y.  Deshaciendo  la  afinidad,  este  círculo  se 

,2  3j3  a2 


transforma  en  la  elipse  +  Z_  =  J-  30)  El  área  de  los  triángulos  equiláteros  es: 


1 


a “  b2  4 

área  de  los  triángulos,  tras  deshacer  la  afinidad: 


siendo  el 


3jJa2  , ,  3j3ab  . 

— - M  =  — - .  Luego  estos  triángulos  son 


equivalentes.  4o)  La  expresión  correspondiente  a  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  lados,  es  la  siguiente: 
[acosa  -  acos(a  +  120o)]2  +  [asina  -  asin(a  +  120o)]2  +  [acosa  -  acos(a  -  120o)]2  + 

+[asina  -  asin(a  -  120o)]2  +  [acos(a  +  120°)  -  acos(a  -  120o)]2  +  [asin(a  +  120°)  -  asin(a  -  120o)]2  = 
=  y  (a2  +  b2),  que  es  constante. 


D  127-  Por  un  punto  se  trazan  dos  rectas  paralelas  a  las  bisectrices  de  los  ejes  de  la  elipse  canónica. 

Se  pide:  Io)  Ecuación  del  haz  de  cónicas  que  pasan  por  los  puntos  de  intersección  de  la  elipse  con  dichas 
rectas.  2o)  Lugar  geométrico  de  los  centros  de  estas  cónicas,  separando  el  lugar  de  los  centros 
correspondientes  a  elipses  de  los  correspondientes  a  hipérbolas. 

Solución:  Io)  Siendo  la  elipse  canónica:  b2x2  +  a2y2  -  a2b 2  =  0,  y  siendo  la  ecuación  del  conjunto  de 
las  rectas  paralelas  a  las  bisectrices  trazadas  por  P:  (x :  -  A)2  -  (y  -  /u)2  =  0,  la  ecuación  del  haz  de  cónicas 
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es:  O  =  b2x2  +  a2y2  -  a2b2  +  0\_{x  -  A)2  -  (y  -  /u)2  ]  =  0.  2o)  Luego:  O'-  =  2b2x  +  29{x  -  A)  =  0, 

O',  =  2a2y  +  26(y  -  [i)  =  0.  Eliminando  9,  se  tiene  la  ecuación  pedida:  (a2  +  b2)xy  -  b2 /ve  -  a2 Ay  =  0 
(hipérbola  equilátera  que  pasa  por  el  origen  y  por  P ).  Como  en  la  ecuación  del  haz,  se  tiene: 


^33 


b2  +  e  o 

0  a2  -9 


( b 2  +  9){a2  -  9),  la  cónica  es  elipse  si  (¿>2  +  9){a2  -  9)  >  0,  y  es  hipérbola  si 


(¿2  +9){a 2  -9)  <  0.  Para  9  =  0,  la  cónica  es  una  elipse  cuyo  centro  es  el  origen.  Luego  la  rama  de  la 
hipérbola  equilátera  que  pasa  por  el  origen,  corresponde  a  centros  de  elipse,  y  la  rama  que  pasa  por  P 
corresponde  a  centros  de  hipérbola. 


75 


76 


HIPÉRBOLA 


D  128-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  medios  de  las  cuerdas  de  la  hipérbola  2 xy  =  c2,  cuya  longitud 
es  constante  e  igual  a  2 d. 


Solución 


m:  Sean  dos  puntos  de  la  hipérbola  (ca,  ^c/3,  -4L-^,  siendo  su  punto  medio  ( x,y ).  Luego  se 

.  De  donde  se  obtiene  que:  a  +  ¡3  =  a¡3  =  Como 


verifica  que:  2x  =  c(a  +  ¡3),  2 y  = 


c(a  +  (3) 


(ca  -  cf3)¿ 


=  4 d2,  introduciendo  en  esta  ecuación  los  valores  anteriores  y  operando,  se 


~  v  UV11UV  ov  uuuviiv  q  uv  .  ia  i  ^  .  va.  - 

2a¡3  c  2y 

'_c_  ACV- 
2a  2(3  J 

tiene:  (2 xy  -  c2)(x2  +y2)  -  2 d2xy  =  0.  Se  ha  dibujado  este  lugar  para  el  caso  c  =  1,  d  =  2;  se  ha  incluido 
en  puntos  la  hipérbola  dada. 


D  129-  Se  da  un  número  primo  p  que  es  la  base  de  un  triángulo.  Uno  de  los  ángulos  adyacentes  es  de  60°. 
Encontrar  los  otros  dos  lados  sabiendo  que  son  números  enteros. 

Solución:  x2  =  y2  +  p2  -  2pycos60°  =  y2  -py  +  p2.  La  curva  x2  -y2  - p 2  +py  =  0,  es  una  hipérbola  de 
centro  (o,  y  ^  y  cuyas  asíntotas  son:  x  -  y  +  y  =  0,  x  +  y  -  y  =  0.  Por  tanto,  se  tiene  que  cumplir  que: 
(2x  -  2y  +  y>)(2x  +  2y  - p )  =  3 p2.  Se  dan  los  siguientes  casos: 

Caso  a):  2x  -  2 y  +p  =  1,  2x  +  2 y-p  =  3 p2,  de  donde:  x  =  ,  y  =  ^  + ^ — —  •  Las  soluciones 

se  recogen  en  el  siguiente  cuadro: 


p 

i 

3 

5 

7 

11 

X 

i 

7 

19 

37 

91 

y 

i 

8 

21 

40 

96 

- 1_  3  ~ (-  2 id  —  3 

Caso  b):  2x  -  2 y+p  =  3,  2x  +  2y -p  =  p2,  de  donde:  x  =  ?  y  =  - .  Las  soluciones  se 

recogen  en  el  siguiente  cuadro: 


P 

3 

5 

7 

11 

13 

X 

3 

7 

13 

31 

43 

y 

3 

8 

15 

35 

48 

Caso  c):  2x-2 y+p  =  p,  2x  +  2 y-p  =  3 p,  de  donde:  x  =  p,  y  =  p.  Las  soluciones  se  recogen  en  el 
siguiente  cuadro: 


P 

i 

2 

3 

5 

7 

X 

i 

2 

3 

5 

7 

y 

i 

2 

3 

5 

7 

Caso  d):  2x  -  2 y+p 
Caso  e):  2x  -  2 y+p  = 

Caso  f):  2x  -  2 y+p 


■■  3 p,  2x  +  2y -p  = 
p2,  2x  +  2 y-p  = 

=  3 p2,  2x  +  2y -p 


p,  de  donde:  x  =  y  =  p,  como  en  el  caso  c. 


3  +  p- 


3,  de  donde:  x  = 

=  1,  de  donde:  x  = 


p 

,y=  — 


2p  -  3 


,  como  en  el  caso  b. 


3 p2 


y  = 


1+2 p-  3 p2 


solución  no 
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válida,  pues  para  p  >  1,  y  <  0. 

D  130-  Hallar  la  ecuación  general  de  la  hipérbola  equilátera  que  tiene  por  centro  el  origen  (0,0),  y  pasa  por 
(2, 0).  Hallar  el  lugar  geométrico  de  sus  vértices. 

Solución:  Las  asíntotas  son:  y  -  mx  =  0,  x  +  my  =  0.  La  ecuación  general  es:  (y  -  mx)(x  +  my)  +  2  =  0. 
Por  pasar  por  (2,0),  2  =  4.  Luego  la  ecuación  de  la  hipérbola  equilátera  es: 

m(x2  -y2)  +  (m2  -  l)xy-  4 m  =  0.  Los  ejes  son:  y  =  m  ~  \  x,  y  =  -  m+  \  x,  de  donde  m  =  4 — 4-, 

Sustituyendo  este  valor,  se  tiene  el  lugar  pedido:  x4  +  2x2y2  +  y4  -  4x2  +  4y2  =  0  (lemniscata),  cuyo 
dibujo  se  incluye  a  continuación: 


D  131-  Se  considera  la  hipérbola  que  tiene  por  asíntota  el  eje  OY,  pasa  por  (a,  0),  y  tiene  un  foco  en  el  eje  OX. 
Se  pide  Io)  Ecuación  general  de  la  hipérbola.  2o)  Lugar  geométrico  del  punto  de  intersección  de  la 
directriz  correspondiente  al  foco  citado,  con  la  otra  asíntota. 


Solución:  Io)  Se  tiene:  foco  (a,0),  centro  (0,/l),  eje:  ¡5x  +  ay  -  a¡5  =  0,  asíntota:  x  =  0,  segunda  asíntota: 

a  _  P  „  Tr,  lU^A^U^lr,  ^  Í,  ,  a  _  P 


y 


2  a/3 


-x  -  P  =  0.  La  ecuación  de  la  hipérbola  es:  x[y- 

aP 


2  aP 


x  -  P  +2  =  0.  Para  que 


y  =  ±i(x  -  a),  sea  tangente,  se  tiene:  A  =  Para  que  pase  por  (a,  0),  p  =  ^aa  ■  La  ecuación  pedida 

es:  a(a  -  2a)x2  -  2a(a  -  a)xy  +  2a2ax  -  a2a2  =  0.  2o)  La  directriz  es:  xfx  +  yfy  +  zfz  =  0,  es  decir: 

d(x  —  v) 

{a  -  a)x  +  ay  =  0,  de  donde:  a  =  XJ-  Sustituyendo  en  la  ecuación  de  la  segunda  asíntota  los 
valores  de  a  y  p,  se  tiene  el  lugar  pedido:  x2  +  y2  -  2 ax  +  2 ay  =  0.  Si  se  toma  para  p  el  valor  aaaa  ,  la 
ecuación  del  lugar  es:  x2  +  y2  -  2 ax  +  2 ay  =  0.  Es  decir,  el  lugar  es  x2  +  y2  -  2 ax  ±  2 ay  =  0. 


D  132-  Se  considera  una  hipérbola  equilátera  y  una  circunferencia  tangente  a  las  dos  asíntotas.  Hallar  el  lugar 
geométrico  de  los  puntos  de  intersección  de  las  tangentes  al  círculo,  trazadas  desde  las  proyecciones  de  un 
punto  A  de  la  hipérbola  sobre  sus  asíntotas. 


Solución:  Siendo  ortogonales  las  asíntotas  de  la  hipérbola  equilátera,  se  toman  como  ejes  coordenados, 
con  lo  que  su  ecuación  es:  xy  -  a  =  0,  y  la  ecuación  de  la  circunferencia  en  coordenadas  homogéneas  es: 
J[x,y,z )  =  x2  +  y2  -  2 bxz  -  2 byz  +  b2z 2  =  0,  en  donde  a  y  b  son  valores  conocidos.  Siendo  ( a,p,y )  un 
punto  del  lugar,  la  ecuación  del  conjunto  de  las  tangentes  a  la  circunferencia,  trazadas  desde  él,  es: 
( xfa  +yfp  +zfr )2  -  4/(x,y,z)  */(a,/l,y)  =  0.  Cortando  el  conjunto  de  las  tangentes  por  y  =  0,  se  tiene: 
{xfa  +zfy )2  -4/(x,0 ,z)  ’f{a,p,y)  =  0.  Desarrollando  esta  ecuación,  se  tiene  que  el  producto  de  sus  dos 


raíces  es:  X1X2  = 


f2  -4/0,0,  !)•/(«,  P,  y) 


2b2a 


Procediendo  análogamente  para  x  =  0,  se  tiene 


que:  y¡y2  = 


f2-4A\,0,0)-Aa,p,j)  2  b-p 

f?-4A0,0A)'Aa,P,r)  _  2b2p 


fp  -  4/(0, 1,0)  */(a,/?,y) 


2b-  a 


tiene  que:  xiyi  =  xyyi  =  a ,  el  producto:  xiyiX2j2  =  a2,  por  lo  que  se  tiene  que: 


4  apb4 


=  a~ 


Sustituyendo  ( a,P )  por  (x,y),  la  ecuación  pedida  es:  (4b4  -  a2)xy  - 
de  una  hipérbola  equilátera  con  centro  en  la  primera  bisectriz. 


(2b-p)(2b-a) 

2 a2bx  +  2 a2by  -  4 a2b2  =  0.  Se  trata 


D  133-  Hallar  la  ecuación  de  la  hipérbola  equilátera  definida  por  el  foco  (-1,2)  y  su  directriz  y  -  x  =  0. 

Solución:  La  ecuación  focal  es:  (x  +  1  )2  +  (y  -  2)2  =  2(y  -  x)2.  Siendo  e2  =  2k  =  2,  k  =  1 .  La  ecuación 
es:  2xy  +  2x  -  4y  +  5  =  0. 


D  134-  Hallar  la  ecuación  de  la  hipérbola  que  tiene  por  asíntotas  las  rectas  x+y+1  =  0,  2x  -  y  +  2  =  0,  y 
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que  pasa  por  el  origen. 

Solución:  (x  +  y  +  1 ) (2x  -y  +  2)  =  2,  es  decir:  2x2  -y2  +xy  +  Ax  + y  =  0. 


D  135-  Io)  Hallar  la  ecuación  general  de  las  hipérbolas  de  vértice  el  origen  de  coordenadas,  siendo  la  recta 
x  -  a  =  0,  una  de  sus  asíntotas.  2o)  Hallar  el  lugar  de  la  proyección  del  segundo  vértice  sobre  la  segunda 
asíntota.  3  o)  Hallar  el  lugar  de  los  focos. 


Solución:  Io)  Sea  (a,  A)  el  centro  de  la  hipérbola.  Su  eje  es:  he -ay  =  0.  La  segunda  asíntota  es  la 

simétrica  de  x-a  =  0  respecta  al  eje,  es  decir:  (a2  -  X2)x  +  2aXy  -  a3  -  aX2  =  0.  La  ecuación  de  la 
hipérbola  es:  (x  -  a)[(a2  -  X2)x  +  2aXy  -  a3  -  aX2]  + /u  =  0.  Obligando  a  que  pase  por  (0,0): 
(a2  -  X2)x2  +  2aXxy  -  2a3x  -  2a2Xy  =  0.  2o)  El  segundo  vértice  es  (2a, 2X),  y  las  coordenadas  de  la 


proyección: 


a(a2  +  3X2)  2X3 


.  Eliminando  X,  se  obtiene  la  ecuación  del  lugar  de  la  proyección: 


Cl  +  A  ü.  ~r  A 

(x2  +y2)(x  -  3 a)  +  a2(3x  -  a)  =  0.  3o)  Las  coordenadas  del  foco  son  F(a¡j.,X¡j.).  Haciendo  que  las  rectas 
isótropas  que  pasan  por  F  sean  tangentes  a  la  hipérbola,  se  tiene  el  lugar:  y2(x  -  2a)  -  a2x  =  0.  4o)  Se  han 
dibujado  los  lugares  geométricos  para  el  caso  a  =  1,  en  línea  continua  el  lugar  del  punto  2o,  y  en  línea  de 
trazos  el  del  punto  3o. 


D  136-  Se  considera  la  hipérbola  x2  -y2  =  a2,  y  una  infinidad  de  círculos  concéntricos  con  ella.  A  cada  uno 
de  estos  círculos  se  le  trazan  las  tangentes  que  sean,  simultáneamente,  normales  a  la  hipérbola.  Hallar  el 
lugar  geométrico  del  punto  medio  de  los  puntos  de  contacto  y  de  incidencia. 


Solución:  Sea  un  punto  de  la  hipérbola:  ÍX,  JX2  -  a2  ) .  La  ecuación  de  la  normal  en  este  punto,  es: 
Xy  +  JX2  -  a2  x  -  2XjX2  -  a2  =  0.  Su  perpendicular  desde  el  origen  es:  y  =  ^  -x.  Ambas  rectas 

f  2 X(X2  -  a1)  2X2JX2  -  a2 


JX2  -  a2 


se  cortan  en: 


^  2A2  - 1 


2x  =  X 


2X(X2  -  a2) 


2 y  =  JX2  -  a 


2X2  -  a2  j 

2  2X2y¡X2  -  a2 


Las  coordenadas  del  punto  medio  vienen  dadas  por: 


.  Eliminando  X,  se  obtiene  el  lugar  pedido: 


2A2  -  a2  ’7  v  2 X2-a2 

4(x2  +y2)  (x2  -  y2)  =  u2[3(x2  -y2)  -  a2]  .  Se  ha  dibujado  este  lugar  para  el  caso  a  =  1,  incluyendo  en 
trazos  la  hipérbola  dada. 


D  137-  En  ejes  rectangulares  se  da  el  punto  A  sobre  OX,  y  el  punto  B  sobre  OY.  Por  A  se  traza  una  recta 
cualquiera  AR  de  coeficiente  angular  m.  Se  pide:  Io)  Ecuación  de  la  hipérbola  7/  tangente  a  OX  en  el 
origen  O  de  coordenadas,  que  pasa  por  B,  y  de  asíntota  AR.  2o)  Al  variar  m,  hallar  el  lugar  del  punto  de 
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encuentro  de  la  tangente  en  B  a  la  hipérbola,  con  la  asíntota  AR.  3o)  Se  considera  el  círculo  que  pasa  por 
OAB,  y  que  corta  a  la  hipérbola  en  OBPQ.  Hallar  la  ecuación  de  PQ  y  el  lugar  del  punto  de  intersección 
de  PQ  con  AR. 

Solución:  Io)  Sea  A(a, 0),  B(0,b),  AR=y  =  m{x-a).  La  ecuación  de  la  hipérbola,  es: 

H  =  y(y-  mx  +  am)  +  X(y-  mx)2  =  0.  Por  pasar  por  B,  X  =  ~  am  ,  con  lo  que  se  tiene  que: 

H  =  ( bm  +  am2)x2  —  {b  +  2 am)xy  +  ay2  -  aby  =  0.  2o)  La  tangente  trazada  en  B  es:  y  -  b  =  ^  +  j~am  x. 

Eliminando  m  entre  esta  ecuación  y  la  de  AR,  se  tiene  el  lugar  pedido:  bx2  +  axy  +  a2y  -  crb  =  0.  3°)  La 
ecuación  del  círculo  es:  T  =  x2  +  y2  -  ax  -  by  =  0.  Se  tiene;  H+  pT  =  x  •  PQ.  Como  p  =  -a,  la  ecuación 
de  PQ  es:  {am2  +  bm  -  a)x  -  (2am  +  b)y  +  a2  =  0.E1  lugar  de  la  intersección  de  PQ  con  AR,  es: 
ax 3  -  2 bx2y  -  3axy2  -  3 a2x2  +  3 abxy  +  2 a2y2  +  3 a3x  -  a2by  -  a4  =  0.  Se  ha  dibujado  este  lugar  para  el 
caso  a  =  2,  b  =  1. 


5  T 


D  138-  Hallar  el  lugar  geométrico  del  centro  de  la  hipérbola  equilátera  de  magnitud  constante  que  pasa  por 
dos  puntos  fijos. 

Solución:  Sea  la  ecuación  de  la  hipérbola  Ax 2  -  Ay2  +  2 Bxy  +  2 Cx  +  2 Dy  +  F  =  0,  y  sean  los  puntos 
dados  (í/,0)  y  {-d, 0).  Por  pasar  por  ellos:  F  = -Ad 2,  C  =  0,  con  lo  que  la  ecuación  queda: 

2  y2 

Ax2  -  Ay2  +  2Bxy  +  2Dy  -  Ad2  =  0.  En  la  hipérbola  equilátera  canónica  2L —  2_  =  se  tienen  los 

a~  a 


Luego 


4  0 

=  =T>h  = 

a 

J_ 

a 2 

0 

0 

siguientes  valores  de  los  invariantes:  h  = 

a~ 

0  4 

0 

-1 

a 2 

0 

a 2 

0 

0 

-1 

F  = 


A  B 
B  -A 


=  _A2_B2  =  ^  B2  =  -F-A2;  / 
a  a 


A  B 
B  -A 
0  D 


0 

D 

-Ad2 


=  A2d2  -  AD 2  +AB2d 2  = 


=  D2  =  A2d2  +  (  -L -A2  )d2  - 


1 


coordenadas  del  centro  son:  x  = 


-BCb 


4A 


Como  -y/j  =  Ax  +  By  =  0,  -y/j,  =  -Ay  +  Bx  +  D  =  0,  las 
A2  +B2  ’  y  =  A^+B2  ~  Sustituyendo  estos  valores  y  operando,  se 

obtiene  la  ecuación  del  lugar  geométrico  pedido:  (x2  +y2  -  d2)2 y2  -  a4{x 2  +y2)  =  0.  En  coordenadas 

2 

polares:  p2  =  d2  +  .  Se  ha  dibujado  este  lugar  para  el  caso  a  =  1,  d  =  2. 
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D  139-  Se  da  el  punto  A(a, 0)  en  ejes  rectangulares.  Se  considera  el  círculo  T  tangente  a  OX  en  A,  y  que 
encuentra  a  OY  en  B  y  C.  La  hipérbola  equilátera  que  pasa  por  A,B,C  y  por  el  centro  del  círculo  T, 
encuentra  al  círculo  en  un  cuarto  punto  M.  Hallar  los  lugares  geométricos  de  M  y  del  centro  de  la 
hipérbola. 


Solución:  Siendo  (a,  A)  las  coordenadas  del  centro  de  T,  su  ecuación  es:  Y  =  (x  -  a)I 2  +  (y  -  A)2  -  A2  = 
=  x2  +  y2  -  2 ax  -  2A y  +  a2  =  0.  De  donde  A  =  *  +L  2ax  +  a  .  §¿encj0  M(a,fí),  la  ecuación  de  AM 

a y 

es:  AM  =  y(a  -  a)  -  ¡5(x  -  a)  =  0.  La  ecuación  de  la  hipérbola  es  H  =  x2 +y2 -2ax -2Xy  +  a2  + 
+fjx\y(a  -  a)  -  P(x  -  o)]  =  0,  puesto  que  pasa  por  los  puntos  de  corte  de  T  con  OY  y  AM.  Obligando  a 


que  H  pase  por  (a,  A),  se  tiene:  /u  = 


.  Y  por  ser  equilátera:  A  =  a )  Igualando  los  dos 


a{a-a)‘  ~  * . n -  P 

valores  obtenidos  de  A,  y  sustituyendo  {a,  ¡5)  por  (x,y),  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  geométrico  de  M\ 
x2  +  y2  —  2ax  +  a2  _  2 a(x  -  a) 


x  —  y  — 


2 y 

2  2 (a  -  a) 


P 


xy  - 


y 

4 ci(a  -  a) 

P 


es  decir,  operando:  x2  +y~  -  6ax  +  5a"  =  0.  La  ecuación  de  H  es: 


y-  a2  =  0.  Derivando  respecto  a  x,  H'x  =  2x  - 


2{a  -  a) 

~r~ 


■y  =  0,  y 


respecto  a  y,  H'  =  -2 y  -  —  x  +  a )  =  o.  Eliminando  a,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  del 


P 

centro  de  H:  x2  +  y2  -  2 ax  =  0. 


P 


D  140-  Un  ángulo  recto  AMB  corta  a  los  ejes  coordenados  en  los  puntos  A(a,  0)  y  B(0,b),  siendo  M  variable. 
Io)  Hallar  la  ecuación  general  de  las  hipérbolas  equiláteras  que  pasan  por  el  origen  O,  y  tienen  por  ejes  las 
rectas  MA  y  MB.  2o)  Hallar  el  lugar  de  las  proyecciones  del  origen  sobre  las  asíntotas. 

Solución: 

!  M 


Io)  A(a,  0),  B(0,b),  BM  =  y  -  Ax  -b  =  0,  AM  =  Xy  +  x-  a  =  0.  Las  bisectrices  de  estas  dos  rectas,  son: 
(A  +  l)y  +  (1  -  A)x-  a  -  b  =  0,  (1  -  X)y  -  (1  +  A)x  +  a  -  b  =  0.  La  ecuación  de  la  hipérbola  es: 
[(A  +  \)y  +  (1  -  A)x  -  a  -  ¿][(1  -  A)y  -  (1  +  A)x  +  a  -  b]  +  n  =  0.  Como  pasa  por  (0,0),  la  ecuación 
queda:  (1  -  A2)y2  -  (1  -  A2)x2  -  4Axy  +  2 (a  +  6A)x  -  2(b  +  aX)y  =  0.  2o)  La  proyección  del  origen  sobre 
(A  +  1  )y  +  (1  -  A )x  -  a  -  b  =  0,  viene  dada  por  su  intersección  con  (1  -  A)y  -  (A  +  l)x  =  0,  de  donde: 
A  =  y  +  X’  Y  el  higar  es:  2x2  +  2 y2  -  (a  +  b){x  +  y)  =0.  Procediendo  de  la  misma  forma  con  la  segunda 
asíntota,  se  tiene  el  lugar:  2x2  +  2y2  -  (a  -  b){x-y )  =  0. 

D  141-  Se  da  un  punto  F  y  una  recta  r  situada  a  la  distancia  a  de  F.  Hallar:  Io)  Ecuación  de  las  hipérbolas  de 
foco  F  y  asíntota  r.  2o)  Desde  el  centro  de  cada  hipérbola  se  traza  una  perpendicular  a  r,  que  se  prolonga 
hasta  su  intersección  M  con  la  directriz  correspondiente  a  F.  Hallar  el  lugar  de  M.  3  o)  Hallar  el  lugar  de  las 
proyecciones  de  F  sobre  la  segunda  asíntota  de  las  hipérbolas  consideradas. 

Solución:  Io)  Sea  r  =  y  =  0,  F(0,a),  centro  (A, 0),  directriz:  Ax-qy-A2  +  ¡u{ A2  +  a2)  =  0.  Ecuación 
focal  de  la  hipérbola:  x2  +  (y  -  a)2  =  e2(Ax  -  ay  -  A2  +  /u)2.  Obligando  a  que  el  centro  sea  (A,  0)  y  la 
asíntota  sea  r,  se  tiene  que:  e2  =  -jy.  Por  tanto,  sustituyendo  este  valor,  la  ecuación  focal  de  la  hipérbola 

es:  (A2  -  a2)y2  +  2alxy  -  2aX2y  +  A2a2  =  0.  2o)  La  directriz  es:  Ax  -  ay  =  0.  Como  la  perpendicular  a  r 

por  (A,  0)  es:  A  =  x,  el  lugar  de  M  es:  x2  -  ay  =  0.  3o)  La  segunda  asíntota  es:  y  =  — p^-r(x  -  A).  La 

2  2  ^  ^ 

perpendicular  por  F  es:  y  -  a  =  ^  x’  d°nc*e:  ^  =  *  +^x — ^  ecuación  del  lugar  pedido  es: 

x4  +  y4  +  2 x2y2  -  4 ax2y  -  4qy3  +  a2x 2  +  5 ary2  -  2 aAy  =  (x2  +y2  -  2 ay  +  a2)(x2  +y2  -  2 ay)  = 

=  [x2  +  (y -a)  2](x2  +y2  -2 ay)  =  0.  Como  el  primer  factor  corresponde  al  punto  F,  la  ecuación  del 
lugar  es  la  circunferencia:  x2  +  y2  -  2 ay  =  0. 
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PARÁBOLA 


D  142-  Desde  un  punto  P(a,b )  se  traza  una  secante  arbitraria  a  la  parábola  y2  =  2 px.  Por  el  punto  medio  de  la 
cuerda,  se  traza  una  perpendicular  a  dicha  cuerda,  y  por  el  vértice  de  la  parábola  se  traza  una  paralela  a  la 
cuerda.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  intersección  de  esta  paralela  con  la  citada 
perpendicular. 

Solución:  La  ecuación  de  la  secante  es:  y-b  =  m(x-a).  Las  ordenadas  de  la  intersección  con  la 

2  n 

parábola  vienen  dadas  por  la  ecuación:  my2  -  2 py  -  ma  +  b  =  0,  siendo  la  suma  de  las  ordenadas:  -P-,  y 

2  p 

...  +  2ntci  —  2b  f  2 o  +  2 tn2ci  —  2tnb  o  \ 

la  de  las  abscisas:  — - ^ - .  Luego  el  punto  medio  es:  í  — - - — ¿ J.  La  ecuación  de 

la  perpendicular  es:  y  -  P  +  m  y  la  de  la  paralela  es:  y  =  mx.  Eliminado  m 

entre  estas  dos  ecuaciones,  se  obtiene  el  lugar  pedido:  x2y2  +y4  - px 3  +  bx2y  -  ( a+p)xy 2  =  0.  Se  ha 
dibujado  este  lugar  para  el  caso  a  =  2,  b  =  p  =  1,  incluyéndose  en  trazos  la  parábola  dada. 


D  143-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  medios  de  las  cuerdas  focales  de  la  parábola;;2  =  Ix. 

Solución:  El  foco  es  .  La  ecuación  de  una  recta  variable  que  pasa  por  el  foco,  es:  y  =  m(x  -  ^ ^ . 

Las  coordenadas  del  punto  medio  de  los  puntos  de  intersección  de  esta  recta  con  la  parábola,  son: 
x  =  -|-^1  +  y  =  -2~-  Eliminando  m  entre  estas  dos  últimas  igualdades,  se  tiene  la  ecuación  del 

lugar:  8 y2  -  28x  +  49  =  0.  Se  ha  dibujado  este  lugar,  incluyendo  en  trazos  la  parábola  dada. 


D  144-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  focos  de  las  parábolas  que  tienen  por  vértice  el  punto  (2,2),  y  por 
tangente  la  recta  x  +y  =  0. 

Solución: 


Sea  el  foco  F{a,fí),  y  sea  la  tangente  AT  =  x+y  =  0.  La  proyección  de  F  sobre  la  tangente  AT,  ha  de  caer 
sobre  la  tangente  en  el  vértice  V,  por  lo  que  el  triángulo  VAF  es  rectángulo.  Luego  el  foco  F  describe  una 
parábola  de  vértice  V  y  cuyo  eje  es  perpendicular  a  la  tangente  AT.  Analíticamente,  se  tiene  que: 
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VF  =  y  -  2  =  — ^-(x  -2),  VA  =  y  -2  =  — ^-(x  -  2),  ^4F  (perpendicular  a  y  -  (3  =  x  -  a.  Las 


coordenadas  de  A,  intersección  de  FA  y  AT,  son: 


.  f  2o  +  2/l-8  -2a  -2/1  +  8 


V 


.  Haciendo  que  dichas 


a  -  P  ’  a  -  ¡3 

coordenadas  estén  en^LF,  y  cambiando  {a,  ¡i)  por  (x,y),  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  geométrico  pedido: 
x2  +  y2  -  2 xy  -  4x  -  4y  +  16  =  0. 

D  145-  Dada  la  circunferencia  x2  +y2  -2 Ry  =  O,  hallar  el  lugar  geométrico  de  los  focos  de  las  parábolas 
osculadoras  a  dicha  circunferencia  en  el  origen  (0,0). 

Solución:  Derivando  en  la  ecuación  de  la  circunferencia,  y  particularizando  para  el  origen  (0,0),  se 


tiene:  y  = 


-2x 


2y-2R 
(x-a)2  +  (y-  ¡5)2  = 


-° 

(x  +  ny  +  p )2 


=  4-.  Siendo  (a,  ¡3)  el  foco  de  la  parábola,  su  ecuación  focal  es: 
K 


P2  = 


Derivando  en  la 


„  ,  .  Para  que  pase  por  (0,0):  a2  ,  r  , 

1  +  n2  l+«2 

ecuación  de  la  parábola,  particularizando  las  derivadas  para  (0,0),  e  igualándolas  a  las  obtenidas  para  la 


circunferencia,  se  tiene:  -a  = 


P 


-  \  -  —  = 

1.2  5  1  D  i,2*  t'  n  *  n 

1  +  n  a  1  +  n  u  u 

Sustituyendo  estos  valores,  y  cambiando  (a,  (3)  por  (x,y),  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido: 

y(2x2  +  2y2  -  Ry)  =  0,  que  está  compuesto  por  el  eje  y  =  0  y  por  la  circunferencia  2x2  +  2y2  -  Ry  =  0. 


1  +  OP. 

R 


Operando:  p  = 


- a2-P 2 


n  = 


P-R 


R_ 

P 


D  146-  Hallar  la  ecuación  de  la  parábola  P  que  pasa  por  (2,-3),  es  tangente  a  los  ejes  coordenados,  y  su 
punto  del  infinito  es  el  de  la  recta  x  +  2y  +  1  =0. 

Solución:  P  =  (x  +  2y  +  p)2  +  Ay  =  0.  Obligando  a  que  x  =  0  sea  tangente,  se  tiene:  A  = -8 p. 

Obligando  a  que  pase  por  (2,-3),  se  tiene:  p  =  -8  ±  4j3.  La  ecuación  pedida  es: 

x2  +  4y2  +  4xy  +  (-16  ±  8^3" )x  +  (32  +  16  JJ +  1 12  +  64  JJ  =  0  (se  trata  de  dos  parábolas). 

D  147-  Hallar  la  ecuación  de  la  parábola  tangente  al  eje  OX en  el  origen,  y  cuyo  eje  es:  x  +  2y  -  2  =  0. 

Solución:  La  ecuación  de  las  parábolas  tangentes  a  OX  en  el  punto  de  intersección  con  x  +  2y  =  0,  es: 
(x  +  2y)2  +Ay  =  0.  La  ecuación  del  eje  es:  9x+  18y  +  2A  =  0.  Luego  A  =  -9.  La  ecuación  pedida  es: 
x2  +  4y2  +  4xy  -  9y  =  0. 


D  148-  Hallar  la  ecuación  de  las  parábolas  P  que  pasan  por  los  puntos  (0,1)  y  (3,0),  y  son  tangentes  a  los 
ejes  coordenados. 


Solución:  P  =  xy  +  A(x  +  3y  -  3)2  =  0.  Obligando  a  que  sea  parábola: 


A 

1  +  6A 


1  +  6A 
2 

9A 


=  0,  de 


donde:  A  =  -y¿- .  La  ecuación  pedida  es:  x2  +  9y2  -  6xy  -  6x  -  18y  +  9  =  0. 

D  149-  Se  da  una  parábola  P,  un  punto  A  sobre  ella,  y  una  recta  r.  Una  secante  variable  que  pasa  por  A,  corta 
a  P  en  Q,  y  a  r  en  R.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  la  intersección  de  la  paralela  a  r  trazada  por  Q,  con  el 
diámetro  que  pasa  por  R. 

Solución:  Sea  A  el  origen  de  coordenadas,  y  sea  r  =  x-  a  =  0.  Una  cónica  que  pasa  por  O  es: 

x2  +  By2  +  2 Cxy  +  2 Dx  +  2 Ey  =  0.  Obligando  a  que  esta  cónica  sea  parábola:  B  =  C2,  y  la  ecuación  es: 
P  =  x2  +  C2y2  +  2 Cxy  +  2 Dx  +  2 Ey  =  0  (los  coeficientes  C,  D  y  E  son  conocidos).  Sea  la  recta 

-2{D  +  mE)  -2  m{D  +  mE) 


AP  =  y  -  mx  =  0.  Esta  recta  corta  aPen^  cuyas  coordenadas  son: 


(1  +  mC)2  ’  (1  +mC)¿ 

El  diámetro  que  pasa  por  R  es: 


corta  a  r  en  R(a,ma).  La  paralela  a  r  trazada  por  Q  es:  x  = 


x-a 

mC 
\2 


-2  (D  +  mE) 
(1  +mC): 


.  Eliminando  m  entre  estas  dos  últimas  ecuaciones,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido: 


y  -  ma  = 

Cx(x  +  CyY  +  2aE{x  +  Cy)  +  2 a2(CD  -  E)  =  0. 


D  150-  Hallar  la  ecuación  del  lugar  geométrico  de  las  proyecciones  ortogonales  del  foco  de  una  parábola 
sobre  sus  normales. 

Solución:  Sea  la  parábola  y2  -2 px  =  0.  Su  foco  es  y  su  normal  en  un  punto  de  la  curva 
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es:  y-t  =  -p-\x-  J.  La  perpendicular  por  el  foco,  es:  y  =  y  (x  -  y  ^ .  Eliminando  t 

entre  estas  dos  ecuaciones,  se  tiene  el  lugar  pedido:  8y2[2(x2  +y2)  -  3 px  +  p2]  - p(2x  - p )3  =  0.  Se  ha 
dibujado  este  lugar  para  el  caso p  =  1,  incluyendo  en  línea  de  trazos  la  parábola  inicial. 


D  151-  Se  considera  la  familia  de  parábolas  y  =  ax2  +bx+  siendo  a  y  b  parámetros.  Encontrar  la 

O 

relación  entre  ay  b  para  que  la  envolvente  de  la  familia  con  un  parámetro  tenga  un  contacto  de  segundo 
orden  con  cada  involuta. 

Solución:  La  ecuación  general  de  las  involutas  viene  dada  por  el  conjunto  de  las  dos  ecuaciones: 

y  =  ax 2  +bx  +  b  =f{a).  La  envolvente  se  obtiene  de  estas  dos  ecuaciones:  y  =  ax2  +bx+ 

O  ..  O 


x2  +X^da  +  ^4  *  ^da  =  ^ a  ecuaci°n  de  la  tangente  a  la  involuta  es:  y'  =  2 ax  +  b,  que  es  también 

tangente  a  la  envolvente.  Las  dos  primeras  derivadas  de  la  involuta,  son:  y'  =  2 ax  +  b,  y"  =  2a.  Y  las  de 

2a  ■ 

clb 


db 


la  envolvente:  y'  =  2 ax  +  b,  y"  =  2x^j- 

,  í  d  dx 

iguales:  2a  =  2x22fL  +2a+  de  donde  4BL  =  -2jc.  Introduciendo  este  valor  en  la  ecuación 

dx  da  dx  da 


•  ^r~.  Como  las  derivadas  segundas  han  de  ser 
da,,  dx 


x 


x^j2-  +  -j-  •  ^j2-  =  0,  se  tiene:  x2  -  2x2  +x2  -  2x  •  -j-  =0.  Luego:  b  =  -2x,  y  por  tanto:  ^j2-  =  b.  De 


db 


j  I  a  j  u.  uv  lxv/xxv/.  ./v  I  j 

da  4  da  4 

donde:  ^j2-  =  da.  Integrando:  lnó  =  C  •  a,  es  decir:  b  =  C  •  ea . 


da 


D  152-  Se  da  un  círculo  T  y  una  parábola  EL  Se  considera  el  cuadrilátero  formado  por  sus  tangentes  comunes. 
Hallar  la  envolvente  del  eje  de  las  cónicas  inscritas  en  dicho  cuadrilátero. 

Solución:  Tomando  como  origen  de  coordenadas  el  centro  O  de  T,  y  como  eje  OX  la  paralela  por  O  al 
eje  de  El,  la  ecuación  de  T  es:  x2  +y2  -  R2  =  0,  y  la  de  fl:  y2  -2ax-2by  +  c  =  0.  Sus  respectivas 


ecuaciones  tangenciales,  son: 


1 

0 

0 

u 

0 

0 

-a 

u 

0 

1 

0 

V 

=  o, 

0 

1 

-b 

V 

0 

0 

-R2 

w 

-a 

-b 

c 

w 

u 

V 

w 

0 

u 

V 

w 

0 

=  0.  Operando,  se  tiene: 


T  =  R2(u2  +  v2)  -  w2  =  0,  n  =  (ó2  -  c)u2  +  a2v2  -  2abuv  -  2 auw  =  0.  La  ecuación  tangencial  de  la 
cónica  inscrita  en  el  cuadrilátero  formado  por  las  tangentes  comunes  al  círculo  T  y  a  la  parábola  n,  es: 
O  =  2[R2(u2  +  v2)  -  w2]  +  (b2  -  c)u2  +  a2v2  -  2 abuv  -  2 auw  =  0.  Las  coordenadas  tangenciales  de  sus 

Oí  Oí 

ejes  vienen  dadas  por  las  ecuaciones:  —¡f-  =  —y  =  -y L .  Como  las  derivadas  de  O,  son: 
O,',  =  2 u(2R2  +  b2  -  c)  -  2 abv  -  2 aw,  Oj,  =  2 v(2i?2  +  a2)  -  2 abu  -  2 aw,  =  -2 Xw  -  2 au,  se  tiene  que: 


2 u(2R2  +  b2  -  c)  -  2 abv  -  2 aw  _  2 v(XR2  +  a2)  -  2 abu  -  2 aw  _  -2Aw  -  2 au 


.  De  la  primera  igualdad, 


U  V  w 

en  la  que  A  queda  eliminada,  se  obtiene  la  ecuación  tangencial  de  la  envolvente  de  los  ejes: 
abu2  -  abv 2  +  {b2  -  c  -  a2)uv  -  avw  =  0.  Se  trata  de  una  parábola,  pues  no  tiene  término  en  w2. 


D  153-  Se  dan  en  ejes  rectangulares  los  puntos  A(a, 0),  A' (-a, 0),  B(0,-a).  Io)  Hallar  la  ecuación  general  de 
las  parábolas  circunscritas  al  triángulo  AA'B,  tomando  como  parámetro  el  coeficiente  angular  m  del  eje. 
2o)  Demostrar  que  por  cada  punto  del  plano,  pasan  dos  parábolas,  y  distinguir  las  regiones  del  plano  en 
que  las  dos  parábolas  son  reales.  3o)  Hallar  el  lugar  geométrico  T  de  los  puntos  para  los  que  los  ejes  de  las 
dos  parábolas  son  ortogonales.  4o)  Hallar  el  lugar  del  pie  de  la  perpendicular  trazada  desde  O  a  los  ejes  de 
las  parábolas.  5o)  Hallar  el  lugar  de  los  puntos  de  cruce  de  los  ejes  de  las  dos  parábolas  correspondientes  a 
puntos  de  la  curva  T.  6o)  Demostrar  que  la  hipérbola  equilátera  circunscrita  al  triángulo  AA'B,  y  cuyos 
ejes  son  paralelos  a  los  de  las  parábolas  que  pasan  por  un  punto  M,  pasa  por  M. 
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Solución: 


Io)  AB  =  x-y-a  =  O,  A'B  =  x  +  y  +  a  =  O,  AA'  =  y  =  0.  La  ecuación  de  las  cónicas  circunscritas  a 
AA'B,  es:  Ay(x  +  y  +  a)  +  ¡j.y{x  -  y  -  a)  +  (x  +  y  +  a){x  -  y  -  a)  =  0.  Obligando  a  que  la  cónica  sea 

A  +  fj 


parábola:  A 33  = 


1 

A  +  fu 


2 

A  —  ju  —  1 


ÍA  +  Ll)2 

=  A  -  n  -  1 - -j- —  =  0.  Como  la  pendiente  m  del  eje  es: 


m  =  - 


A  +  fj 


2(A-/i-  1) 


— ?  1 

,  se  tiene  que  A  +  u  =  A  -  u  -  1  =  —V.  Por  tanto,  la  ecuación  de  la  parábola  es: 


m2x2  +  y2  -  2mxy  +  a{  \  -  m2)y  -  m2a2  =  0.  2o)  Ordenando  la  ecuación  según  potencias  de  m,  se  tiene: 
(x2  -  ay  -  a2)m2  -  2xym  +yiy  +  a)  =  0.  Luego  para  cada  punto  (pc,y),  hay  dos  valores  de  m,  y  por  tanto 
hay  dos  parábolas  de  la  familia  que  pasan  por  dicho  punto.  El  discriminante  de  esta  ecuación  en  m,  es: 
A  =  x2y2 -y(y  +  a)(x2  -  ay  -  a2)  =  ay(x  +  y  +  a)(-x +y  +  a).  Estas  tres  rectas,  y  =  0,  x+y  +  a  =  0, 
-x+y  +  a  =  0,  forman  el  triángulo  AA'B,  dividiendo  al  plano  en  siete  regiones.  A  los  puntos  del  interior 
del  triángulo  (región  I),  les  corresponden  dos  parábolas  imaginarias,  igual  que  a  las  tres  regiones  opuestas 
por  los  vértices  (regiones  II,  IV  y  VI).  A  los  puntos  correspondientes  a  las  tres  regiones  adyacentes  a  los 
tres  lados  del  triángulo  (regiones  III,  V  y  VII),  les  corresponden  dos  parábolas  reales.  A  los  puntos 
correspondientes  a  las  tres  rectas,  les  corresponden  una  parábola  real.  3o)  Se  ha  de  verificar  que 

niinu  =  -1.  Por  tanto  el  lugar  Y  es:  L(y  +  a)  ^  =  es  r  =  x2  +y2  -  a2  =  0.  4o)  El  eje  de  la 

x  -ay-  a 

parábola  es:  2(m2  +  l)y- 2m{m2  +  l)x  +  a(l  -  m2)  =  0.  La  intersección  con  y  =  ^-x,  da  el  lugar 

pedido:  2(x2  +y2)2  +  ay(y2  -x2)  =  0.  5o)  En  el  punto  4o  anterior,  se  ha  incluido  la  ecuación  de  uno  de  los 

ejes.  La  ecuación  del  segundo  eje  es  2(  -Kr  +  1  )y  +  2-J- (  — L  +  1  W  +  al  1 - )  =0,  es  decir: 

V  m  J  111  \  m  J  V  m  J 

2m(\  +m2)y  +  2(1  +  m2)x  +  am(m2  -  1)  =  0.  Las  coordenadas  de  la  intersección  de  los  dos  ejes,  son: 

f  am(l-m 2)  -a(l-w2)2  \  .  .  ,,  non 

- r— , - —  .  Eliminando  m,  se  tiene  el  lugar:  xL  +y¿  +  4r y  =  0.  6  )  Obligando  a  que 

V  (1  +  m2)  2(1  +m2)  J  A 

la  cónica  del  punto  Io,  sea  hipérbola  equilátera,  se  tiene  A  =  ¡i,  con  lo  que  queda  la  ecuación: 
x2  -  y2  +  2Xxy  -  2ay  -  a2  =  0.  Las  pendientes  de  sus  ejes  vienen  dadas  por  la  siguiente  expresión: 


aum 2  +  (cu  -  ai2)m  -  an  =  A m2  +  2 m  -  A  =  0.  Como  A  = 


-x2  +y-  +  2  ay  +  a2 
2  xy 


la  ecuación  que 


proporciona  las  pendientes  de  los  ejes  en  función  de  las  coordenadas  de  un  punto  del  plano,  es: 

2 m - A'  +A  +  es  decir;  (_x2  +  yi  +  2 ay  +  a2)m2  +  4 xym  - 


-x2  +  y2  +  2ay  +  a2  , 
- - - - - m 


2  xy 


2  xy 


-(-x2  +y2  +  2 ay  +  a2)  =  0.  Como  esta  ecuación  ha  de  tener  las  mismas  raíces  que  la  de  las  pendientes  de 


las  parábolas  (punto  2o  anterior),  se  tiene  que: 


-x- +  y~  +  2ay  +  a2 


x2  -  ay  -  a2 


4 xy 
-2 xy 


-x~  +y~  +  2  ay  +  a 2 
yfy  +  a) 


Luego:  x2  -  ay  -  a2  =  -y(y  +  a),  es  decir:  x2  +y2  -  a2  =  0,  que  es  la  ecuación  de  T,  con  lo  que  queda 
demostrado  este  punto  6o. 


D  154-  En  ejes  rectangulares  se  da  un  círculo  tangente  a  los  ejes.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  focos  de 
las  parábolas  tangentes  a  los  ejes  y  al  círculo. 


Solución:  La  ecuación  del  círculo:  C  =  (x  -  a)2  +  (y  -  a)2  -  a2  =  0.  Un 
M[a(  1  +  cos@),a(l  +  sin0)].  La  tangente  al  círculo  en  M,  corta  a  OX  en  A 


punto  genérico  del  circuí 
~  a(cos@  +  sin0  +  1 )  ‘ 

eos  9 


o  es: 

.ya 
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OY  en  B 


O, 


a(cos0  +  sin0  +  1 ) 
sin0 


.  Las  ecuaciones  tangenciales  de  los  vértices  del  triángulo  OAB,  son: 


a(cos6>  +  sm6>  + 1)  _  aícosO  +  sin0  +  1)  »  .  ...  .  ^ 

- tt - u  +  w  =  0,  - ; — Ti - v  +  w  =  0,  o(l  +  eos 6)u  +  a(l  +  sin0)v  +  w  =  0.  De 

eos#  sin0  v  ' 

donde  se  deduce  la  ecuación  tangencial  de  la  parábola,  tangente  a  dichos  lados,  que  es: 


a(cos0  +  sin0  +  1 ) 

COS0 


u  +  w 


a(cos0  +  sin0  +  1 ) 
sin0 


■  w 


-  w[a(  1  + cos@)w + a(l  +  sin0)v  +  w]  =  0. 


Simplificando:  2a2(l  +  sinocos#  +  sin0  +  cos@)mv  +  asin20(l  +  sin0)mv  +  acos20(l  +  cos0)viv  =  0. 

Dividiendo  por:  a{  1  +  sin0)(l  +  cos0),  se  tiene:  2 auv  +  (1  -  cos0)  +  (1  -  eos 9)uw  +  +(1  -  sin0)vw  =  0. 
Sustituyendo:  u=  1,  v  =  i,  w  =  -z  =  -x-yi,  siendo  (x,y)  las  coordenadas  del  foco,  se  tiene: 

2a(l  -  sin#)  +  2a(l  -  eos#)/  _  .  2a(l-sin6>) 

z  =  x+yi=  - r - - — .  Por  tanto,  se  tiene  que:  x  =  - r - 

(1  -costf)2  +  (l  -sin0)2  (1  -  cos0)2  +  (1  -  sin0)2 

— cos0) - -  jqacien(j0  X  =  x{\-  eos 9)  =  y(  1  -  sin0),  se  obtiene  que:  A  =  2  , 


y  = 


(1  -  cos0)“  +  (1  -  sin0)' 


X"  +y 


sin0  =  1  -  y,  cos0  =  1  ~  -y--  Luego  la  ecuación  del  lugar  geométrico  del  foco  de  las  parábolas,  es: 
^1  -  -y^  +  ^1  -  jr')  -  1  =  0,  es  decir:  (x  -  2u)2  +  (y  -  2u)2  -  4u2  =  0. 


D  155-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  desde  los  que  se  puede  trazar  dos  tangentes  a  la  parábola,  que 
sean  perpendiculares  entre  sí. 


Solución:  Sea  la  parábola  y2  =  2 px.  Tangente  por  el  punto  (x,y)  de  la  parábola:  y  =  mx 
2 xm2  -  2 ytn  +p  =  0.  Como  moni  =  ^  =  -1,  el  lugar  es:  x  =  -y-,  la  directriz. 


2  m 


,  es  decir: 


D  156-  Se  da  la  parábola  II  =  y2  -  2 px  =  0.  Se  traza  un  círculo  T  tangente  a  II  en  el  punto  M,  y  cuyo  centro 
está  en  el  eje  OY.  Además  de  la  tangente  en  M,  hay  otras  dos  tangentes  comunes  a  n  y  T.  Hallar  el  lugar 
geométrico  de  P,  intersección  de  estas  dos  tangentes  comunes. 

Solución:  Las  coordenadas  del  punto  M  de  n,  son  M  (2pt2,2pt).  La  ecuación  de  la  normal  enMafi  es: 
y  -  2pt  +  2t{x  -  2pt2),  que  corta  a  OY  en  [0,2pt(2t2  +  1 )].  El  radio  de  T  es  R  =  2 pt2  J 1  +  4t2  .  La 
ecuación  del  círculo  T  es:  x2  +  [y  -  2pt(2t2  +  1  )]2  -  4p2tA{\  +  At2),  y  su  ecuación  tangencial: 
-4p2t4(\  +  4t2)u2  +  Ap2t2(\  +  3t2)v2  +  4pt(\  +  2t2)vw  +  w2  =  0.  La  ecuación  tangencial  de  n  es: 
pv2  -  2 uw  =  0.  Los  puntos  My  P  forman  un  conjunto  de  puntos  umbilicales  asociados  a  T  y  n.  Luego  se 
tiene  la  identidad:  T  +  211  =  (au  +  Pv  +  w)(2pt2u  +  2ptv  +  w),  siendo  el  primer  factor  la  ecuación 
tangencial  de  P{a,¡5),  y  el  segundo  factor  la  de  M.  De  aquí  se  tiene:  a  =  -2pt2{\  +  4 12),  (3  =  2pt{\  +  4 12), 
de  donde  eliminando  t  y  cambiando  {a,  ¡3)  por  (x,y)  se  obtiene  el  lugar  de  P:  y4  +  2 px(y2  +  4x2)  =  0.  Se 
ha  dibujado  este  lugar  para  el  caso p  =  1,  incluyendo  en  línes  de  trazos  la  parábola  dada. 


D  157-  Se  da  la  recta  r  de  ecuación  x  =  a.  Se  considera  el  haz  de  parábolas  que  pasan  por  el  origen,  cuya 
directriz  es  r.  Hallar:  Io)  Lugar  geométrico  del  vértice  y  del  foco  de  estas  parábolas.  2o)  Por  un  punto  M 
del  plano  pasan  dos  de  estas  parábolas.  Determinar  la  región  del  plano  en  que  debe  situarse  M,  para  que 
las  dos  parábolas  que  pasan  por  M,  sean  reales. 


Solución:  Io)  Siendo  el  foco  (a, ¡3),  la  ecuación  de  las  parábolas  es:  (x  -  a)2  +  (y - (3)2  =  ( x-a )2. 

Como  pasan  por  el  origen  se  tiene  que:  a2  +  ¡32  =  a2,  es  decir  que  la  ecuación  del  lugar  del  foco  es: 
x2  +  y2  -  a2  =  0.  Como  el  vértice  es  el  punto  medio  de  la  recta  perpendicular  trazada  desde  el  foco  sobre 
la  directriz,  se  tiene  que  el  lugar  del  vértice  es:  (2x  -  a)2  +y2  -  a2  =  0.  2o)  Haciendo:  a  =  a  eos#, 
¡3  =  a sin@,  la  ecuación  del  haz  de  parábolas,  es:  (x  -  acosé*)2  +  (y  -  asín#)2  =  (x  -  a)2,  es  decir: 


y2  +  2ax(l  -  cos@)  - 2qysin0  =  0.  Siendo:  tan-^-=í,  sin0  = 


2 1 


y2  +  2a 


2 12 
1  +t: 


-x  -  2a- 


2 1 


1  + 12 


eos  9  = 


1  -t2 
1  + 12 


se  tiene: 


1  +f 


-y  =  0,  es  decir:  t2{y2  +  4ax)  -  4 ayt  +  y2  =  0.  Luego  por  cada  punto  (x,y)  del 
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plano,  existen  dos  raíces  de  t,  y  por  tanto  dos  parábolas  que  pasan  por  dicho  punto.  Para  que  ambas  sean 
reales,  ha  de  verificarse  que:  Aa2y2  - y2(y 2  +  4 ax)  >  0  Esta  región  del  plano  corresponde  a  los  puntos 
interiores  de  la  parábola:  y2  +  4 ax  -  4 a2  =  0. 


D  158-  Se  da  la  parábola  TI  =y2  =  2 px  y  el  punto  A(a,  0).  Por  A  se  traza  una  recta  variable  que  encuentra  a  la 
parábola  en  P  y  Q.  Io)  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  las  circunferencias  Y  que  pasan  por  P, 
Qy  O  (origen  de  coordenadas).  2o)  Hallar  el  lugar  de  la  intersección  de  las  secantes  comunes  a  círculo  y 
parábola,  PQ  y  OR.  3o)  Hallar  el  lugar  de  la  proyección  de  R,  cuarto  punto  de  intersección,  sobre  PQ. 


Solución:  Io)  Recta  PQ  =  y-  A(x  -a)  =  0.  Recta  OR  =  y  -  px  =  0.  Ecuación  de  las  cónicas  que  pasan 
por  OPQ :  9(y2  -  2 px)  +  \y  -  A(x  -  a)](y  -  px )  =  0.  Por  ser  circunferencia:  2/u  =  9  +  1,  -A  -  p  =  0,  de 
donde  se  obtiene  que:  A  = -p,  9  =  -(1  +  p2),  quedando  la  ecuación  de  la  circunferencia: 
T  =  / r(x 2  +y 2)  -  (2 p  +  2 pp2  +  ap2)x  -  p2y  =  0  Eliminando  p  entre  T)  =  0,  Y'y  =  0,  se  tiene  la  ecuación 
pedida:  8 py2  -  2a2x  +  a2(2p  +  a)  =  0.  2o)  Resolviendo  el  sistema  formado  por  las  ecuaciones  de  PQ  y 
OR ,  se  tiene:  2x  =  a,  recta  que  forma  parte  del  lugar  pedido.  Por  otra  parte,  hallando  la  ecuación  del  lugar 
geométrico  de  los  puntos  que  tienen  la  misma  polar  respecto  a  las  curvas  fi  y  T,  se  tiene: 


2p2x  -  2p(\  +  ¡i2)  -  a/j.2  _  fj2(2y-\)  _  -2p-¡A2{2p 


1) 


2^  -  2 y  ~  2 px  '  Eliminando  p  y  simplificando,  se 

tiene:  4px3  +  2 apx2  -  a2y 2  =  0,  que  junto  con  2x  =  a,  forman  el  lugar  pedido.  3o)  La  intersección  de  fi  y 


OR ,  da  las  coordenadas  de  R:  ( 


A~ 


La  ecuación  de  PQ  es:  y  +  p{x  -  a)  =  0.  La  ecuación  de  la 


perpendicular  por  R  a  PQ,  es:  y  -  (x  -  ^  J .  Eliminando  p  entre  estas  dos  ecuaciones,  se  tiene 

la  ecuación  del  lugar  pedido:  y4  +y2(x-  a)(x  +  2p)  -  2p(x  -  a)3  =  0.  4o)  Se  han  dibujado  los  lugares 
geométricos  para  el  caso  a  =  p  =  1:  en  línea  continua  gruesa  el  lugar  del  punto  Io,  en  línea  de  trazos 
gruesos  el  del  punto  2o,  en  línea  continua  fina  el  del  punto  3  o,  y  se  ha  incluido  en  línea  de  trazos  finos  la 
parábola  dada. 


D  159-  Hallar  el  lugar  geométrico  del  vértice  de  las  parábolas  de  foco  O  (origen  de  coordenadas),  y  que  pasan 
por  el  punto  dado  A  (a,  0 ) . 

Solución:  Sea  el  vértice:  V(a,(3);  el  eje:  y  =  -^-x;  la  directriz:  y-2¡5=  ^-(x-2 a),  es  decir: 

(ax  +  Py  -  2a2  -  2 p2)2 


ax  +  Py  -  2a-  -  2/E  =  0.  La  ecuación  focal  de  la  parábola,  es:  x2+y2  = 


P2 


Obligando  a  que  pase  por  A,  y  cambiando  ( a,P )  por  (x,y),  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido: 
a2(x2  +y2)  -  (ax  -  2x2  -  2 y2)2  =  0.  Pasando  a  polares:  a2p2  -  (apcos9  -  2 p2)2  =  0.  Simplificando,  se 
tiene:  p  =  y  (eos  9  ±  1)  (homotética  de  la  concoide  del  círculo  de  diámetro  OA).  Se  incluye  el  dibujo  del 

lugar  geométrico  para  el  caso  a  =  1 . 
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D  160-  Se  consideran  las  parábolas  tangentes  al  eje  OY  en  O,  y  normales  a  x  =  a,  en  un  punto  A  variable  de 
esta  recta.  Existen  tres  parábolas  cuyos  ejes  pasan  por  un  punto  P  del  plano.  Hallar  el  lugar  geométrico  de 
los  vértices  de  los  triángulos  formados  por  las  tres  directrices  de  dichas  parábolas,  cuando  P  describe  la 
recta  x  =  a. 


Solución:  Sea  A  {a,  A).  Las  rectas  x  =  0,  y  =  A,  son  tangentes  a  la  parábola.  La  recta  que  une  los  puntos 
de  contacto,  es:  OA  =  ay  -  Xx  =  0.  La  ecuación  de  las  cónicas  tangentes  a  las  rectas  x  =  0,  y  =  A,  en  los 
puntos  O  y  A,  respectivamente,  es:  x(y  -  A)  +  ju(ay  -  Ax)2  =  0.  Obligando  a  que  esta  cónica  sea  parábola, 


se  verifica  que: 


X2/u 

y  -  aXjj. 


j-  -  aX¡u 
a2fj 


=  0,  de  donde:  ¡a 


1 

4 aX  ' 


Luego  la  ecuación  de  las  parábolas 


y  2 

es:  -^-x2  +  2 Xxy  +  ay2  -  4A2x  =  0.  La  ecuación  de  su  eje  es:  (A3  +  u2A)x  +  (aX2  +  a3)y  -  2aX3  =  0.  Al 
ser  esta  ecuación  de  tercer  grado  en  A,  para  cada  punto  del  plano,  hay  tres  ejes,  cuyas  pendientes  son 
— ^-L.  La  directriz  pasa  por  (0, A)  y  su  pendiente  es  4j-,  siendo  su  ecuación:  y- A  =  4-x,  es  decir 

A2  -yX  +  ax  =  0.  Obligando  a  que  el  eje  pase  por  ( a,b ),  se  tiene:  A3  -  bX2  -  a2 A  -  a2b  =  0.  Como  esta 
ecuación  tiene  tres  raíces,  y  la  anterior  dos,  se  tiene:  A3  -  bX2  -  a2 X  -  a2b  =  (A2  -yX  +  ax)( X  -  5),  de 
donde,  identificando  coeficientes:  b  =  y  +  8,  -a2  =  ax  +  5y,  a2b  =  aóx.  Eliminando  b,  se  tiene  la 
ecuación  del  lugar  pedido:  x2  +  y2  -  a2  =  0. 


D  161-  Hallar  el  área  de  la  superficie  del  plano  limitada  por  las  curvas  y2  =  2x,  y  =  x  -  x2. 


Una  de  las  parábolas  pasa  por  los  puntos  0(0, 0),  H(l,  Jl  \  5(2,2),  F(l,-  V2"),  0(2, -2),  siendo  su  eje 
OX.  La  segunda,  de  eje  vertical,  tiene  su  vértice  en  el  punto  y.  y  pasa  por  los  puntos  7(-l,-2), 

0(0,0),  0(1,0),  G(2,-2).  Para  resolver  el  problema,  se  utiliza  la  fórmula  correspondiente  a  la  superficie 
de  un  segmento  parabólico,  cuya  cuerda  es  perpendicular  al  eje.  Siendo  c  la  cuerda  y /  la  flecha,  el  área 

O 

del  segmento  parabólico  es:  y cf  El  área  pedida  S  es  igual  a  Si  +  S2  +  Si  -S4,  siendo  Si  =  Sqcdo, 


S2=S 


ODFO 


S3  =  S 


Sqcdo  - 


1 


_L 

4 


DEGFD,  04 

J_. 

6  ’ 


S4  =  S 


DEGD 


.  En  base  a  la  fórmula  anterior,  se  tiene: 


Sodfo  =  y Sqafo  =  y  *  y  •  2-/2~  1  = 


2j2 


S DEGFD  —  y  SaBGFA 

Sdegd  =  -^(Shegih  ~  Sicgi  +  Socdo 
El  área  pedida  es:  S  =  y 


—  y  (Sbogb  ~  Saofa  )  —  y  •  y  (4  •  2  —  2j2  •  1 )  —  — 


2j2 


272  8 

3  3 


3  -2-  4  -3  •  4  +  7-  1  =  4. 


2J2 


k) 


-4  =  2. 


D  162-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  focos  de  las  parábolas  que  tienen  como  triángulo  autopolar  el 
formado  por  los  puntos  H(0,0),  5(1,0),  C(0, 1). 
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Solución:  Las  parábolas  que  tienen  un  triángulo  conjugado  dado,  tienen  su  foco  sobre  el  círculo  de  los 
nueve  puntos.  Luego  el  lugar  del  foco  es  el  círculo  que  pasa  por  O  y  es  tangente  a  BC  en  su  punto  medio, 
siendo  su  ecuación:  x(x  -  y  ^  +  y(y  -  y  )  =  0,  es  decir:  2{x2  +y 2)  -  (x  +  y)  =  0. 

Resolviendo  el  problema  analíticamente,  la  ecuación  general  de  las  cónicas  circunscritas  al  triángulo 
ABC,  es:  Áx2  +  py2  +  (x  +  y  -  1 ) 2  =  (A  +  1  )x2  +  (p  +  1  )y2  +  2 xy  -  2x  -  2y  +  1  =0.  Obligando  a  que  sea 


parábola: 


A  +  1  1 

1  p+l 


=  A^u  +  A  +  p  =  0,  de  donde:  p  = 


-A 
1  +  A 


Por  tanto,  la  ecuación  de  la  parábola 


1/ 

es:  (A  +  1  )x2  +  ^  +  2 xy  -  2x  -  2y  +  1  =  0.  Para  obtener  su  ecuación  tangencial,  se  tiene  que: 

A  +  1  1  — 1  u 


1 


1 


-1  v 


A  +  1 

-1  -1  1  w 

u  v  w  0 


=  u2  -  (A  +  1 ) v2  +  2 uw  -  2(A  +  1  )vw  =  0.  Para  hallar  el  foco,  se  plantea  el 


v  —  X 

sistema  (ver  Nota):  2x  +  2(A  +  l)y  -  1  -  (A  +  1)  =  0,  (A  +  l)x  -y  =  0,  de  donde  eliminando  A  =  — 

queda  la  ecuación  del  lugar  del  foco:  2(x2  +y 2)  -  x-y  =  0. 


Nota:  Siendo  F{u,v,w)  =  au2  +  2buv+  cv2  +  2duw  +  2evw+fw2  =  0,  la  ecuación  tangencial  de  una 
cónica,  las  coordenadas  de  su  foco  vienen  dadas  por  el  sistema:  f[x2  -y2)  -  2dx  +  2ey  +  a  -  c  =  0, 
fxy  -  ex  -  dy  +  b  =  0.  En  el  caso  de  la  parábola,  se  tiene  /  =  0,  con  lo  que  el  sistema  es: 
-2  dx  +  2  ey  +  a-c  =  0,  -ex  —  dy  +  b  =  0. 


D  163-  La  tangente  en  un  punto  M  de  una  parábola  encuentra  a  la  tangente  en  el  vértice,  en  un  punto  N.  Se 
traza  por  N  una  paralela  NM'  a  OM,  y  por  O  una  paralela  OM'  a  MN.  Las  rectas  NM'  y  OM'  se  cortan  en 
M'.  Io)  Hallar  la  envolvente  de  M'N  2o)  Hallar  el  lugar  geométrico  de  M'.  3  o)  Hallar  la  envolvente  de 
M'M.  4o)  Hallar  el  lugar  del  centro  de  la  circunferencia  circunscrita  a  OMN. 

Solución:  Sean  las  siguientes  ecuaciones  y  coordenadas:  n  =  y2  -  2/zr  =  0,  M{2pX2 ,2pX), 

MN  =  x  -  2A y  +  2p22  =  0,  N(0,p2),  OM  =  x  -  Ay  =  0,  NM'  =  x  -  Ay  +  pÁ,2  =  0,  OM'  =  x  -  2Ay  =  0, 
M’ {-2pX2 ,-pX) ,  MM'  =  3x  -  4 A y  +  2/;A2  =  0.  Io)  Derivando  la  ecuación  de  NM'  respecto  al  parámetro  A, 


se  tiene:  ~rr(x  -  Ay  +pA2)  =  -y  +  2pA  =  0,  A  =  4—,  La  ecuación  de  la  envolvente  de  M'N  es: 


y 


dX 


2 P 


y2  -4 px  =  0.  2o)  x  =  -2pX2,  y  =  -pX.  Luego:  A2  =  ~4r~  =  Por  tanto,  la  ecuación  del  lugar 

-2 P  p 

geométrico  de  M',  es:  2y2  +px  =  0.  3o)  Derivando  la  ecuación  de  MM'  respecto  a  A,  se  tiene  que: 


-jt-(3x  -  4Xy  +  2pX2)  =  -4y  +  4pX  =  0.  De  donde:  A  =  j-.  La  ecuación  de  la  envolvente  de  M'M  es: 

CÍA  P 


_  y 


2 y-  -3 px  =  0.  4o)  La  circunferencia  circunscrita  a  OMN,  es:  (x-a) 

1  2  _  a\2  J_  _  „2 

„2 


y 


_  MV  ai  p2^2  = 


2  ) 


=  0. 


Por  pasar  por  M:  ( 2pX 2  -  a)¿  +  (2pX  -  ^-)2  -  a2  -  —  =  0.  Como  a  =  x,  =  y,  se  tiene  la 

ecuación  del  lugar  pedido:  8y2  -  2 px  +p2  =  0. 

D  164-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  la  intersección  de  las  normales  a  la  parábola  y2  =  2 px,  trazadas  en  los 
extremos  de  una  cuerda  que  se  desplaza  paralelamente  a  una  dirección  dada. 

Solución:  Sean  los  puntos  de  la  parábola:  (2pa2,2pa),  (2pb2,2pb).  La  dirección  dada  es 

m  =  =  -J— _ .  Las  normales  son:  y  +  2 ax  -  2 pa  -  Apa 3  =  0,  y  +  2 bx  -  2 pb  -  4 pb2  =  0.  La 

^2  i  /.í.  i  —  1 _ am 


2p(a2  -  b2) 


a 


abscisa  del  punto  de  intersección  es:  p[  1  +  2(a2  +  ab  +  b2)].  Sustituyendo  b  = 


1  +  2a2 


2a{\ -  am)  2(1  -am)' 


m 


in¬ 
ecuación  del  lugar  pedido:  2 m2x  -  m3y  -2p(2  +  m2)  =  0 


m 


-,  la  abscisa  es: 


.  La  ordenada  es:  Eliminando  a  se  tiene  la 


D  165-  SeanH,  B  y  C  los  pies  de  las  normales  a  una  parábola  trazadas  desde  un  punto  P.  SeanHi,  Bu  C\,  los 
puntos  de  contacto  de  las  tangentes  a  dicha  parábola  paralelas  respectivamente  a  los  lados  BC,  CA  y  AB 
del  triángulo  ABC.  Demostrar  que  las  normales  enA\,B\,C\  se  cortan  en  un  punto  P\. 

Solución:  Sea  la  parábola  y2  -  2 px  =  0,  y  sean  A(2pt2,2pt\),  B(2pñ,2pt2),  C{2pt2,2ptN),  los  puntos  de 
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contacto.  Las  normales  en  estos  tres  puntos,  son:  y  +  2t\x  -  2 pt\  -  4pt\  =  0,  y  +  2 t2x  -  2 pt2  -  4 pt\  =  0, 

punto,  se  verifica  que: 

=  0.  El  lado  AB  tiene 


y  +  2t3X 

-2pt3 

-  4 pt\  =  0.  Como  las 

tres 

norma 

es  se  han  trazado 

desde 

un 

1 

2  ti 

-2 pti  -4 ptj 

1 

t\ 

t\ 

1  U 

tí 

A  = 

1 

2t2 

-2pt2  -  4pt\ 

=  -8 P 

1 

ti 

ti 

=  0.  Luego,  8  = 

1  ti 

ti 

1 

2t3 

-2 pÍ3  -  4pt23 

1 

ti 

ñ 

1  ¿2 

ñ 

por  pendiente: 


.  2 pt\  -  2pti 


1 


y  = 


i 


2pt]  -  2pt\ 
p(ti  + 12) 


ti  +  t2 


.  Análogamente  los  otros  dos  lados.  La  tangente  paralela  a  AB,  es: 


y  su  punto  de  contacto  es  Ci[y(L  +t2)2,p(t\  +L)J-  La  normal  en  C\  es: 

n  i 

y+{t\  +  t2)x -p(ti  +  t2)  -  y(L  +  t2)  =  0.  Para  que  las  tres  normales  concurran  en  un  punto,  ha  de 


t\  + 1 2 


verificarse  que  el  determinante  Ai  = 


1  t\  +  t2  -p{ti+t2)—-y-{ti+t2)~ 
1  ti  +  Í3  — p(íl  +  Í3)  —  y  (¿1  +  ¿3)' 

1  t2  +  Í3  “ £>(¿2  +  D)  —  y  (¿2  +  D)~ 


sea  nulo.  Operando  en  Ai 


se  tiene:  Ai  = 


i 

ti  + 12 

(ti  +  t2y 

=  f  • 2 

1 

t\ 

tí 

i 

ti  +Í3 

(ti  +  Í3  )  3 

1 

ti 

ti 

i 

t2  +  Í3 

(t2  +  c)3 

1 

¿3 

ti 

=  -p3  •  8  =  0.  Luego  las  normales 


en  Ai,  Bi,  C¡,  concurren  en  un  punto  P¡. 

D  166-  Se  consideran  las  parábolas  que  pasan  por  A(a,  0)  y  son  tangentes  a  un  círculo  T  de  centro  O  y  radio 
fijo,  en  dos  puntos  M  y  M'  variables.  Io)  Hallar  la  ecuación  general  de  las  parábolas.  2o)  Hallar  la 
envolvente  de  MM'.  3  o)  Hallar  el  lugar  geométrico  del  punto  medio  de  MM'.  4o)  Hallar  el  lugar  de  la 
intersección  de  las  tangentes  en  My  M'  al  círculo  y  a  la  parábola.  5o)  Hallar  el  lugar  del  centro  del  círculo 
circunscrito  al  triángulo  AMM1 . 

Solución:  T  =  x2  +y2  -  R2  =  0,  MM'  =  x  +  my  +  n  =  0.  Io)  Ecuación  general  de  las  cónicas  tangentes  a 
T  en  su  intersección  con  MM':  x2  +y2  -  R2  +  X(x  +  my  +  n)2  =  0.  Obligando  a  que  las  cónicas  pasen  por 
A,  se  tiene  que:  a2  -R2  +  X(a  +  n)2.  Obligando  a  que  estas  cónicas  sean  parábolas,  se  verifica  que: 

1  +  A  mX 


mX  1  +  Xm2 


=  1  +  Xm2  +  Xm  =  0.  De  donde  m  =  — 


1  /  d2  _ 

n  =  J  ^  -  a.  La  ecuación 


de  la  parábola  es:  n  =  x2  +y2  -  R-  +  X  \x  +  - 


1  +A 


y- 


R2  -  a2 


-  a  )  .  2o)  La  ecuación  de  MM' ,  es: 


x  - 
que: 


1  +A 


y  ■ 


R2-a 2 


x 


y 


jt 


-  a  =  0.  Derivando  esta  ecuación  respecto  a  X,  e  igualando  a  cero,  se  tiene 
=  0.  Luego  el  lugar  pedido,  en  paramétricas,  es :  x  =  a  -  J-X( a2  -  R2) , 


x  V=X 

y  =  -  Jia2  —  R2 ) ( 1  +  X) .  Eliminando  X,  se  tiene:  x2  +  y2  -  2 ax  +  R2  =  0.  3o)  El  punto  medio  de  MM' ,  se 
obtiene  por  su  intersección  con  la  perpendicular  sobre  MM'  trazada  desde  O,  es  decir  y  = 


-  x. 

y¡  a 

Eliminando  X,  se  tiene  el  lugar  pedido:  (x2  +y2  -  ax)2  -  {a2 -R2)(x2  +y2)  =  0.  4o)  El  punto  de 
intersección  es  el  polo  de  MM'  respecto  al  círculo  y  a  la  parábola.  Siendo  este  punto  (a, (3)  su  polar 
respecto  al  círculo  es:  ax  +  [3y-  R2  =  0.  Identificando  esta  ecuación  con  la  de  MM' ,  se  tiene: 
a_  _  P  _  -R2 

1 


-X  -  1 


R-  -  a~ 


-  a 


.  Eliminando  X  =  a  ,  y  cambiando  ( a,B )  por  (x,y),  se  tiene  la 
cr  +  ' 


ecuación  del  lugar  pedido:  (x2  +y2)(R2  -  a2)  +  (ax  -  R2)~  =  0.  5o)  La  ecuación  de  las  cónicas  que  pasan 

R-  —  n-  A 

:  -a  J (mx  +  ny+p)  =  0.  Obligando  a  que  sea 


por  MM' ,  es:  x2  +y2  -  R2 


1  +A 


y- 


círculo:  m  =  n  =  0.  Y  como  pasa  por  A,  se  tiene:  p  =  JX(R2  -  a2) .  Las  coordenadas  del  centro,  son: 
x  =  y¡X(R2  -  a2) ,  y  =  y  J(a2  -  R2)(  1  +  X) .  Eliminando  X  entre  estas  dos  ecuaciones,  se  tiene  el 
lugar  pedido:  x2  +y2  -  a  =  0.  6o)  En  el  dibujo  se  ha  incluido  en  línea  continua  el  lugar  geométrico 

del  punto  3  o,  y  en  línea  de  trazos  el  del  punto  4o,  para  el  caso  a  =  2,  R  =  1 . 
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D  167-  Se  considera  una  parábola  P  =  y2  -  2 px  =  0,  y  un  círculo  T  cuyo  centro  es  el  punto  C(a,[3)  y  que 
pasa  por  el  vértice  de  P.  Por  los  puntos  de  intersección  de  P  y  L,  pasa  otra  parábola  P' .  Io)  Determinar  el 
punto  C,  de  manera  que  las  parábolas  P  y  P'  sean  iguales,  y  que  P'  sea  tangente  a  una  tangente  T  dada  de 
P.  2o)  Hallar  el  lugar  geométrico  del  punto  de  contacto  de  P'  con  T,  cuando  esta  varía.  3o)  Hallar  la 
envolvente  del  círculo  circunscrito  al  triángulo  autopolar  común  a  las  dos  parábolas. 


Solución:  Vértice  de  P:  (0,0).  Ecuación  del  círculo:  Y  =  x2  +y2  -  2ax  -  2f3y  =  0.  Ecuación  de  las 

cónicas  que  pasan  por  la  intersección  de  P  y  L:  y2  -  2 px  +  X(x2  +y2  -  2 ax  -  2¡iy)  =  0.  Para  que  estas 

X  0 

0  1  +  A 


cónicas  sean  parábolas,  ha  de  verificarse  que: 


=  X(X  +  1)  =  0,  luego  X  =  -1.  Por  tanto, 


P'  =  x2  +  2 (p  -  a)x  -  2 Py  =  0.  Io)  Para  que  P  =  P' ,  sus  parámetros  han  de  ser  iguales,  luego  (5  =  p.  La 


ecuación  de  la  tangente  a  P  es:  y  =  mx 


2  m 


.  Cortando  la  parábola  P'  por  esta  tangente,  se  tiene  que: 


2 (p  -  a)x  -  2 /i(jnx  +  =  0.  Para  que  esta  ecuación  tenga  una  raíz  doble,  su  discriminante  ha  de 


ser  nulo,  es  decir:  ( p-a-pmY 


EL 

m 


=  0.  Luego  se  tiene:  a  =  p[  1  -m  ±  - 


coordenadas  de  C  son: 


V  m  J  ■ 


Por  tanto,  las 


2o)  La  abscisa  del  punto  de  tangencia  es  la  raíz  doble  de 


la  ecuación  anterior  en  x,  es  decir:  -p  +  a  +  pm.  Luego  en  dicha  ecuación  se  tiene  para  esta  raíz  doble: 

_2  „2 

-.  Introduciendo  este  valor  en  la  ecuación  de  la  tangente,  se  tiene  el 


x2  -  2x2  -  Efi-  =  0,  de  donde  m  = 


lugar  pedido: 


2pxy  +  2p3  =  0.  3o)  La  polar  de  un  punto  (xijq)  con  respecto  a  P,  es: 


ecuación  de  las  cónicas  conjugadas  con  ellas,  es: 


=  0.  Obligando  a  que 


-px+yiy-pxi  =  0.  Y  la  polar  respecto  a  P  ,  es:  (xi  +p  -  a)x  -  py  +  (p  -  a)x  i  -py  i  =  0.  Luego  la 

-p  y  -px 

x  +  p-a  -p  (p-a)x-py 
X  p  v 

estas  cónicas  sean  circunferencias,  se  tienen  las  condiciones:  X  =  p  =  \,v  =  p  -  a.  Por  tanto,  la  ecuación 
de  la  circunferencia  es:  p(x2  +y2)  +  p2x  +  \_p 2  +  (p  -  a)2  ]y -p2(p  -  a)  =  0.  Derivando  respecto  a  a,  se 

tiene:  a  =  p-  Introduciendo  este  valor  en  la  ecuación  de  la  circunferencia,  se  tiene  la  envolvente 

2y 

pedida:  4y(x2  +y2)  +  4 py(x  +y)  - p 3  =  0.  4o)  Se  ha  dibujado  para  el  caso p  =  1,  en  línea  continua  gruesa 
el  lugar  del  punto  2o,  y  en  línea  de  trazos  gruesos  la  envolvente  del  punto  3  o,  incluyéndose  en  trazos  finos 
la  parábola  dada. 
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D  168-  Por  un  punto  se  trazan  tres  normales  a  una  parábola.  Sean  A,  B,  C  los  centros  de  curvatura  situados  en 
ellas.  Por  cada  uno  de  estos  tres  puntos  se  puede  trazar  otra  normal  a  la  parábola.  Demostrar  que  estas  tres 
normales  concurren. 

Solución:  Desde  un  punto  {a,  ¡i)  se  pueden  trazar  tres  normales  a  una  parábola,  cuyos  pies  vienen  dados 
por  las  ecuaciones:  y2  -  2 px  =  0 ,xy+(p-  a)y -p¡5  =  0  (hipérbola  de  Apolonio).  Las  ordenadas  de  estos 
tres  pies  vienen  dadas  por  la  ecuación:  y3  +  2p(p  -  a)y  -  2[}p2  =0.  Luego  la  suma  de  dichas  tres 
ordenadas  es  nula,  es  decir  b\  +  bi  +  ¿3  =0.  Siendo  /L,  p2,  fh,  las  ordenadas  de  las  “nuevas”  normales 
trazadas  desde  A,  B,  C,  se  tiene:  2b\+  ¡5\  =0,  2b 2  +  >82  =  0,  2ó3  +  fh  =  0.  Luego  /L  +  ¡h  +  =  0,  por 

lo  que  las  tres  "nuevas”  normales  son  concurrentes. 

D  169-  Hallar  el  lugar  geométrico  descrito  por  el  punto  medio  de  una  cuerda  de  longitud  dada,  en  una 
parábola. 

Solución:  Parábola:  y2-2px  =  0.  Coordenadas  de  los  extremos  de  la  cuerda:  A(2pa2,2pa), 

B(2pb2,2pb).  Longitud  de  la  cuerda:  d 2  =  [2p(a2  -  b2)]2  +  \2p(a  -  b)]2.  Las  coordenadas  del  punto 
medio  M  de  AB,  son:  x  =  p(a2  +  b2),  y  =  p(a  +  b ).  De  donde  se  tiene  que:  a2  +  b2  =  A-,  a  +  b  =  jy, 

2 ab  =  2—  -y,  (a  -  b)2  =  y  +  J  ,  a2  -  b2  =  y r  y  +  ^ X  7  ■  Sustituyendo  estos  valores  en 
p-  P  P  p¿  P  \  P  p¿ 

d2,  se  tiene:  d2  =  4 y2(  y  +  ^ X  7  )  +4p2(  yr  +  ^ X  J  ].  Operando,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar 

\P  p2  J  p-  J 

p2c¡2 

pedido:  y4  -  2 pxy2  +  p2y2  -  2 p3x  +  —  =  0.  Seguidamente  se  incluye  el  dibujo  de  este  lugar 

geométrico  distinguiendo  el  caso  d  >  p  (p  =  1,  d  =  4,  en  línea  continua  gruesa)  y  el  caso  d  <  p  (p  =  1, 
d  =  0. 8,  en  línea  de  trazos  gruesos),  y  en  el  que  se  representa  en  línea  fina  la  parábola  dada. 


D  170-  Una  parábola  tiene  por  foco  un  punto  de  una  elipse,  y  por  directriz  la  tangente  en  el  punto 
correspondiente  del  círculo  principal  de  dicha  elipse.  Io)  Demostrar  que  la  parábola  pasa  por  dos  puntos 
fijos  y  hallarlos.  2o)  Hallar  el  lugar  de  los  puntos  desde  los  cuales,  las  tangentes  trazadas  a  la  parábola  son 
paralelas  al  eje  de  esta. 


2  R  2 

Solución:  Io)  Sean  las  coordenadas  del  foco  {a, ¡5),  con  ^y-  +  yy  =  1,  es  decir  a2b2  +  p2a 2  =  a2b2. 

ci~  b 

Sea  el  punto  de  tangencia  La  directriz  es:  abx  +  fíay  -  a2b  =  0.  La  ecuación  focal  de  la 


parábola,  es:  ( x-a )  +(y-fi)  = 


2  _  (abx  +  ¡3ay  -  a2bY 


a2b 2  +  ¡52a2 


(abx  +  [3ay  -  a2by 
a2b 2 


.  Operando,  se  obtiene: 


a2b2\_(x  -  a)1  +  (y  -  ¡5)2  ]  -  (abx  +  [5ay  -  a2b)2  =  0.  Como  el  lugar  es  simétrico  respecto  a  OX,  haciendo 
y  =  0  se  tienen  los  puntos  fijos  (±c,0),  siendo  c2  =  a2  -  b2.  2o)  Derivando  la  ecuación  de  la  parábola,  y 
haciendo  y'  =  0,  se  tiene:  b(a2  -  a2)x  -  aa¡5y  =  0.  Como  a  =  acosO,  y  =  b sin0,  se  obtiene: 
xsint?  =  y  cosé?,  o  bien:  x  =  Acosé*,  y  =  A  sin  6*.  Sustituidos  estos  valores  en  la  ecuación  de  la  parábola,  se 


tiene:  A  = 


-.  Eliminando  A,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido  es:  x2 


-y2  = 


m- 


D  171-  Se  da  la  parábola  y2  -  2 px  =  0,  y  el  punto  A(a,  0).  Por  A  se  traza  una  secante  que  corta  a  la  parábola 
en  My  N.  Por  My  N  se  traza  un  círculo  tangente  a  la  parábola.  Io)  Hallar  el  lugar  geométrico  del  centro 
del  círculo.  2o)  Hallar  el  lugar  del  punto  de  intersección  con  MN,  de  la  normal  trazada  a  la  parábola  en  el 
punto  de  contacto. 

Solución:  Io)  Tangente  a  la  parábola  en  el  punto  genérico  p(^  ^ y-mx-- ^  =  0.  La 

ecuación  de  la  recta  MN  es:  y  -  tx  +  ai  =  0.  La  ecuación  de  la  cónica  que  pasa  por  los  puntos  M,  N,  P,  es: 


93 


A(y2  -  2 px)  +  (y  -  tx  +  at)  (y  -  mx  -  =  0.  Obligando  a  que  sea  círculo:  t  =  -m,  A  =  -m2  -  1 .  La 

ecuación  del  círculo  es:  m2{x2  +  y2)  -x^2p(m2  +  1 )  +  am2  -  y  J  +y(am  +  y^-^  +  -y  =  0-  Siendo  el 
centro  (x,y),  se  tiene:  2m2x  =  2 p(m2  +  1 )  +  am2  -  y;  2m 2 v  =  -am  -  y-,  Eliminando  m  entre  estas  dos 
igualdades,  se  tiene  el  lugar  pedido:  21py2  -  2(2x-  2p  -  a){a  +x-p)2  =  0.  2o)  La  normal  en 


2  ’  es:  y~~nT  =  An~  “  y-r ) '  Eliminando  m  entre  esta  ecuación  y  la  de  la  recta 

MN  =  y  +  mx-am  =  0,  se  tiene  el  lugar  pedido:  2y4  -  2y2(x  -  a)(x  - p)  +  p(x  -  a)3  =  0.  3o)  En  el 
dibujo  se  han  incluido  para  el  caso p  =  1,  a  =  2,  en  línea  continua  gruesa  el  lugar  del  punto  Io,  en  línea  de 
trazos  gruesos  el  del  punto  2o,  y  en  línea  de  trazos  finos  la  parábola  dada.  En  línea  continua  fina  se  ha 
incluido  el  lugar  del  punto  2o)  para  el  caso  p  =  1 ,  a  =  -2. 


D  172-  En  ejes  rectangulares  se  dan  los  puntos  A(a,b )  y  B(-a,-b).  Io)  Sobre  el  eje  OX se  toma  un  punto  My 
se  considera  la  parábola  P,  tangente  en  A  a  MA,  y  tangente  enfia  MB.  Hallar  el  lugar  geométrico  del 
vértice  y  del  foco  al  variar  M.  2o)  Sobre  OY  se  toma  un  punto  N.  Se  considera  la  parábola  P1 ,  tangente  en 
A  a  NA,  y  tangente  en  B  a  NB.  Las  dos  parábolas  se  cortan  en  los  puntos  A,  B,  C  y  D.  Hallar  la  ecuación  de 
CD,  y  el  lugar  de  C  y  D  cuando  My  N se  desplazan  de  manera  que  la  abscisa  de  M  es  igual  a  la  ordenada 
de  N. 


Solución:  Io)  La  ecuación  general  de  las  cónicas  que  cumplen  el  punto  primero  del  enunciado,  es: 

[bx  +  (A  -  á)y  -  bX\[bx  -  {a  +  X)y  -  bX\  +  p(bx- ay)2  =  0.  Obligando  a  que  sea  parábola:  p  =  -1, 
siendo  M{ A,0).  Luego  la  ecuación  de  P  es:  [bx  +  (A  -  a) y  -  bX\[bx  -  (a  +  A )y  -  bX]  -  ( bx  -  ay)2  =  0. 


Operando:  Ay2  +  2b2x  -  2aby  -  b2X  =  0.  El  vértice  es: 
vértice,  es:  ay2  -  2 bxy  +  ab 2  =  0.  Las  coordenadas  del  foco  son:  ^ 


ab 

’  A  J 
2  —  b2 


Eliminando  A 

-A2 


2A 


el  lugar  del 
-y- Eliminando  A,  la 


ecuación  del  lugar  geométrico  del  foco,  es:  (a2  -  b2)y2 -2abxy  +  a2b2  =  0.  2o)  Siendo  N(0,p),  la 
ecuación  de  P'  es:  px2  -  2 abx  +  2 a2y  -  a2p  =  0.  Siendo  la  ecuación  de  CD:  mx  +  ny+p  =  0,  como: 
P-^Ypl 

CD  =  — ,  a  ^ — ,  se  obtienen  los  siguientes  valores:  m  =  BA-  n  =  A  p  =  -2b  ( 1  +  -M- Y  Por  tanto, 
bx  -  ay  a2  a  V  aP  J 

CD  =  bXpx  +  aXpy  -  2ab{ap  +  bX)  =  0.  Como  A  =  p,  el  lugar  de  C  y  D  es:  bx2  +  ay2  -  ab{a  +  b)  =  0. 

3o)  En  el  dibujo  se  han  incluido  para  el  caso  a  =  2,  b  =  1,  en  línea  continua  el  lugar  geométrico  del  punto 

Io,  y  en  línea  de  trazos  el  del  punto  2o. 


D  173-  En  ejes  rectangulares  se  considera  la  parábola  de  vértice  el  origen  O,  y  que  corta  a  los  ejes  en  A  y  B, 
de  forma  que  O  A  •  OB  =  k2.  Hallar  el  lugar  del  foco. 
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Solución:  La  ecuación  focal  de  la  parábola,  es :  (x- a)  +  (y-  P)  = 


2  _  ( ax  +  P ’y  +  a-  +  P2) 


2\2 


cr 


P2 


Luego  se 


4  a(a2  +  B1)  4  B(a2  +  B2) 

tiene  que:  O  A  =  - —r - ,  OB  =  - 3 - .  Por  tanto,  la  ecuación  del  lugar  geométrico  pedido, 


P2 


a 


es:  16(x2  +  y2)1  -  k2xy  =  0,  o  bien:  p 2  =  sin20.  Se  ha  dibujado  este  lugar  para  el  caso  k  =  4. 


D  174-  Dada  la  parábola  x  =  2t2  +  t  -  1 ,  y  =  t2  +  3t  +  1 ,  hallar  su  vértice,  foco  y  directriz. 

Solución:  A¡  =  2,  B,  =  1,  Cl  =  -1,  A2  =  1,  B2  =  3,  C2  =  1.  Como  tv  =  -A'B\+A^  =  yi  las 

2{A\  +  B\)  ¿ 

coordenadas  del  vértice  son:  x  =  -1,  y  =  -y-.  Sea  la  recta  de  ecuación:  y-  p  -m(x-  a)  =0,  es  decir: 

t2  +  3t  +  1  -  P  -  m(2t2  +  t  -  1  -  a)  =  0.  Para  que  sea  tangente,  el  discriminante  de  la  ecuación  en  t  ha  de 
ser  nulo,  es  decir:  (9  +  8 a)m2  -  (2  +  4 a  +  8P)m  +  5-1-  4/3  =  0.  Para  que  (a, P)  sea  el  foco,  ha  de  cumplirse 
que:  m2  +  1  =  0.  Se  obtiene  que  el  foco  es  La  polar  del  foco  se  obtiene  de:  2t2  +  2t+  1  =  0, 

(2  +  v)t2  +  (1  +  3 v)t  -  1  +  v  +  w  =  0,  de  donde:  v  =  y ,  w  =  y  -  La  directriz  es:  4x  +  2y  +  7  =  0. 


D  175-  Hallar  el  lugar  geométrico  del  centro  de  un  triángulo  equilátero  cuyos  lados  son  normales  a  una 
parábola. 

2  4-r%  »-* 

Solución:  Como  tan  36  =  2q  ’  ^as  Pendientes  de  los  lados  de  un  triángulo  equilátero  son 

raíces  de  una  ecuación  de  la  forma  —  —  m\  =  X,  es  decir:  m 3  -  3 hn2  -  3 m  +  2  =  0.  Siendo  la  ecuación 

1  -  3 m2 

de  la  parábola:  y2  -  2 px  =  0,  las  ecuaciones  de  .las  normales,  en  función  de  sus  coeficientes  angulares, 


son:  y  =  m\(x-p)- 


pm\ 


,  y  sus  análogas.  Las  coordenadas  de  los  puntos  de  intersección,  vértices  del 


triángulo,  son:  x\  =  p  +  y  (jn\  +  m\m2  +  mi),  y\  =  ^-m\m2{m\  +  m2),  y  sus  análogas.  Las  coordenadas 
del  centro  del  triángulo,  son: 


x¡  +  x2  +  x2 


3p  +  y  [2(wi  +  m2  +  m3)2  -  3{m\m2  +  m\m2  +  m2m-¡)  ] 


X  3  3 

y  =  y 1  +^2  +^3  =  y  [(/?? i m2  +  m\m2  +  m2m2)(mi  +  m2  +  m2)  -  3ni\m2m2]. 

Aplicando  las  fórmulas  de  Cardano  a  la  ecuación  en  m,  se  tiene  que:  m\+m2  +  m2  =  3X, 

5  p 

ni\m2  +  m  i m 3  +  m2m2  =  -3,  m\m2m2  =  -X.  Por  tanto,  x  =  3 pX2  +  -B-,  y  =  -pX.  Eliminando  X,  se  tiene 

5 p2 


la  ecuación  del  lugar  pedido:  3 y2  -px 


=  0. 


D  176-  Se  da  un  círculo  de  centro  C  y  un  punto  O  sobre  él.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  vértices  de  las 
parábolas  de  foco  O,  tangentes  al  círculo. 

Solución:  Sea  P  un  punto  del  círculo  de  radio  R,  y  M  la  proyección  de  O  sobre  la  tangente  en  P  al 
círculo.  Sea  N  el  simétrico  de  O  respecto  a  PM.  El  eje  de  la  parábola  tangente  en  P  al  círculo,  y  de  foco  O, 
es  OV,  paralelo  a  PN.  El  vértice  V  de  la  parábola  es  la  proyección  de  M  sobre  el  eje.  Se  tiene: 
VOM  =  MNP  =  MOP  =  6,  MPO=^--MOP,  OPC  =  2L  -MPO  =  MOP  =  6,  POC=OPC=6, 

VOC  =  VOM+MOP  +  POC  =  39,  OV  =  OMcosO,  OM  =  OPcosO,  OP  =  2Rcos9.  De  donde  se  tiene 
que:  OV  =  2Rcos36.  Es  decir  que  la  ecuación  en  polares  del  lugar  pedido,  es:  p  =  2Rcos39  =  2i?cos3y-, 

siendo  el  polo  O,  el  eje  polar  OC,  p  =  OV,  co  =  VOC. 
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Se  ha  dibujado  este  lugar  para  el  caso  R  =  1 . 


D  177-  Dados  dos  ejes  rectangulares  y  una  parábola  de  foco  O,  origen  de  coordenadas,  y  eje  OX,  se  toma  un 
punto  M  variable  sobre  ella.  Este  punto  se  proyecta  en  H  sobre  OX,  y  se  considera  el  punto  A,  simétrico  de 
O  respecto  a  H.  Hallar  Io)  El  lugar  geométrico  de  la  proyección  de  O  sobre  MA.  2o)  Lugar  de  la 
proyección  de  A  sobre  MO.  3o)  Lugar  del  ortocentro  del  triángulo  O  A  M. 


Solución: 


Sean  la  parábola:  y2  -2 px-p2  =  0,  y  los  puntos:  M  y(A2  -  1  ),Xp  ,  H  y  (A2  -  1 ),  0  , 


A[p(X2  —  1 ), 0] .  Io)  MA  =  =  X  ^ ■  Perpendicular  por  O:  y  = 

A  1  —  A 


2(A2  -  l)x 


El  lugar  pedido 


corresponde  a  la  intersección  de  esas  dos  rectas.  Por  tanto,  se  tiene:  py2(x 2  +y2  +  px )  -  4x(x2  +y2)7  =  0. 

2°)  MO  =  y  — fA  x  =  0.  Perpendicular  por  A:  y  -  1  ~  A  (x  -pX2  +p)  =  0.  Intersección  de  esas  dos 
A  —  1  aA 

rectas:  4 px3(y2  +px  +x2)  -y2(x2  +y2)  =0.  3o)  Perpendicular  desde  M  sobre  OA:  x=  tt(A2-1). 


Perpendicular  desde  O  sobre  AM:  y  = 


A2  -  1 
2A 


x.  Lugar  del  ortocentro:  x4  -2 pxy2  -p2y2  =  0.  4o)  En  el 


dibujo  se  han  incluido,  para  el  caso  p  =  1,  en  línea  continua  gruesa  el  lugar  del  punto  Io,  en  línea  de 
trazos  gruesos  el  del  punto  2o,  en  línea  continua  fina  el  del  punto  3o,  y  en  trazos  finos  la  parábola  dada. 


D  178-  Hallar  la  envolvente  de  las  directrices  de  las  parábolas  que  tienen  como  autopolar  el  triángulo  de 
vértices:  v  +  rv  =  0,  m  +  w  =  0,  2w  +  rv  =  0. 

Solución:  La  ecuación  general  de  las  cónicas  conjugadas  con  el  triángulo  dado,  es: 

A(v  +  w)2  +  B{u  +  w )2  +  C(2u  +  w)2  =  0.  Por  ser  parábola,  ha  de  anularse  el  coeficiente  de  w2,  es  decir: 
C  =  -A  -  B.  Luego  la  ecuación  de  la  parábola  es:  -(3 A  +  4 B)u2  +  Bv2  -  2 (A  +  2 B)uw  +  2 Bvw  =  0.  La 

D 

ecuación  de  la  directriz  es:  (2 A  +  4 B)x  -  2 By  -  3A  -  3B  =  0.  Haciendo  j2-  =  A,  esta  ecuación  queda: 
(2  +  4A)x  -  2A_y  -  3-3A  =  2x-3  +  A(4x  -  2y  -  3)  =  0.  Derivando  respecto  a  A,  y  sustituyendo,  se  tiene: 
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2  a 

x  =  y,  y  =  y.  La  envolvente  es 
circunscrito  al  triángulo  autopolar. 


el  punto  ( 


3_  1 
2  ’  2 


Este  punto  corresponde  al  centro  del  círculo 


D  179-  Se  da  una  parábola.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  un  círculo  de  radio  R  dado,  tal  que 
existan  dos  tangentes  comunes  a  la  parábola  y  al  círculo,  que  sean  perpendiculares  entre  sí. 

Solución:  Siendo  OX  el  eje  de  la  parábola,  y  OY  su  directriz,  la  ecuación  de  la  parábola  es: 

y2  =  2 px  -  p2.  Las  tangentes  a  la  parábola  trazadas  desde  un  punto  de  su  directriz,  son  perpendiculares 
entre  sí.  Siendo  A( 0,2),  la  tangente  a  la  parábola  trazada  desde  él,  es:  y-A  =  mx,  con 

m2  +  -y/r-m  -1=0.  Las  pendientes  de  sus  bisectrices  son:  m1  +  -4-m  -1=0,  siendo  la  ecuación  del 
y  a 

2  j) 

conjunto  de  estas:  (y  -  A)2  +  (y  -  A)x-|-  -x2  =  0.  La  ecuación  del  círculo  de  centro  A  y  radio  -J2R,  es: 
x2  +  (y  -  A)2  -  2 R2  =  0.  Tanto  las  bisectrices  como  este  círculo,  pasan  por  el  centro  (x,y)  del  círculo  de 

radio  R.  Restando  ambas  ecuaciones,  se  tiene:  A  =  — — — - - -.  Reemplazando  este  valor  en  la  ecuación 

x  px  i? 

del  círculo  de  centro  A,  se  tiene  el  lugar  pedido:  x2  +  [y - = — — - T  ]  -  IR2  =  0,  o  bien: 

V  x~  +  px  —  Rz  J 

(2 R2  -x2)(x2  -  R2  +px)2  -y2(x2  -  R2)2  =  0.  En  el  dibujo  se  ha  incluido  este  lugar  para  el  casoR  =  3,  y 
en  línea  fina  la  parábola  y2  -  2x  +  1  =0. 


D  180-  Se  da  un  triángulo  OAB  rectángulo  en  O.  Por  A  se  traza  una  recta  r,  y  por  B  la  perpendicular  r’  a  r.  Se 
considera  la  parábola  de  eje  r,  cuya  tangente  en  el  vértice  es  r1,  y  que  pasa  por  O.  Io)  Hallar  la  envolvente 
de  la  parábola.  2o)  Hallar  el  lugar  de  la  intersección  de  la  tangente  en  O  con  la  recta  r. 

Solución:  Tomando  como  ejes  OA  y  OB,  se  tienen  las  siguientes  coordenadas  y  ecuaciones:  0(0,0), 
A(a, 0),  B(0,b),  r  =  xsin0  -ycos@  -  asin0  =  0,  r1  =  xcos 0  +ysin0  -  bsinO  =  0.  Io)  La  ecuación  de  la 
parábola  es:  P  =  (xsin0 -ycos0  -  usin^)2  +  A(xcos@  +ysin@  -  6sin0)  =  0.  Como  pasa  por  O: 
A  =  AL2pl$_  Derivando  P  respecto  a  9  y  eliminando  9,  se  tiene  la  ecuación  de  la  envolvente  de  la 

parábola:  (ax  +  2by)2  -Aby{x2  +y2)  =  0.  2o)  Haciendo  m  =  tan@,  la  ecuación  de  la  tangente  en  O,  es: 
(a  -  2mb)x  +  (2b  +  am)y  =  0,  cuya  intersección  con  r  =  mx-y-ma  =  0,  da  el  lugar  pedido: 
x2  +  y2  —  ox  —  2 by  =  0.  3o)  Se  ha  dibujado  la  envolvente  del  punto  Io,  para  el  caso  a  =  3,  b  =  1. 


D  181-  Dos  parábolas  de  vértices  fijos  giran  de  manera  que  sus  puntos  de  intersección  son  concíclicos.  Hallar 
el  lugar  de  los  centros  de  estos  círculos. 

Solución:  Sea  OX  la  recta  que  une  los  dos  vértices,  de  coordenadas  (a,0)  y  (-a,  0).  Siendo  el  eje  de  la 
primera  parábola  P¡,  de  vértice  (a,  0),  la  recta  (x  -  a)  sina  +y  cosa  =  0,  siendo  su  tangente  en  el  vértice 
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(x  -  a)  cosa  -ysina  =  0,  y  siendo  su  parámetro  p,  se  tiene  que  su  ecuación  es: 

P i  =  [(x  -  a)  sina  +  ycosa]2  -  2p[(x  -  a) cosa  -ysina]  =  0.  Análogamente,  para  la  segunda  parábola 
P2,  de  vértice  (-a,  0),  siendo  su  eje  la  recta  (x  +  a)  sin/1  +  y  eos  [3  =  0,  siendo  su  tangente  en  el  vértice 
(x  +  a)  cos/1 -ysin/1  =  0,  y  siendo  su  parámetro  q,  se  tiene  que  su  ecuación  es: 

P2  =  [(x  +  a)  sin/1  +ycos/l]2  -  2q[(x  +  a)  eos ¡3 -ysin[3]  =  0.  La  ecuación  general  de  la  cónica 
intersección,  es:  T  =  Pi+XP2  =  0.  Obligando  a  que  sea  circunferencia,  se  tiene: 
sin2a  +  Asin2/1  =  cos2a  +  A  cos2/l,  2  sin  a  eos  a  +  2A  sin  /Icos  (3  =  0.  De  donde,  eliminando  A,  se  tiene: 
sin4a  =  sin4/l,  es  decir:  ¡3  =  a+  -y,  siendo  A  =  1.  Sustituyendo  estos  valores  en  la  ecuación  de  T,  se 

tiene  que:  Y  =  x2  +y2  +  2x(pcos2a  -  asin2a  -peosa  +  gsina)  +  2y(-2a  sin  a  eos  a  -i-psina  +  gcosa)  + 
+a2  +  2a(pcosa  +  gsina)  =  0.  Luego  las  ecuaciones  paramétricas  del  centro  de  este  círculo,  y  por  tanto 
del  lugar  pedido,  son:  x  =  -a  eos  2a  +  peosa  -  <7  sin  a,  y  =  a  sin  2a  -psina  -  qcosa.  Se  ha  incluido  el 
dibujo  de  este  lugar,  en  línea  continua  gruesa,  para  el  caso  a  =  p  =  q  =  1,  en  línea  de  trazos  gruesos  para 

el  caso  a  =  p  =  -q  =  1,  y  en  línea  fina  para  el  caso  a  =  p  =  1,  <7  =  2. 


D  182-  Desde  un  punto  M  de  una  parábola,  se  trazan  las  dos  normales  distintas  de  la  que  tiene  su  pie  en  M. 
Sean  P  y  Q  los  pies  de  estas  normales.  Io)  Hallar  la  envolvente  de  la  recta  PQ.  2o)  Lugar  geométrico  del 
punto  medio  de  PQ.  3o)  Lugar  geométrico  de  la  intersección  de  PQ  con  la  tangente  en  M.  4o)  Lugar  de  la 
intersección  de  PQ  con  la  normal  en  M.  5o)  Lugar  de  la  proyección  de  M  sobre  PQ. 

Solución:  Sea  la  parábola  TI  =  y2  -  2 px  =  0.  Sea  el  punto  MQlpX2 ,2pX) .  Io)  El  círculo  de  Joachimstal 
es:  T  =  x2  +y2  -p{  1  +  2A2)x -p2.y  =  0.  La  ecuación  del  haz  de  cónicas  que  pasan  por  la  intersección  de 
T  y  n,  es:  T  +  8  •  n  =  x2  +y2  - p{  1  +  2A2)x  -p2y  +  9(y2  -  2 px)  =  0.  Para  que  esta  cónica  degenere: 
9  =  -1  -  A2.  Siendo  OM  =  x  -  Ay  =  0,  se  tiene:  ^  +  ^  II  =  x  +  Ay  +p  =  0,  que  es  la  ecuación  de  PQ. 

La  envolvente  de  PQ  es  el  punto  (-p, 0).  2o)  x  =  -A y -p,  y2  +  2pXy  +  2 p2  =  0.  La  ordenada  del  punto 
medio  es  -pA,  y  su  abscisa  p(A2  -  1 ).  Su  lugar  es:  y2  -px -p2  =  0.  3o)  El  lugar  geométrico  viene  dado 
por  la  intersección  de  la  recta  PQ  =  x  +  Xy+p  =  0  con  la  tangente  x  -  2A y  +  2pA2  =  0,  es  decir: 
y2(3x  +  2p)  +  2p(x  +p)2.  4o)  La  intersección  de  la  recta  PQ  =  x  +  Xy+p  =  0  y  de  la  normal 
y  +  2Ax  -  2pA(l  +  2A2),  proporciona  la  ecuación  del  lugar  geométrico  pedido:  y4  -  2xy2(x  +p)  + 
+2p(x  +  p)\y2  +  2(x  +  p)2  ]  =  0.  5o)  La  intersección  de  x  +  A y  +p  =  0  con  -A(x  -  2pA2)  +  y  —  2pX  =  0, 
da  el  lugar  geométrico:  y4  +x2y2  +  2 p(x  +  p)3  +  3 pxy2  +  2 p2y2  =  0.  6o)  En  el  dibujo  se  han  incluido,  para 
p  =  1 ,  en  línea  continua  el  lugar  del  punto  4o,  en  línea  de  trazos  gruesos  el  del  punto  5°,  y  en  línea  fina  la 
parábola  dada. 
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D  183-  Se  dan  las  parábolas  TI  =  y2  -  2 p(x  +  p)  =  0,  n'  =  y2  -  2 p{x  - p)  =  0.  Una  tangente  a  n'  encuentra  a 
n  en  P  y  Q.  Sobre  PQ  como  diámetro  se  describe  un  círculo  que  encuentra  a  n  en  R  y  S.  Hallar  la 
envolvente  de  RS. 

Solución:  La  ecuación  de  la  tangente  a  n',  es:  x  -  2 Ay  -  p  +  2pA2  =  0.  Los  puntos  de  corte  con  n,  son: 
P[p(l  +  4A  +  2A2),2p(A  +  1 )],  Q\p{-\  -  4A  +  2A2),2p(A  -  1 )].  Las  coordenadas  del  centro  del  círculo 
son:  x  =  p(  1+2A2),  y  =  2pA,  y  su  radio  es:  2pJ\  +  2A2 .  La  ecuación  del  círculo  T  es: 
x2  +  y2  —  2p{\  +  2X2)x  -  4pAy  -  p2(3  +  8A2  -  4A4)  =  0.  La  ecuación  de  las  cónicas  que  pasan  por  T  y  n, 
es:  r  +  9  •  n  =  x2  +  (1  +  9)y2  -  2p(l  +  2A2  +  6)x  -  4pAy  -  p2{3  +  8A2  -  4A4  +  29)  =  0.  La  división  entre 
la  ecuación  de  T  +  9  •  n,  y  el  polinomio  x  -  2 Ay  -p  +  2 pA2,  ha  de  ser  exacta,  para  lo  cual  9  =  -1  -  4A2, 
siendo  el  cociente  la  ecuación  de  la  recta  RS  =  x  +  2 Ay  +  p{\  +  2A2)  =  0,  que  es  tangente  a  n.  Derivando 
respecto  ale  igualando  a  cero,  se  tiene:  A  =  La  envolvente  de  RS  es:  y2  -  2 p{x  +  p)  =  0,  es  decir,  la 

¿P 

parábola  II. 


D  184-  Se  consideran  todas  las  parábolas  osculatrices  a  un  círculo  en  un  punto  dado  de  este.  Io)  Demostrar 
que  las  directrices  de  las  parábolas,  pasan  por  un  punto  fijo.  2o)  Hallar  el  lugar  geométrico  del  foco  de  las 
parábolas: 


Solución:  Io)  Sea  el  círculo  x2  +y2  -  ax  =  0  y  el  punto  (0,0).  La  tangente  en  (0,0)  es  x  =  0.  La 
ecuación  de  las  cónicas  osculatrices,  es:  (x2  +y2  -  ax)  +x{mx  +py)  =  0.  Para  que  sea  parábola,  se 


verifica: 


1  +  m 

P_ 

2 


P 

2 

1 


=  1  +  m  - 


0,  luego:  m 


.  Por  tanto,  la  ecuación  de  la  parábola  es: 


p2x2  +  4y2  +  4 pxy  -  4ax  =  0.  Su  ecuación  tangencial  es: 


p2 

2 p 

-2a 

u 

2 p 

4 

0 

V 

-2a 

0 

0 

w 

u 

V 

w 

0 

=  0,  de  donde: 


«v2  -  4 uw  +  2 pvw  =  0.  La  directriz  es:  4x  -  2 py  +  a  =  0,  que  pasa  por  el  punto  fijo  0 J .  2o)  El  foco 
viene  dado  por  las  ecuaciones:  4x  +  2 py  -  a  =  0,  -px  +  2 y  =  0.  El  lugar  es:  x2  +  y2  -  -^-x  =  0. 


D  185-  Se  consideran  las  parábolas  de  vértice  0(0,0),  y  que  pasan  por  A(a,  0).  Io)  Hallar  el  lugar  geométrico 
de  los  focos.  2o)  Hallar  la  envolvente  de  las  directrices. 

Solución:  Sea  el  eje  y  =  mx,  y  el  foco  ( A,mA ).  La  directriz  es:  x  +  my  +  A{  1  +  m2)  =  0.  La  ecuación 
focal  es:  (x  -  A)2  +  (y  -  mA)2  =  [x  +  my  ^  m  11  .  Obligando  a  que  la  parábola  pase  por  A,  se 


1  +  m2 


tiene:  A  = 


ami 


4(1  +  m~) 


.  Io)  El  foco  es: 


anr 


am 


4(1  +  m 2)  4(1  +  m 2) 


.  La  ecuación  del  lugar  pedido  es: 


anr-  _ 


=  0.  Derivando,  se 


4x(x2  +  y2)  -  ay2  =  0.  En  polares:  p  =  g  •  2o)  La  directriz  es:  x  +  my+  ^ 

obtiene:  m  =  — .  La  envolvente  es:  y2  -  ax  =  0.  3o)  En  el  dibujo  se  ha  incluido  para  a  =  1,  en  línea 
continua  el  lugar  del  punto  Io,  y  en  línea  de  trazos  la  envolvente  del  punto  2o. 
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D  186-  Se  consideran  todas  las  parábolas  que  tienen  por  directriz  la  recta  x  -  a  =  0,  y  que  pasan  por  el  origen 
O.  Io)  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  focos.  2o)  Hallar  el  lugar  de  los  vértices.  3o)  Por  un  punto  M  del 
plano  pasan  dos  de  estas  parábolas.  Hallar  el  lugar  de  M  para  que  dichas  parábolas  se  corten 
ortogonalmente  en  el  origen.  Demostrar  que  en  este  caso  la  recta  que  une  sus  focos  pasa  por  un  punto  fijo. 

Solución:  Io)  Foco  (A, /i).  Ecuación  focal:  (x  -  A)2  +  (y  -  p)2  =  (x  -  a)2.  Para  que  pase  por  el  origen: 
A2  +  ¡r  =  a2.  Luego  el  lugar  de  los  focos  es:  x2  +y2  =  a2.  2o)  El  vértice  es  v(^  a  jj  ^  de  donde 
2x  =  a  +  A.  El  lugar  de  los  vértices  es:  (2x  -  a)2  +y2  =  a2,  es  decir:  4x2  +y2  -  Aax  =  0.  3o)  La  ecuación 
focal  de  las  parábolas,  en  función  de  A,  es:  y2  +  2 (a  -  A)x  -  2  Ja2  -  A 2  y  =  0,  es  decir: 
(4x2  +  4y2)A2  -  4x(2ax  +y2)A  +y4  +  4 axy2  +  4«2(x2  -y2)  =  0,  que  es  de  2o  grado  en  A,  luego  por  cada 

punto  pasan  dos  parábolas  de  la  familia.  Las  tangentes  en  el  origen  tienen  por  pendiente:  y'  = 

Como  m i  •  ni2  =  -1,  A  =  0.  El  lugar  es:  y4  +  4 axy2  +  4a2(x2  -y2)  =  0,  que  corresponde  a  dos  parábolas: 
y2  +  2ax±2ay  =  0.  Para  A  =  0,  los  focos  son  (0,±a),  y  las  rectas  que  los  unen  pasan  siempre  por  el 
origen. 


D  187-  Se  da  la  parábola  y2  -  2 px  =  0.  Encontrar  el  lugar  de  los  puntos  P  tales  que  los  círculos  que  pasan  por 
el  vértice  de  la  parábola  y  por  los  puntos  de  contacto  de  las  tangentes  trazadas  por  P  a  la  parábola,  tengan 
un  radio  constante  dado. 


Solución:  P{a,¡5).  Polar  de  P:  -px  +  ¡5y-pa  =  0.  Ecuación  general  de  las  cónicas  que  satisfacen  el 
enunciado:  A  (y2  -  2 px)  +  (px  -  fiy  +  pa)(y  +  mx)  =  0.  Para  que  estas  cónicas  sean  circunferencias,  ha  de 

v  p2  -T  B2 

cumplirse  que:  pm  =  X  -  ¡5,  p  -  finí  =  0.  De  donde:  m  =  A  =  p  ■  Operando,  la  ecuación  de  la 

f  2  B2  \  aB 

circunferencia  es:  x2+y2  +  la - P - 2pjx+-P-y  =  0.  Por  tanto,  su  radio  viene  dado  por  la 

f  2  B2  \2  a2  B2 

ecuación:  4 R2  =  (  a - j. - 2p  )  h - .  El  lugar  pedido  es:  (px  -  2y2  -  2 p1)2  +  x2y2  -  4 p2R4  =  0. 


En  el  dibujo  se  han  incluido  para  p  =  1,  R  =  2,  en  línea  continua  el  lugar  geométrico,  y  en  línea  de  trazos 
la  parábola  dada. 
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Sección  E  -  CURVAS 


CURVAS  EN  EXPLÍCITAS 
E  1-  Dibujar  la  curva  y  =  3x3  -  9x2  +  8x  -  5 

Solución:  La  curva  no  tiene  asíntotas.  Tiene  una  rama  parabólica  según  el  eje  positivo  OY para  valores  de 
x  ->■  +co,  y  una  rama  parabólica  según  el  eje  negativo  OY'  para  valores  dex->  -oo.  Derivando  la  ecuación 
de  la  curva  e  igualando  a  cero:  y'  =  9x2  -  18x  +  8  =  0,  cuyas  raíces  son  y  y  Volviendo  a  derivar: 

y"  =  18(x-  1).  Luego  y" (y)  >  0,  y" <  0.  Por  tanto,  el  punto  es  un  máximo,  y  el 

punto  ("3"’  ”9^“)  es  un  mí™10-  Para  y"  =  0,  se  tiene  el  punto  de  inflexión  (1,-3),  en  el  que  la  pendiente 

de  su  tangente  es  -1.  La  curva  corta  al  eje  XX1  en  el  punto  de  abscisa  2. 11,  siendo  la  pendiente  de  su 
tangente  10. 1.  La  curva  corta  al  eje  YY'  en  el  punto  de  ordenada  -5,  siendo  la  pendiente  de  su  tangente  8. 
El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


Nota:  Para  representar  las  curvas  se  utilizan  escalas  horizontal  y  vertical  que  proporcionan  una  adecuada 
comprensión  de  sus  características. 


E  2-  Dibujar  la  curva  y  =  2x3  -  4x  +  1 


Solución:  La  curva  no  tiene  asíntotas.  Tiene  una  rama  parabólica  según  el  eje  positivo  OY  para  valores  de 
x  ->  +co,  y  una  rama  parabólica  según  el  eje  negativo  OY '  para  valores  de  x  -►  -00.  Derivando  la  ecuación 

de  la  curva  e  igualando  a  cero:  y'  =  6x2  -4  =  0,  cuyas  raíces  son  ±  1^ ■  Volviendo  a  derivar:  y"  =  12x. 


Luego  y  (  Jf 


<  0.  Por  tanto,  el  punto  I  ^ 


es  un  mínimo,  y  el  punto 


3  ’  9 

es  un  máximo.  Para  y"  =  0,  se  tiene  el  punto  de  inflexión  (0, 1 ),  en  el  que  la 


pendiente  de  su  tangente  es  -4.  La  curva  corta  al  eje  XX  en  tres  puntos,  cuyas  abscisas  son, 
aproximadamente:  -1.5;  0.26;  1.2.  El  punto  de  intersección  con  el  eje  YY',  es  el  de  inflexión,  ya 
estudiado.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  3-  Dada  la  curva  y  =  x3  -  1,  hallar:  Io)  Los  valores  de  la  subnormal  y  la  subtangente  en  el  punto  (0,-1). 
2o)  Ecuación  del  haz  de  tangentes  trazadas  desde  el  origen  de  coordenadas. 

Solución:  Io)  Derivando  y  particularizando  para  el  punto  dado:  y'  =  3x2  =  0.  La  subnormal 

S„  =  yy'  =  0.  La  subtangente  St  =  =  oo.  2o)  Sea  y  =  he,  la  recta  genérica  que  pasa  por  el  origen.  Su 

y 

intersección  con  la  curva  viene  dada  por  x3  -  Xx  -  1  =0.  Esta  ecuación  debe  tener  una  raíz  común  con  su 
derivada,  3x2  -2  =  0.  Luego:  42 3  -  27  =  0.  El  haz  es:  4^ ^-)  -  27  =  0.  Operando:  4 y3  -  27x3  =  0. 

E4-  Dada  la  curva  y  =  x3  -x2,  hallar  el  lugar  geométrico  del  punto  medio  de  las  cuerdas  paralelas  a  la 
dirección  y  =  2x. 

Solución:  Sean  (x,y),  (x  +  a, y  +  f:¡)  los  puntos  de  intersección  de  la  cuerda  con  la  curva,  luego: 

y  +  ¡5  =  (x  +  a)3  -  (x  +  a)2.  Siendo  y  =  2x,  se  tiene:  2x  +  ¡3 -x3  -  3x2a  -  3xa2  -  a3  +x2  + 
+2ax  +  a2  =  0.  Operando:  x3  +  (3a  -  1  )x2  +  (3a2  -  2a  -  2)x  +  a3  -  a2  -  (3  =  0.  Sustituyendo  (x,y)  por 
(-x,-y),  se  tiene:  x3  -  (3a  -  l)x2  +  (3a2  -  2a  -  2)x  -  a3  +  a2  +  [3  =  0.  Sumando  y  restando  estas  dos 
igualdades  y  simplificando:  x3  +  (3a2  -  2a  -  2)x  =  0,  (3a  -  l)x2  +  a3  -  a2  -  ¡3  =  0.  De  donde: 

— q 3  _|_  _|_  o 

x2  =  -3a2  +  2a  +  2  =  - — — j — — .  Por  tanto,  f3  =  -8a3  +  8a2  +  4a  -  2,  o  bien,  cambiando  (a, (3)  por 

(x,y),  se  tiene:  y  =  -8x3  +  8x2  +  4x  -  2,  que  es  el  lugar  pedido.  En  el  siguiente  dibujo  se  ha  representado 
en  línea  continua  el  lugar  geométrico,  y  en  trazos  la  curva  dada. 


E  5-  Dada  la  curva  y  =  +  = — — ,  hallar  sus  asíntotas  y  la  posición  de  la  curva  respecto  a  ellas. 

7  x  1 

Solución:  Los  valores  que  anulan  el  denominador  son  x  =  ±1,  que  representan  las  asíntotas  paralelas  al 
eje  YY' .  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecta  a  la  asíntota  x  =  1,  se  sustituye  x  =  1+0,  con 

0  — ►  0,  obteniéndose  yc  -ya  =  +  J_  .  Luego  para  0  >  0,  se  tienen  las  dos  posiciones  yc  ^  ya,  mientras 

720 

que  para  0  <  0,  no  hay  curva.  Con  relación  a  la  asíntota  x  =  -1,  se  sustituye  x  =  -1  +  0,  con  0  -»■  0, 

3ÍJ 

obteniéndose  yc  -  ya  =  ±  Luego  para  0  <  0,  se  tienen  las  dos  posiciones  yc  ^  ya,  mientras  que 

7=20 

para  0  >  0,  no  hay  curva.  Para  hallar  la  asíntota  general  se  tiene  que: 


y  =  ±- 


1 


X6 


1 


(3c-  +  ^)  +  (  2  )(3C_  +  Ír) 


7‘-7) 


< 


1-  ?  Mr 


x(  1  - 


3x3 


9x6 


1  - 


2x‘ 


8x4 


;(x+  Luego  las  asíntotas  generales  son:  y  =  ±x.  La  curva  no  las 


corta.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  la  asíntota  y  =  x,  se  tiene  queyc  -ya  =  -3=;  luego 
para  x  =  +oo,  yc  >  ya,  y  para  x  =  -oo,  yc  <  ya.  Análogamente,  para  la  asíntota  y  =  -x,  se  tiene  que 


Le -ya  = 


-1  ■ 
2x 


luego  para  x  =  +<x>,  yc  <  yfl,  y  para  x  =  -oo,  yc  >  ya.  En  el  esquema  siguiente  se  recogen 


las  posiciones  estudiadas. 
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X=-1  X=1 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  6-  Dibujar  la  curva  y  =  x  +  1  ± 


Solución:  La  curva  no  es  real  para  y— j-  <  0,  es  decir  para  0  <  x  <  1.  El  valor  x  =  1,  hace  infinito  el 
valor  del  radicando,  luego  se  trata  de  una  asíntota  paralela  al  eje  YY' .  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva 
respecto  a  esta  asíntota,  se  sustituye  x  =  1+0,  con  0  -»■  0,  obteniéndose  J  =  2± -jL  .  Luego  para  9  >  0, 

jo 

y  =  ±qo,  mientras  que  para  0  <  0,  el  valor  de  y  es  imaginario,  luego  no  hay  curva.  Para  obtener  las 

asíntotas  generales,  se  tiene:y  =  x  +  1  ±x^yZ_^  2  =x+l±x  1  +  +  -X-  +. . .  ^  2  = 


=  x+l±x  1  +  ^  2  ^  +  -y  +. ..  ^  ^  2  ^  +. . .  ^  +. . .  .  De  donde  se  tiene  que: 

y  ^  x  +  1  ±  (x  +  y  +  Luego  hay  dos  asíntotas  generales:  y  =  2x+  y,  y  =  y.  Para  estudiar  la 

posición  de  la  curva  respecto  a  y  =  2x  +  se  tiene  yc-ya  =  ~i~',  luego  para  x  =  +<x>,  yc  >  ya,  y  para 

Z  CtX 

x  =  -oo,  yc  <  ya.  La  curva  la  corta  en  y  J-  Con  relación  a  y  =  y,  se  tiene  yc-ya  =  yyí  luego 

parax  =  +co,  yc  <  ya,  y  para x  =  -oo,  yc  >  ya.  La  curva  la  corta  en  y  Los  puntos  de  intersección 


de  la  curva  con  el  eje  XX1,  tienen  por  abscisas 


1  ±  75 


El  punto  de  intersección  con  el  eje  YY',  tiene  por 


ordenada  1 .  Este  punto  (0, 1 )  es  de  retroceso,  siendo  su  tangente  doble  y  =  x  +  1 .  Derivando  la  ecuación 
de  la  curva  e  igualando  a  cero,  se  tiene  el  mínimo  ^y ,5^.  De  acuerdo  con  lo  anterior,  se  presenta 
seguidamente  el  dibujo  de  la  curva,  que  también  se  puede  realizar  partiendo  de  la  recta  y  =  x+  1, 
sumando  y  restando  a  la  ordenada  de  cada  uno  de  sus  puntos,  la  cantidad  J  ^  . 
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E  7-  Dibujar  la  curva  y2  =  x  +  1  ± 


x-  1 


Solución:  Dibujada  la  curva  del  ejercicio  anterior  E  6,  en  cada  punto  de  ella  se  extrae  la  raíz  cuadrada  de 
su  ordenada,  obteniéndose  dos  puntos  que  tienen  la  misma  abscisa  que  el  punto  de  que  se  trata,  y  cuyas 
ordenadas  son  simétricas  respecto  al  ejeXX.  Es  evidente  que  a  los  puntos  de  aquella  curva  cuya  ordenada 
es  negativa,  no  les  corresponde  curva  real  al  extraer  la  raíz  cuadrada.  Las  asíntotas  de  la  nueva  curva  son: 

í7) 

x  =  i, y  =  ±-y- .  La  curva  corta  a  las  asíntotas  y  =  ±-y- ,  en  los  puntos  de  abscisa  -y.  La  curva  tiene 

x 


ramas  parabólicas  según  el  eje  OX.  La  tangente  en  el  punto  de  retroceso  (0, 1 )  es:  y  =  y  +  1 .  La  tangente 
en  el  punto  de  retroceso  (0,-1)  es:  y  =  -y-  +  1.  Los  puntos  de  intersección  con  el  eje  XX ,  tienen  por 

abscisas  -  .  Derivando  la  ecuación  de  la  curva  e  igualando  a  cero,  se  tiene  el  mínimo  (y, )  y 

el  máximo  (y ,-  J~5  Seguidamente  se  presenta  el  dibujo  de  la  curva. 


Dibujar  la  curva  y  =  ^-x3  -  3x2  +  2x  ,  hallando  la  tangente  en  el  origen  como  lim  ¿r. 


x->0 


y  =  -x 


H- 


Solución:  El  lim  ^  =lim  J-l  _  ^  +  “T  =  luego  la  tangente  en  el  origen  es  el  eje  YY' .  Como 

x->0  x->0  V  X 

1 


-  -x  -1  +  y,  la  asíntota  general  es  y  =  -x-  1.  Como  yc  -ya  =  y,  se 

tiene  que  para  x  =  +a>,  yc  >  ya,  y  para  x  =  -oo,  yc  <  ya.  La  curva  corta  a  la  asíntota  en  el  punto  de  abscisa 
-0.2.  Derivando  la  ecuación  de  la  curva  e  igualando  a  cero,  se  tiene:  3x2  +  6x-2  =  0,  de  donde  se 


obtiene  el  máximo 


-3  +  JÍ5  -36+10/T5^ 


y  el  mínimo 


-3  -  /I5  -36-  10/L5  A  T 

- 3 - • - 5 - j  Los 


-3  ±  JT7 

puntos  de  intersección  con  el  eje  XX ,  tienen  por  abscisas:  0,  - 2 - ■  La  curva  corta  al  eje  YY'  en  el 

origen,  cuya  tangente  se  ha  calculado  más  arriba.  De  acuerdo  con  lo  anterior,  el  dibujo  de  la  curva  es  el 
siguiente: 


E  9-  Por  desarrollo  en  serie  encontrar  las  asíntotas  de  la  curva  y  =  Jx2  -  3x  +  2  +  Jx2  -  1 


Solución:  Se  tiene:  y  =  x 


1  +  [  — —  +  -2- 
X  x2 


■X 


_  _  0  x2  )  2x  2  8x 

y  =  2x  -  y  La  posición  de  la  curva  respecto  a  la  asíntota,  viene  dada  por  yc-y„  = 


. .  La 


asíntota  es 
luego  para 
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x  =  +<x>,  yc  <  ya.  La  curva  no  corta  a  la  asíntota.  No  hay  curva  para  y  <  0.  El  dibujo  de  la  curva  es  el 
siguiente: 


E  10-  Dibujar  la  curva  y  =  x3(x-  1 )  . 

Solución:  No  tiene  asíntotas.  Tiene  una  rama  parabólica  según  OY  en  el  primer  cuadrante,  y  otra  según 
OYj  en  el  tercer  cuadrante.  Derivando  la  ecuación  de  la  curva  e  igualando  a  cero,  se  tiene: 
y'  =  x2(5x2  -  8x  +  3)  =  0,  obteniéndose  las  raíces  0,  y,  1.  Siendo  la  segunda  derivada 

y"  =  2x(10x2  -  12x  +  3),  el  punto  (0,0)  es  de  inflexión,  el  punto  ^y ,  3^25")  eS  Un  m^x™0’  Punto 

(1, 0)  es  un  mínimo.  La  tangente  en  (0, 0)  es  el  eje  XX1.  La  curva  no  tiene  otros  puntos  de  intersección  con 
los  ejes  que  los  ya  reseñados.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  11-  Dibujar  la  curva  y  =  (x  -  1  )(x  +  1  )3(x  -  2)2. 

Solución:  La  curva  no  tiene  asíntotas.  Tiene  una  rama  parabólica  en  el  primer  cuadrante,  según  el  eje 
OY,  y  otra  en  el  segundo,  también  según  OY.  Derivando  la  ecuación  de  la  curva  e  igualando  a  cero: 


y'  =  2(x  +  1  )2(x  -  2)(3x2  -  5x  +  1)  =  0,  cuyas  raíces  son:  -1,  2  y 


5  ±  yir 


Como  la  segunda  derivada 


es 


y "  =  4(x  +  l)(x  -  2)(3x2  -  5x  +  1)  +  2(x  +  1 ) ° (3x2  -  5x  +  1)  +  2(x  +  1 ) ^ (x  —  2)(6x-  5),  el  punto 


(-1 , 0)  es  de  inflexión,  el  punto  (2, 0)  es  un  mínimo,  el  punto 

5  +  yi3 


5-713" 


-4. 49  es  un  mínimo,  el  punto 


2  es  un  máximo.  La  tangente  en  (-1,0)  es  el  ejeXT'.  Los  puntos  de  intersección  con  el  eje 


XX',  tienen  por  abscisas:  -1,  1,2.  Los  puntos  (-1,0)  y  (2,0)  se  han  estudiado  más  arriba.  La  pendiente  de 
la  tangente  en  (1,0)  es  8.  La  intersección  con  YY'  es  el  punto  (0,-4),  siendo  -4  la  pendiente  de  su 
tangente.  A  continuación  se  presenta  el  dibujo  de  la  curva,  atendiendo  a  lo  expuesto. 
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E  12-  Dibujar  la  curva  y 


x(x 2  -  1 ) 

(x  -  2)(x  +  2)  ' 


Solución:  Las  asíntotas  paralelas  al  eje  YY'  son:  x  =  2,  x  =  -2.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  con 
relación  a  x  =  2,  se  sustituye  x  =  2  +  9,  con  0-*O,  con  lo  que  yc  =  luego  para  9  >  0,  y  =  +co,  y  para 

20  ? 

9  <  0,  y  =  -oo.  En  cuanto  a  x  =  -2,  se  sustituye  x  =  -2  +  9,  con  9  ->■  O,  con  lo  que  yc  =  4-,  luego  para 

9  >  O,  y  =  +co,  y  para  9  <  O,  y  =  -oo.  Para  hallar  la  asíntota  general  se  tiene:  y  =  *  ~A  =  x  +  +. . . , 

xz  —  4  ** 

luego  la  asíntota  es  y  =  x.  Para  hallar  la  posición  de  la  curva,  se  tiene:  yc  -ya  =  J-,  luego  para  x  >  O, 
Ye  >  y  a,  y  para  x  <  O,  yc  <  ya.  Derivando  la  ecuación  de  la  curva  e  igualando  a  cero,  se  tiene: 
x4  -  1  lx2  +  4  =  O,  obteniéndose  el  máximo  (-3.26,-4.74),  el  mínimo  (-0.614,-0.106),  el  máximo 
(0. 614,0. 106)  y  el  mínimo  (3.26,4. 74).  Las  intersecciones  con  el  eje  XX1,  tienen  por  abscisas:  0  y  ±1.  El 
punto  (0,0)  es  de  inflexión,  siendo  -j-  la  pendiente  de  su  tangente.  Las  tangentes  en  los  puntos  (-1,0)  y 

(1,0)  tienen  la  misma  pendiente:  El  único  punto  de  intersección  con  el  eje  YY 1  es  el  origen,  ya 

estudiado.  A  continuación  se  presenta  el  dibujo  de  la  curva. 


E  13-  Dibujar  la  curva  y  = 

-yZ. 


x 


Solución:  Siendo  y  = 


x2  -  5x  +  4 


(x  -  1  )(x  -  4) 


,  las  asíntotas  paralelas  al  eje  YY'  son:  x  =  1,  x  =  4.  Para  estudiar 


la  posición  de  la  curva  respecto  a  x  =  1 ,  se  sustituye  x  =  1+6,  con  9  -*■  0,  con  lo  que  yc  = 


1 


-39 


luego 


para  9  >  0 ,yc  =  -oo,  y  para  9  <  0,  yc  =  +co.  En  cuanto  a  x  =  4,  se  sustituye  x  =  4  +  9,  con  0  ->  0,  con  lo 

que  yc  =  luego  para  9  >  0,  yc  =  +<*>,  y  para  9  <  0,  yc  =  -oo.  Como  y  =  — — - -  =  +. se 

39  "  x  -  5x  +  4  A 

tiene  la  asíntota  y  =  0.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  ella,  se  sustituye  x  =  9,  con  0  ->■  0, 

con  lo  que  yc  =  ,  luego  para  9  >  0,  y  =  +co,  y  para  9  <  0,  y  =  -oo.  Derivando  la  ecuación  de  la  curva  e 

igualando  a  cero,  se  tiene  x2  -  4  =  0,  obteniéndose  el  mínimo  ^-2,  y  el  máximo  (2,-1 ).  La  curva 
corta  a  los  ejes  en  el  punto  (0,0).  La  pendiente  de  la  tangente  en  (0,0)  es  De  acuerdo  con  lo  anterior, 
el  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  14-  Dibujar  la  curva  y  =  — — A  ~~ — — . 

J  *  x(x  +  2)(x-  3) 


Solución:  Los  valores  que  anulan  el  denominador  corresponden  a  las  asíntotas:  x  =  -2,  x  =  0,  x  =  3. 
Para  estudiar  la  posición  relativa  de  la  curva  con  relación  a  x  =  -2,  se  sustituye  x  =  -2  +  9,  con  9  -y  0, 

O 

con  lo  queyc  =  luego  para  9  >  0,  yc  =  +co,  y  para  9  <  0,  yc  =  -co.  En  relación  a  x  =  0,  se  sustituye 
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x  =  9,  con  9  -*■  0,  con  lo  que  yc  =  ,  luego  para  9  >  0,  yc  =  +<x>,  y  para  9  <  0,  yc  =  -co.  En  relación  a 

IZU 


x  =  3,  se  sustituye  x  =  3  +  9,  con  9 
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0,  con  lo  que  yc  =  -f4-,  luego  para  9  >  0,  yc  =  +co,  y  para  9  <  0, 

JÍ7 


yc  =  -co.  Para  hallar  la  asíntota  general,  se  tiene,  dividiendo  el  numerador  por  el  denominador: 
y  =  x+l  +  -^+. obteniéndose  la  asíntota  y  =  x  +  1,  siendo  yc  -  ya  =  con  lo  que  para  x  >  0, 
yc  >  y  a,  y  para  x  <  0,  yc  <  ya.  La  curva  corta  a  esta  asíntota,  en  los  puntos  de  abscisas  -1  y  y. 

Derivando  la  ecuación  de  la  curva  e  igualando  a  cero,  se  tiene:  x6  -  2x5  -  18x4  +  3x2  -  2x  -  6  =  0,  que 
tiene  las  raíces  reales:  x¡  -  -3.3,  que  corresponde  a  un  máximo,  y  X2  -  5.3,  que  corresponde  a  un 
mínimo.  Los  puntos  de  intersección  con  el  eje  XX1  son  (-1,0)  y  (1,0);  las  pendientes  de  sus  tangentes 
son,  respectivamente,  -1  y  -y- .  De  acuerdo  con  lo  anterior,  el  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  15-  Dibujar  la  curva  y  =  x3  (+  Jx  -  2  ) . 

Solución:  La  curva  tiene  valores  reales  para  x  >  2.  Para  x  =  0,  tiene  el  punto  aislado  (0,0).  Como  el 
signo  de  la  raíz  es  el  positivo,  se  tiene  que  y  >  0.  No  tiene  asíntotas.  Tiene  una  rama  parabólica  según  el 
eje  OY,  en  el  primer  cuadrante.  El  punto  (2,0)  es  de  discontinuidad,  siendo  co  la  pendiente  de  su  tangente. 
El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  16-  Dibujar  la  curva  y  =  ^1  -l-x  3  J(7  -x)2. 

Solución:  No  tiene  asíntotas.  Tiene  una  rama  parabólica  según  el  eje  OY  en  el  primer  cuadrante,  y  otra, 
también  según  dicho  eje,  en  el  segundo  cuadrante.  Derivando  la  ecuación  de  la  curva  e  igualando  a  cero, 

se  tiene:  (7-x)^4xT  -lx~  +3^  =0,  obteniéndose  el  mínimo  (7,0)  y  el  máximo  (1,72).  La  curva 

corta  al  eje  YY'  en  (0,49),  que  es  un  punto  de  retroceso  con  tangente  x  =  0.  Estas  consideraciones  se 
recogen  en  el  dibujo  de  la  curva: 
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E  17-  Dibujar  la  curva  y  =  ±  ^x(x  -  1  )2(x  +  2)3  . 

Solución:  Se  trata  de  y2  =  x(x  -  1  )2(x  +  2)3,  que  tiene  valores  reales  para  x  <  -2,  y  para  x  >  0.  No  tiene 
asíntotas.  Tiene  cuatro  ramas  parabólicas,  dos  según  el  eje  O  Y  en  el  primer  y  segundo  cuadrante,  y  otras 
dos  según  el  eje  OY'  en  el  tercer  y  cuarto  cuadrante.  Es  simétrica  respecto  al  eje  XX',  al  que  corta  en 
(-2,0),  (0,0),  (1,0).  Las  pendientes  de  sus  tangentes  son:  para  (-2,0),  la  pendiente  es  0;  para  (0,0),  es 
co;  para  (1,0),  las  de  sus  dos  tangentes  son  ±6-JJ .  Derivando  la  ecuación  de  la  curva  e  igualando  a  cero, 

se  obtiene  3x2+x-l  =  0,  a  cuya  raíz  -  +  2^~  -  0.43,  corresponde  el  máximo  (0.43,4.2)  y  el 

O 

mínimo  (0.43, -4. 2).  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  18-  Dibujar  la  curva  y  =  -Jr  h - - 


(x-2  y 


x  -  3 


Solución:  Tiene  las  asíntotas  x  =  0,  x  =  2,  x  =  3.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  x  =  0, 
se  sustituye  x  =  9,  con  0^0,  con  lo  que  yc  =  i  +  k\ ,  luego  para  9  >  0,  yc  =  +co,  y  para  9  <  0,  yc  =  -co. 

6  1 

En  relación  a  x  =  2,  se  sustituye  x  =  2  +  9,  con  0  -»■  0,  con  lo  que  yc  =  +  ki,  luego  tanto  para  9  >  0, 

9~ 

como  para  9  <  0,  yc  =  +co.  En  relación  a  x  =  3,  se  sustituye  x  =  3  +9,  con  9  ->■  0,  con  lo  que 
yc  =  +  k-$,  con  lo  que  para  9  >  0,  yc  =  -co,  y  para  9  <  0,  yc  =  +co.  Operando  en  la  ecuación  dada,  se 

=  — j-  +. . . ,  obteniéndose  la  asíntota  y  =  0,  siendo 


(x-2)1(x-3)+x(x-3)-x(x-2)2 


tiene:  y  =  , 

x(x  -  2)2(x  -  3)  x- 

n 

yc  -y a  =  — f-,  luego  tanto  para  x  =  +co,  como  para  x  =  -co,  yc  <  ya.  La  curva  no  corta  a  las  asíntotas, 
x 

Derivando  la  ecuación  de  la  curva,  se  tiene:  4x4  -  33x3  +  108x2  -  156x  +  72  =  0,  obteniéndose  dos 
mínimos,  uno  para  x  0. 8,  y  el  segundo  para  x  =  2. 6.  La  curva  se  puede  dibujar  también,  sumando  las 
tres  curvas:  yi  =  -^,y2  =  — — ^—y,y3  =  ~  ^  ■  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


(x-2  y 
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E  19-  Dibujar  la  curva  y  =  ± 


x  -  5 


1  . 


Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  XX' .  Tiene  la  asíntota  x  =  -3.  Para  estudiar  la  posición  de 

la  curva  respecto  a  ella,  se  sustituye  x  =  -3  +  9,  con  0  -»■  0,  con  lo  que  y  =  ±— luego  tanto  para 
0  >  0,  como  para  6  <  0,  yc  =  +oo.  Realizando  las  operaciones  de  la  ecuación  dada,  se  tiene: 
y  =  ±^x  -  8  +  Luego  la  curva  tiene  las  asíntotas  generales  y  =  ±(x  -  8).  Para  estudiar  la 

posición  de  la  curva  respecto  a  y  =  x  -  8,  se  tiene  yc  -ya  =  luego  para  x  =  +co,  yc  >  ya,  y  para 

x  =  -oo,  yc  <  ya.  La  posición  con  la  asíntota  y  =  -x  +  8,  es  simétrica  de  la  posición  anterior,  respecto  al 
eje  XX1.  La  curva  corta  a  estas  asíntotas  en  los  puntos  de  abscisas  -1.66  y  6.76.  Derivando  la  ecuación 
dada  e  igualando  a  cero,  se  tiene:  x3  +  6x2  -  15x  +  8  =  0,  cuyas  raíces  son:  1  (raíz  doble)  y  -8.  Los  puntos 

es  un  mínimo,  y  el  punto  ( - 8,  ^  es  un 


(l,±j2')  son  de  inflexión.  El  punto  (  -8,  ^765^ 


J 


[  l'J  ZT 

máximo.  La  curva  corta  al  eje  XX1  en  (5,0),  donde  tiene  dos  tangentes  cuyas  pendientes  son  — .  El 

O 

dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  20-  Dibujar  la  curva  y  =  x±  ^(x -  1  )(x  -  2)3  . 

Solución:  La  curva  tiene  valores  reales  para  x  <  1,  y  para  x  >  2.  No  tiene  asíntotas.  Tiene  en  cada 

cuadrante  una  rama  parabólica,  según  OY  en  los  dos  primeros  cuadrantes,  y  según  OYj  en  el  tercero  y 
cuarto  cuadrantes.  La  curva  se  puede  dibujar  sumando  y  restando  a  la  ordenada  de  cada  punto  de  y  =  x,  la 
cantidad  J(x  -  1  )(x  -  2)3  .  En  el  punto  (1,1)  la  pendiente  de  la  tangente  es  oo.  En  el  punto  (2,2),  la 
pendiente  de  la  tangente  es  1,  siendo  un  punto  de  retroceso.  La  curva  corta  al  eje  XX’  según  la  ecuación 
x4  -  7x3  +  17x2  -  20x  +  8  =  0,  cuyas  raíces  reales  son  0. 73  y  3. 72.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  21-  Hallar  la  ecuación  tangencial  de  y2  =  x3. 

Solución:  Como  ux  +  vy+  1  =  0,  y  =  ~  ux  .  Luego  x3  =  (  ~  ux  )  .  Desarrollando,  se  tiene: 

v2x3  -  u2x2  -  2 ux  -1=0.  Derivando  respecto  a  x,  se  tiene:  3v2x2  -  2u2x  -  2 u  =  0.  De  donde  se  obtiene: 
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x  =  U  +  ^  .  Luego,  sustituyendo  este  valor  en  la  ecuación  v2x3  -  u2x2  -  lux  -  1  =  0,  se  tiene: 


3v2 

r  ±  Ju4  +  6uv 2 


-  u~ 


í2  ±  Ju4  +  6uv 2 


V  3v2  J  V  3y2 

simplificando,  se  tiene  la  ecuación  tangencial:  27v2  +  4 u2  =  0 


-  2 u  |  —  +  ^ UV  J  —  1  =  0.  Operando  y 


3v2 


E  22-  Hallar  la  ecuación  puntual  de  u1  =  v3 


±  t.  _!_ 

Solución:  Como  ux  +  vy+l  =  0,  v  2  x  +  vy  +  1  =0.  Derivando  respecto  a  v:  y  v  2  x  +y  =  0,  de  donde 

Ay2  n  '  5  '  n -2  -3'2 


v  = 


9x2 


-9x2-4y3  (-9x2-4y3)“  64y6  .  4  2  ,  a  3  a 

u  =  - -  ,  .  Luego -  / -  =  ,  .  Operando  y  simplificando:  27x~  +  4yJ  =  0. 


9x3 


81x6 


729x6 


E  23-  Dibujar  y  =  ±  x 


x- 


x  -  1 


Solución:  Los  intervalos  de  existencia  de  la  curva  vienen  dados  por 


x~ 


^  0,  x  + 


>  0.  La 


x  -  1  “  ’  V  x  -  1 

primera  desigualdad  se  cumple  para  x  >  1,  y  para  x  <  0.  La  segunda  desigualdad  se  cumple  para 
x  <  -1. 32,  y  para  x  >  1.  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  XX1.  El  punto  de  la  curva  (0, 0)  es  un  punto 
aislado.  La  curva  tiene  la  asíntota  x  =  1 ;  evidentemente  la  curva  toma  los  valores  ±00,  para  x  =  1+0,  con 
0  — ►  0.  Efectuando  las  operaciones  indicadas  en  la  ecuación  de  la  curva,  se  tiene: 

y  =  ±x^l  +  -  3  2  +. . .  ^  =  ±^x  +  y  -  -^2—  +. . .  y  Luego  la  curva  tiene  las  asíntotas  generales 

y  =  ±(x+  y Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  y  =  x+  y,  se  tiene  queyc  -ya  = 

luego  para  x  =  +00,  yc  <  ya,  y  para  x  =  -00,  yc  >  ya.  Las  posiciones  respecto  a  y  =  -x  -  y ,  son  las 

simétricas  de  las  anteriores,  respecto  al  eje  XX .  La  curva  no  corta  a  las  asíntotas.  La  tangente  en 
(-1.32,0)  tiene  por  pendiente  00.  Derivando  la  ecuación  de  la  curva  e  igualando  a  cero,  se  tiene: 
16x5  -  40x4  +  21x3  +  12x2  -  12x  +  4  =  0,  que  tiene  una  raíz  real  para  1.21,  es  decir  que  (1.21,2.03)  es 
un  mínimo,  y  su  simétrico  respecto  aXX,  es  un  máximo.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  24-  Dibujar  la  curva  y  =  x 


x2  -  3 
3x2  -  1 


Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  origen  de  coordenadas.  Tiene  las  asíntotas  paralelas  al  eje 
77',  x  =  ^ara  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  x  =  -^r,  se  sustituye  x  =  — j=-  +  0,  con 

0-»O,  con  lo  que  y  =  luego  para  0  >  0,  y  =  -<x>,  y  para  0  <  0,  y  =  +<x>.  En  relación  a  x  =  se 

sustituye  x  =  -==-  +  0,  con  0^0,  con  lo  que  y  =  luego  para  0  >  0,  y  =  -00,  y  para  0  <  0,  y  =  +co. 

yu 


73 


Realizando  las  operaciones  indicadas  en  la  ecuación  dada,  se  tiene:  y  =  y  -  y-  +. ..,  luego  la  curva 
tiene  la  asíntota  general  y  =  y ;  como  yc  -ya  =  -=y,  para  x  =  +co,  yc  <  y  a,  y  para  x  =  -00,  yc  >  y  a.  La 
curva  no  tiene  máximos  ni  mínimos,  y  corta  al  eje  XX  en  los  puntos  de  abscisas  0  y  ±  73".  El  punto  (0, 0) 
es  de  inflexión,  siendo  3  la  pendiente  de  su  tangente.  La  pendiente  de  las  tangentes  en  (±  73\0 )  es  y.  El 
dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E25-  Calcular  tanh 4 a  en  función  de  tanhu.  En  el  resultado  obtenido,  sustituir  tanh4u  =  y,  tanh  a  =  x, 
representando  la  curva  y  =  f(x). 


Solución:  tanh  2  a  = 


2  tanh  a 
1  +  tanh2u 


tanh  4a  = 


4tanhu(l  +  tanh  2a) 
tanh4a  +  6tanh2u  +  1 


y  = 


4x(l  +  x2) 
x4  +  6x2  +  1 


La  curva  es 


simétrica  respecto  al  origen  de  coordenadas.  Tiene  la  asíntota  y  =  0.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva 
respecto  a  y  =  0,  se  tiene  que  para  x  =  +<x>,  yc  >  y a,  y  para  x  =  -<x>,  yc  <  y a.  Derivando  la  ecuación  de  la 
curva  e  igualando  a  cero,  se  tiene  el  máximo  (1, 1)  y  el  mínimo  (-1,-1).  La  pendiente  de  la  tangente  en 
(0,0),  que  es  punto  de  inflexión,  es  4.  No  tiene  ninguna  otra  intersección  con  los  ejes.  El  dibujo  de  la 
curva  es  el  siguiente: 


E  26-  Dibujar  la  curva  y 


(x  +  2)2(x  -  1  )(x  -  2)3(x  -  4)2 
(x  +  3)(x  +  1  )3(x  -  3)4x2 


Solución:  Las  asíntotas  son  x  =  -3,  x  =  -1,  x  =  3,  x  =  0,  y  =  0.  Las  posiciones  de  la  curva  respecto  a 
ellas,  son  las  expuestas  en  el  dibujo.  La  curva  no  corta  a  las  asíntotas  verticales.  La  curva  no  corta  al  eje 
77'.  El  punto  (-2,0)  corresponde  a  un  máximo.  La  pendiente  de  la  tangente  en  (1,0)  es  ~^2  '  ^  Punto 

(2,0)  es  de  inflexión,  siendo  su  tangente  y  =  0.  El  punto  (4,0)  corresponde  a  un  mínimo.  La  curva  tiene 
otros  dos  mínimos:  (-0.38,79.59),  (1. 19,-0.012),  y  otro  máximo  para  (6,0.009).  El  dibujo  de  la  curva 
es  el  siguiente: 


En  el  siguiente  dibujo  se  presenta  un  detalle  referente  a  la  posición  de  la  curva  respecto  al  eje  XX1,  para 
x  >  0. 


111 


E  27-  Representar  la  curva  y  =  ±x 


y  discutirla  según  los  valores  de  k. 


Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  XX1.  No  hay  curva  en  el  intervalo  entre  x  =  1  y  x  =  k. 

Tiene  la  asíntota  paralela  al  eje  YY' ,  x  =  k.  Efectuando  las  operaciones  de  la  ecuación  dada,  se  tiene: 

T  k- 1  (k- 1)(3£+ 1)  (k-\){5k2  +2k+  1)  1  , 

y  =  ±  x  +  .  +  - 77 - 1 - — ^ - +. . .  ,  luego  tiene  las  asíntotas  generales 

2  ox  16x~  J 

—  -4 -f  -v*  k 1  T  T  a  fnirva  r'rvi-ta  a  loe  a  o  í  nerita  o  minoro  1  ni'  nn  ni  min+n  rln  alienieo  ^  ir  nc+ao 


,  luego  tiene  las  asíntotas  generales 
.  k{k-  1 ) 

v-\  i  inrr\  Ha  o  Koai  oo  '  '  -xr  aotoo 


y  =  ±(x+  ^  \  curva  corta  a  las  asíntotas  generales  en  el  punto  de  abscisa  — ^ — y,  y  estas 

cortan  al  ejeXT'  en  ^  ~k  +  1  ,0^.  La  curva  corta  al  eje  XX  en  los  puntos  (0,0),  (1,0).  Solo  corta  al  eje 

YY'  en  (0,0).  Derivando  e  igualando  a  cero  la  ecuación  dada,  se  tiene  que  las  abscisas  de  los  máximos  y 
mínimos  de  la  curva,  vienen  dadas  por  la  ecuación  2x2  -  (3 k+  1  )x  +  2 k  =  0.  Se  estudian  los  siguientes 
casos,  según  el  valor  de  k,  desde  -<x>  a  +co: 

a)  k  =  -oo :  La  curva  se  reduce  al  eje  y  =  0. 

b)  -oo  <  k  <  -1 :  La  curva  tiene  las  tres  asíntotas  calculadas.  La  posición  de  la  curva  respecto  a  la  asíntota 


y  =  x  +  k  ^  1  ,  viene  dada  por  yc-ya  = 


(k-l)(3k+l) 


,  luego  para  x  =  +<x>,  yc  >  ya,  y  para  x  =  -oo, 


yc  <  y a-  La  posición  respecto  a  la  otra  asíntota  general  es  simétrica  a  la  estudiada,  respecto  al  eje  XX' .  La 
abscisa  del  punto  de  intersección  de  las  asíntotas  con  XX  es  mayor  que  1.  El  punto  (0,0)  es  un  punto 
aislado.  La  curva  se  ha  dibujado  para  k  =  -2. 


c)k  =  -1:  El  dibujo  es  como  el  del  caso  anterior,  con  la  particularidad  de  que  las  asíntotas  generales  se 
cortan  en  (1,0),  donde  la  curva  las  corta.  Se  mantiene  el  punto  aislado  (0,0). 


d)  -1  <  k  <  -j-:  El  dibujo  es  como  el  de  los  casos  anteriores,  con  la  particularidad  de  que  la  abscisa  del 

punto  de  corte  de  las  asíntotas  generales  es  menor  que  1,  y  la  abscisa  de  los  puntos  de  corte  de  la  curva 
con  estas  asíntotas,  es  mayor  que  1.  Se  mantiene  el  punto  aislado  (0,0).  La  curva  se  ha  dibujado  para 
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e)  k  =  -y- :  Al  anularse  el  término 


[k-  1)(5F  +2k+\) 
16x 2 


(k- l)(3fc+  1) 
8x 


se  tiene  que  la  diferencia  yc~ya  es  igual  a: 


con  lo  que  no  varía  la  posición  de  la  curva  con  las  asíntotas  generales  para 


x  =  ±oo.  La  curva  no  corta  a  estas  asíntotas.  Se  mantiene  el  punto  aislado  (0,0). 


f)  -rL  <  k  <  0:  Cambia  la  posición  relativa  de  la  curva  respecto  a  las  asíntotas  generales,  con  relación  a 

^  _1 
los  casos  anteriores.  Se  mantiene  el  punto  aislado  (0,0).  La  curva  se  ha  dibujado  para  k  = 


g)  k  =  0:  La  curva  es  la  hipérbola  x2  -y2  +  x  =  0.  El  origen  no  es  un  punto  aislado,  siendo  el  eje  YY'  la 
tangente  en  él. 

h)  0  <  k  <  1:  El  origen  es  un  punto  doble,  cuyas  tangentes  tienen  por  pendiente  ±  J2 .  La  tangente  en 
(l,0)esx=  1.  La  curva  se  ha  dibujado  para  k  =  y. 


i)  k  =  1 :  La  curva  se  compone  de  las  dos  bisectrices:  y  =  ±x. 

j)  1  <  k  <  +co:  La  curva  tiene  un  lazo  entre  0  <  x  <  1.  Tiene  dos  máximos  y  dos  mínimos.  La  curva  se  ha 
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dibujado  para  k  =  2. 


k)  k  =  +co:  La  curva  se  reduce  al  eje  y  =  0. 

E28-  Dada  la  ecuación  de  la  catenaria;;  =  +e~  ),  determinar  a  de  manera  que  la  curva  pase  por 

un  punto  dado  ( xo,yo  )•  Calcular  el  valor  límite  que  puede  tener  la  relación  m  =  para  que  el  problema 
sea  posible. 

Solución:  Se  tiene:  y  =  ucosh-4-,  luego  jo  =  ucosh^-.  Haciendo  ^¡-  =  t,  se  tiene:  ^2-t  =  coshí,  es 

decir:  mt  =  coshí,  m  =  cos^t .  La  catenaria  y  =  coshx,  es  simétrica  respecto  al  eje  YY':  a  un  valor  dado 

de  la  ordenada  y,  siempre  >  1 ,  le  corresponden  los  valores  ±x  de  la  abscisa.  Se  establece  la  siguiente  tabla 
de  valores: 


t 

0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

1,1 

U9 

coshí 

1 

1,005 

1,020 

1,045 

1,081 

1,128 

1,185 

1,255 

1,337 

1,433 

1,543 

1,669 

1,796 

m 

co 

10,05 

5,100 

3,484 

2,703 

2,255 

1,976 

1,793 

1,672 

1,592 

1,543 

1,517 

1,509 

t 

1,20 

1,21 

1,3 

1,4 

1,5 

2,0 

3,0 

10,0 

50,0 

100 

cosht 

1,811 

1,826 

1,971 

2,151 

2,352 

3,762 

10,068 

11013,2 

2,59  •  1021 

1,34  •  1043 

m 

1,509 

1,509 

1,516 

1,536 

1,568 

1,881 

3,356 

1101,3 

5,18  •  1019 

1,34  •  1041 

Luego  para  un  punto  dado  (xo,jo),  en  el  que  jo  >  1,  se  obtiene  |  ^- 1  =  m,  al  que  corresponden  en  la 
tabla,  dos  valores  de  t,  uno  de  ellos  situado  en  el  intervalo  0  <  t  <  1.2,  y  el  otro  situado  en  el  intervalo 
1,20  <  t  <  oo.  Por  tanto,  existen  dos  valores  de  a  =  Para  que  el  problema  sea  posible  ha  de 

cumplirse  que  \m\  >  1,509. 

E  29-  La  curva  j  =  x(x  -  a)2  es  cortada  por  j  =  mx  en  tres  puntos.  Hallar  las  tangentes  en  estos  tres  puntos  y 
detemiinar  el  punto  donde  cada  una  de  ellas  corta  a  la  curva. 

Solución:  Las  abscisas  de  los  tres  puntos  de  intersección  se  obtienen  de  la  ecuación  mx  =  x(x  -  a)2 , 
cuyas  raíces  son:  0,  a±Jm.  Derivando  la  ecuación  de  la  curva,  se  tiene:  y'  =  3x2-4 ax  +  a2,  que 
particularizada  para  las  tres  abscisas  anteriores,  da  las  pendientes  de  las  tres  tangentes:  a2,  3 m  ±  2 ajm. 
Por  tanto,  las  tres  tangentes  son:  y  =  a2x,  y-m(a±  Jm)  =  (3m±2ajm)[x-  (a±  Jm)].  Estas 
tangentes  cortan  a  la  curva  en  los  puntos:  (2a, 2a2),  (+2  Jm  ,+2m  Jiñ ) ,  respectivamente. 

E  30-  Dibujar  la  curva  y  =  ±  Jx  +  ¿[x^l  . 

Solución:  La  curva  es  real  para  x  +  Jx2  -  1  >  0,  luego  x3  +  x2  -  1  =0,  que  tiene  una  raíz  real  0. 755. 
Luego  la  curva  es  real  para  x  >  0.755.  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  XX1.  La  pendiente  de  la 
tangente  en  (0. 755,0),  es  oo.  No  tiene  asíntotas.  Tiene  una  rama  parabólica  según  el  eje  OX  en  el  primer 
cuadrante,  y  su  simétrica  respecto  a  j  =  0,  en  el  cuarto. 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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2 

O 

-2 

E31-  Representada  en  coordenadas  cartesianas  la  función  periódica  y  =  50sin(ft>/  -  a),  resulta  la  figura 
adjunta,  en  la  que  AB  =  15mm,  y  el  área  limitada  por  el  arco  BCD  y  el  eje  de  abscisas,  mide 
S  =  ^25®  mm2.  Determinar  el  periodo,  la  frecuencia  y  la  fase  de  la  función  dada. 


Solución:  Para  y  =  50sin(a>/-  a)  =  0,  cot  -  a  =  kn,  es  decir:  t  =  a  +J'K  .  Como  AB  =  t  =  15, 

co  =  —  ¡3 71  .  Para  k  =  0,  se  tiene:  a  =  15&>.  Para  k  =  1,  se  tiene:  t  =  a  ■  Por  tanto  el  área  definida  es: 
15  w  ,  _ 

n+a  n+  \5co  tt+Idcú 

S  =  50sin(co¿-  a)dt  =  Ji5  60  50sin (cot-  a)dt  =  -|j-  cos(a)¿  -  a)  |  60  =  ^|^-(cos n  -  cosO)  = 

=  ^2-  =  ^250  }  de  donde  co  =  Por  tanto:  y  =  50sin^^jy-  -  15cu^  =  50sin^^^  -  Luego 

la  amplitud  es  50,  el  periodo  es  45,  la  frecuencia  es  y  la  fase  es  .  El  dibujo  de  la  curva  es  el 
siguiente: 

50 


0 


-50 


E  32-  Hallar  los  focos  de  la  curva  y  =  sinx. 


Solución:  Siendo  el  foco  (a, (3),  la  recta  y-  ¡3  =  i(x  -  a)  será  tangente  a  la  curva  en  el  punto  (t, sin/). 


Como  la  pendiente  en  este  punto  es  y'  =  cosí,  ha  de  tenerse  que:  y  -  fi¬ 
es  decir:  c0.s^  =  s^nf.~  tcost  =  1.  Luego,  cosí  =  i,  sin t  =  ±J2, 
i  fi-ai  & 


i(x  -a)  =  y  -  siní-  eos  t{x  -  t ), 
sin/  -  /eos/  =  fi  -  ai,  es  decir: 


±72  -  zarceos  /  =  fi  -  ai  (A).  Para  calcular  z  =  árceos/,  se  tiene:  cosz  =  e  +  g —  =  i,  de  donde  se 
obtiene  que:  e2zi -2 iezi  +  1  =  0.  Luego,  ezi  =  (l  ±  7 3")/,  zi  =  ln[(l  ±  7^)/]  =  ln/  +  ln(l  +  JJ'), 
z  =  -/ln/-/ln(l  +  75  ).  Ahora  bien:  e(  2  +2kn)'  =  C0S^_|L  +2 kn^  +/sin^-|-  +2 kn^  =  i.  Luego 
(-|-  +  2 kn)i  =  ln/.  Por  tanto:  z  =  2L  +  2 kn  -  / ln 1  +  75  )•  Sustituyendo  en  (A)  este  valor  de  z,  se  tiene: 
±72  - /[^-^- +  2for  - /ln(l  +  75")  =  ±  72  -  ln(l  +  75")  -  z("|“  +  2kn^  =  fi  -  ai.  Por  tanto,  las 

coordenadas  de  los  focos  son:  a  =  -y  +  2kn,  fi  =  ±  72  -  ln(l  +  /5  )■ 


E  33-  Hallar  los  centros  de  la  curva  y  =  sinx. 

Solución:  Sea  (a, (3)  un  centro  de  la  curva.  Trasladando  el  origen  de  coordenadas  a  (a,fi),  se  tiene: 
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y  +  ¡3  =  sin(x  +  a)  =  sinxcosa  +  eos*  sin  a.  Luego  se  tiene  que:  f[x,y)  =  y  +  [3  -  cosasinx  -  sinacosx, 
J[-x,-y)  =  -y  +  [3  +  cosa sinx -  sinacosx.  Para  que  haya  solución,  han  de  anularse  los  coeficientes  de 
los  términos  que  no  cambian  de  signo.  Por  tanto:  (3  =  0,  sin  a  =  0.  Luego  hay  infinitos  centros,  cuyas 
coordenadas  son:  (kn,  0). 

E  34-  Dada  la  curva  y2  =  4x3,  hallar  la  curva  diametral  correspondiente  a  la  dirección  (a, (3),  es  decir,  la 
curva  conjugada  con  dicha  dirección. 

Solución:  Sea  ( a,b )  un  punto  cualquiera  por  el  que  pasa  una  recta  paralela  a  la  dirección  dada,  cuya 
ecuación  es:  x  =  a  +  al,  y  =  b  +  [31.  Su  intersección  con  la  curva  dada,  es:  ( b  +  ¡3l)2  =  4 (a  +  al)3 . 
Desarrollando  esta  ecuación,  se  obtiene:  4a3A3  +  (12 aa2  -  [32)l2  +  (12a2a  -  2 b[3)l  +  4 a3  -b2  =0.  Es 
decir:  [(\2aa2  -  [32)l2  +  4a2,  -  b2]  +  l(4a2l2  +  I2a2a  -  2b[3)  =  0.  Haciendo  l2  =  t,  se  tiene: 
(p\  +  l(p2  =  0,  donde  cp\  =  (12aa2  -  [32)t  +  4a2  -  b2,  cp2  =  4a2t  +  \2a2a  -  2b[3.  Eliminando  t  entre 
(p\  =  0  y  (p2  =  0,  se  tiene:  4a3(4a3  -  b2)  -  (12a2a  -  2b[3){\2aa2  -  [32)  =  0.  Desparticularizando,  se 
tiene  la  ecuación  pedida:  2a3(4x3  -y2)  -  (6x2a  -  y(3)(\2xa2  -  ¡32)  =  0. 

E  35-  Calcular  máximos,  mínimos  y  puntos  de  inflexión  de  la  curva  y  =  yyy  ~  "gq"-  Dibujar  la  curva. 

5  4  4 

Solución:  Derivando  sucesivamente  la  ecuación  dada,  se  tiene  que:  y'  =  =  -^q-  (3jc  —  5), 

y"  =  y —  -  4),  y'"  =  x3  -x2,  yiv  =  3x2  -  2x,  yv  =  6x  -  2.  a)  Para  y'  =  0,  se  tienen  las 

raíces  Oy  y.  Para  x  =  0,  y"  =  y1"  =  yiv  =  0,  yv  =  -2,  luego  (0,0)  es  un  punto  de  inflexión,  siendo  su 
tangente  el  eje  OX.  Para  x  =  y,  y"  >  0,  luego  es  un  mínimo,  b)  Para  y"  =  0,  se  tienen  las  raíces  Oy  y 
La  raíz  0  se  ha  estudiado  más  arriba.  Para  x  =  y ,  y'"  0,  luego  el  punto  ^y  ,-0. 0234^es  de  inflexión, 

siendo  la  pendiente  de  su  tangente:  y'  )  =  yyy  .  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  36-  Calcular  las  asíntotas  de  la  curva  y 


3x3  -  2x2  +  x  +  1 
x2  -  3x  +  2 


y  dibujarla. 


Solución:  Las  raíces  del  denominador,  son  1  y  2.  Luego  las  asíntotas  paralelas  al  eje  YY',  son:  x  =  1, 
x  =  2.  Para  estudiar  la  posición  relativa  de  la  curva  respecto  a  x  =  1 ,  se  sustituye  x  =  1  +6,  con  0->O, 
teniéndose  que  para  0  >  0,  yc  =  +co,  y  para  0  <  0 ,yc  =  -qo.  Con  relación  a  x  =  2,  sustituyendo  x  =  2  +  6, 
con  9  ->  0,  se  tiene  para  9  >  0,  yc  =  -ko,  y  para  9  <  0,  yc  =  -qo.  La  curva  no  tiene  asíntotas  paralelas  al 
ejeXX.  Para  obtener  la  asíntota  general,  se  realiza  la  división  definida  por  la  ecuación  dada,  teniéndose: 

1  ¿T  1  X 

y  =  3x  +  7  +  +. . . ,  luego  la  asíntota  es:  y  =  3x  +  7;  eomoyc  -ya  =  4?-,  se  tiene  yc  >  ya  parax  =  +<x>, 

x  |  o 

yc  <  y a  para  x  =  -qo.  La  curva  corta  a  esta  asíntota  en  el  punto  de  abscisa  -jy .  El  dibujo  de  la  curva  es  el 
siguiente: 
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E  37-  Representar  la  función  y  =  x3  -  5x2  +  5x  -  1. 

Solución:  No  tiene  asíntotas.  Tiene  una  rama  parabólica  según  el  eje  OY  en  el  primer  cuadrante,  y  otra 
según  el  eje  OY'  en  el  tercer  cuadrante.  Derivando  e  igualando  a  cero,  se  tiene:  y'  =  3x2  -  lOx  +  5  =  0, 

5  ±  yio  n  5  +  yio  „  A ,  , .  5  -  yio  „  _ 

siendo  sus  raíces - ^ - .  Parax  =  - ^ - ,y  >  0,  luego  es  un  nnmmo.  Parax  =  - ^ - ,y  <  0, 

luego  es  un  máximo.  Igualando  a  cero  la  segunda  derivada,  se  tiene:  y"  =  6x  -  10  =  0,  obteniéndose  el 
punto  de  inflexión  cuya  abscisa  es  x  =  y,  siendo  la  pendiente  de  su  tangente  ^y^-.  La  curva  corta  al  eje 

XX'  en  (1,0)  y  (l  ±  ,  0),  siendo  las  pendientes  de  sus  respectivas  tangentes,  -2  y  6  ±  273".  Corta  al 

eje  YY'  en  (0,-1 ),  siendo  5  la  pendiente  de  su  tangente.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  38-  Calcular  la  asíntotas  de  la  curva  y 


y  dibujada. 


Solución:  Las  asíntotas  paralelas  al  eje  YY'  son  x  =  1,  x  =  2.  La  posición  de  la  curva  respecto  a  x  =  1, 
se  obtiene  sustituyendo  x  =  1+0,  con  0  -►  0,  teniéndose  para  0  >  0,  y  =  -oo,  y  para  0  <  0,  y  =  +co. 
Procediendo  análogamente  con  x  =  2,  se  tiene  para  0  >  0,  y  =  +co,  y  para  0  <  0,  y  =  -oo.  Realizando  la 

H 

división  definida  en  la  ecuación  dada,  se  tiene:  y  =  x  +  3  +  -£-+... ,  luego  la  asíntota  general  es  y  =  x  +  3. 
Como  yc~ya  =  para  x  =  +<x>,  yc  >  ya,  y  para  x  =  -oo,  yc  <  ya.  La  curva  corta  a  esta  asíntota  en  el 
punto  de  abscisa  y.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  39-  Estudiar  las  asíntotas  de  la  curva  y  =  — - — L-,  y  dibujarla. 

x(x  -  2)2  y 

Solución:  Las  asíntotas  paralelas  al  eje  YY' ,  son:  x  =  0,  x  =  2.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva 
respecto  a  x  =  0,  se  sustituye  x  =  0,  con  0  -►  0,  teniéndose  para  0  >  0,  y  =  -oo,  y  para  0  <  0,  y  =  +co. 
Procediendo  análogamente  conx  =  2,  se  sustituye  x  =  2  +  0,  con  0^0,  teniéndose  para  0  >  0,  y  =  +co,  y 

para  0  <  0,  y  =  -oo.  Efectuando  la  división  definida  en  la  ecuación  dada,  se  tiene  y  =  -kr  +. . . ,  luego  la 

x- 

asíntota  es  y  =  0.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  ella,  se  tiene:  yc  -ya  =  -V,  luego  para 

x 

x  =  ±co ,yc  >  y a.  La  curva  corta  a  esta  asíntota  en  el  punto  (1,0).  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  40-  Estudiar  las  asíntotas  de  la  curva  y  = 


2x 3  -  5x2  +  4x  +  1 
2x 2  -  x  -  1 


y  dibujarla. 


Solución:  Las  raíces  del  denominador  son  -y  y  1,  luego  las  asíntotas  paralelas  al  eje  YY'  son:  x  =  -y-, 

^  _i  _i  ^ 

x  =  1.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  x  =  -y,  se  sustituye  x  =  -y-  +  9,  con  0^0,  con 

lo  que  para  9  >  0, y  =  +co,  y  para  9  <  0, y  =  -oo.  Con  relación  ax  =  1,  se  sustituye  x  =  1+9,  con  0  -►  0, 
con  lo  que  para  9  >  0,  y  =  +co,  y  para  9  <  0,  y  =  -co.  Realizando  la  división  definida  en  la  ecuación  dada, 


se  tiene  y  =  x  -  2  + 

2x 


. ,  luego  la  curva  tiene  la  asíntota  general  y  =  x-2.  Como  yc-ya  =  yy,  se 


tiene  para  x  =  +co,  yc  >  ya,  y  para  x  =  -oo,  yc  <  ya.  La  curva  corta  a  esta  asíntota  en  ,  -y-  ^ .  La  curva 
tiene  un  máximo  en  (-1. 47,-4. 6),  y  un  mínimo  en  (1. 88,0. 99).  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E41-  Dibujar  la  curva  y  =  ±  Jx(x  -  2)3(x  +  2)4  . 

Solución:  Se  estudia  primero  la  curva  radicando  y \  =  x(x  -  2)3(x  +  2)4.  Corta  al  eje  XX1  en  (0,0), 

(2,0),  (-2,0).  Tiene  un  máximo  en  (-0.59,40.52),  y  dos  mínimos,  uno  en  (-2,0)  y  el  segundo  en 
(0.84,-85.3).  Tiene  una  rama  parabólica  en  el  primer  cuadrante  según  el  eje  OY,  y  otra  en  el  segundo 
cuadrante,  según  el  mismo  eje.  La  curva  y  i  es  negativa  para  0  <  x  <  2.  Estudiando  la  curva  dada,  se  tiene 
que  es  imaginaria  para  0  <  x  <  2.  Es  simétrica  respecto  a  XX1.  Tiene  un  máximo  en  (-0.59,6.36),  y  un 
mínimo  en  (-0.59,-6.36).  Las  pendientes  de  las  tangentes  en  (-2,0),  (0,0)  y  (2,0),  son  respectivamente, 
0,  co  y  0.  No  tiene  asíntotas.  Tiene  cuatro  ramas  parabólicas,  una  en  cada  cuadrante,  según  el  eje  OY  en  el 
primero  y  segundo  cuadrantes,  y  según  el  eje  OY'  en  el  tercero  y  cuarto.  La  curva  dada  pasa  por  los  puntos 
en  que  la  curva  radicando  es  cortada  por  la  recta  y  =  1,  así  como  por  sus  simétricos  respecto  aXX .  En  el 
siguiente  dibujo  se  presenta  en  línea  gruesa  la  curva  del  enunciado,  y  en  línea  fina  la  curva  del  radicando, 
así  como  la  recta  y  =  1 . 
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-50 


-100 


Seguidamente  se  presenta  un  detalle  de  las  curvas  para  -10  <  y  <  10. 


E  42-  Dibujar  la  curva  y  =  ±  ^x(x  -  2)2  . 

Solución:  Se  estudia  primero  la  curva  radicando  yi  =  x(x-2)2.  Corta  al  eje  XX'  en  (0,0)  y  (2,0), 

donde  tiene  un  mínimo.  No  tiene  asíntotas.  Tiene  una  rama  parabólica  en  el  primer  cuadrante,  según  el  eje 
OY,  y  otra  en  el  tercer  cuadrante,  según  el  eje  OY' .  Estudiando  la  curva  dada,  se  tiene  que  es  imaginaria 
para  x  <  0,  siendo  simétrica  respecto  a  OX.  Las  pendientes  de  las  tangentes  en  (0,0)  y  en  (2,0),  son  en 
ambos  casos,  co.  Tiene  una  rama  parabólica  en  el  primer  cuadrante,  según  el  eje  OY,  y  otra  en  el  cuarto 
cuadrante,  simétrica  de  la  anterior  respecto  al  eje  OX.  Tiene  un  máximo  en  (0.67, 1.09)  y  un  mínimo  en 
(0.67,-1.09).  Pasa  por  los  puntos  en  que  la  curva  radicando  es  cortada  por  la  recta  y  =  1,  así  como  por 
sus  simétricos  respecto  a  OX.  En  el  dibujo  se  incluye  en  línea  continua  la  curva  pedida,  y  en  trazos  la 
curva  del  radicando,  y  la  recta  y  =  1 . 


E  43-  Dibujar  la  curva  y  =  ±  Jx2,  +  2x2  -  x  -  2  . 

Solución:  Se  estudia  primero  la  curva  radicando  yi  =  x3  +  2x2  - x  -  2  =  (x  -  1  )(x  +  1  )(x  +  2),  que  no 
tiene  asíntotas.  Tiene  dos  ramas  parabólicas,  una  en  el  primer  cuadrante,  según  el  eje  OY,  y  otra  en  el 
tercer  cuadrante,  según  el  eje  OY' .  Tiene  un  máximo  en  (-1.55,0.63)  y  un  mínimo  en  (0.22, -1.9). 
Estudiando  la  curva  dada,  se  tiene  que  es  imaginaria  para  x  <  -2,  y  para  -1  <  x  <  1.  Es  simétrica 
respecto  a  XX .  Las  pendientes  de  las  tangentes  en  (-2,0),  (-1.0)  y  (1,0)  son  co.  Tiene  un  máximo  en 
(-1 . 55, 0. 79)  y  un  mínimo  en  su  simétrico  respecto  a  XX .  Tiene  dos  ramas  parabólicas,  una  en  el  primer 
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cuadrante,  según  el  eje  OY,  y  otra  en  el  cuarto  cuadrante,  según  el  eje  OY'.  En  el  dibujo  se  incluye  en  línea 
continua  la  curva  dada,  y  en  línea  de  trazos  el  radicando  y  la  recta  y  =  1 . 


E  44-  Dibujar  la  curva  y  =  x  +  1  ±  -Jx2  -  4  . 


Solución:  La  curva  dada  es  imaginaria  para  -2  <  x  <  2.  Efectuando  las  operaciones  indicadas,  se  tiene 
y  =  x  +  1  ±x(l  — ^“)2  =  x+\±x(^\  — \  +■  ■■  )■  P°r  tanto,  la  curva  tiene  dos  asíntotas:  y  =  2x  +  1, 

y  =  1.  Para  estudiar  la  posición  relativa  de  la  curva  respecto  a  la  primera,  se  tiene  yc  —ya  =  J=p-,  luego 
para  x  >  0,  yc  <  ya,  y  para  x  <  0,  yc  >  ya.  En  relación  con  y  =  1,  se  tiene  yc  -ya  =  J-,  es  decir:  para 
x  >  0,yc  >  y a,  y  para  x  <  0,yc  <  ya.  La  curva  no  corta  a  las  asíntotas.  Las  ordenadas  para  x  =  ±2,  son  3 
y  -1.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente  (se  trata  de  una  hipérbola): 


E  45-  Dibujar  la  curva  y  =  -  +  -  +  1 Jx 2  -  3x  +  2  . 


Solución:  a)  Se  estudia  la  curva  y  \  =  x  +  ^  .  Tiene  dos  asíntotas:  x  =  0,  y  =  1.  Para  estudiar  la  posición 
de  la  curva  y  i  respecto  a  x  =  0,  se  sustituye  x  =  +0,  con  0  -►  0,  teniéndose  y  i  =  +<x>,  y  para  x  =  -0,  con 
0  =  0,  se  tiene  y  i  =  -oo.  En  relación  a  la  asíntota  y  =  1,  se  sustituye  y  i  =  1+0,  con  0  ->  0,  teniéndose 
x  =  +co,  y  para  y  i  =  1-0,  con  0  ->  0,  x  =  -oo.  Esta  curva  corta  a  XX1  en  (-1,0).  En  el  dibujo  se  incluye 
en  línea  de  trazos  la  curvayi.  b)  Se  estudia  la  curva  y2  =  x2  -  3x  +  2  =  (x  -  1  )(x  -  2).  Corta  a  los  ejes  en 
(1,0),  (2,0)  y  (0,2).  Tiene  una  rama  parabólica  en  el  primer  cuadrante,  según  el  eje  OY,  y  otra  en  el 
segundo  según  el  eje  OY.  La  curva  es  simétrica  respecto  a  x  =  y.  En  el  dibujo  se  incluye  en  línea  de 


trazos  la  curva  y2.  c)  Se  estudia  la  curva  y3  =  +  JyJ .  Esta  curva  es  imaginaria  para  1  <  x  <  2.  Operando, 

*5  1  D  _1 

se  tiene:  y3  =  x  -  y  -  +. . . ,  luego  tiene  la  asíntota  y  =  x  -  y .  Como  yc  -ya  =  yy,  para  x  =  +co, 

Te  <  y  a,  y  como  y  3  no  admite  valores  negativos,  la  citada  recta  no  es  asíntota  para  x  =  -oo.  La  curva  es 
simétrica  respecto  ax  =  y.  Corta  a  los  ejes  en  (0,j2'),  (1,0)  y  (2,0).  En  el  dibujo  se  incluye  en  línea 


de  trazos,  la  curva  y3.  d)  Se  estudia  la  curva  y  =  y  i  +y3.  Esta  curva  es  imaginaria  para  1  <  x  <  2. 
Operando,  se  obtiene  la  asíntota  y  =  x  -  4r,  siendo  yc  -  ya  =  Luego  para  x  =  +<x>,  yc  >  ya,  y  para 

x  =  -oo,  yc  <  ya.  La  curva  corta  a  esta  asíntota  en  ^2,  y  J,  y  al  eje  XX'  en  (-0.36,0).  Corta  a  x  =  1,  en 
(1,2),  cuya  tangente  es  paralela  a  OY,  y  corta  a  x  =  2,  en  (2,  y  ),  cuya  tangente  también  es  paralela  a 
OY.  En  el  dibujo  se  representa  en  línea  continua  esta  curva. 
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E  46-  Dibujar  la  curva  y  =  x  +  1  +  ^x(x  -  2)  . 

Solución:  Operando,  y  =  x  +  1  +  (x2  -  2x )  3  =  x  +  1  +  x  3  -  -^-x  3  + _  Como  lim  =  \,  y 

^  ^  X-KX> 

lim  (y-x)  =lim  (  1  +x3T  )  =  oo,  la  curva  no  tiene  asíntotas,  teniendo  dos  ramas  parabólicas,  una  en  el 

primer  cuadrante,  según  el  eje  OY,  y  otra  en  el  tercer  cuadrante,  según  el  eje  OY' .  La  curva  corta  a  los  ejes 
en  (-3.8,0)  y  (0, 1).  En  este  último  punto,  la  pendiente  de  la  tangente  es  oo,  siendo  punto  de  inflexión. 
Otro  punto  de  inflexión  es  (2,3),  siendo  oo  la  pendiente  de  su  tangente.  La  curva  se  puede  dibujar 
también,  obteniendo  primero,  y  i  =  x(x-2),  seguidamente  y2  =  ifyT ,  y  por  fin,  y  =  x+  1  +y2.  En  el 
siguiente  dibujo  se  incluye  en  línea  continua  la  curva  pedida,  y  en  trazos,  la  curva  radicando  y  la  curva 
raíz  cúbica  de  este. 


E  47-  Dibujar  la  curva  y  =  (x  -  1 )  . 

Solución:  No  tiene  simetrías.  No  tiene  asíntotas  paralelas  a  los  ejes.  Tiene  una  rama  parabólica  en  el 
primer  cuadrante,  según  el  eje  OY,  y  otra  en  el  tercer  cuadrante,  según  el  eje  OY'.  Corta  a  los  ejes  en  (0, 0) 
y  (1,0),  siendo  las  pendientes  de  sus  respectivas  tangentes,  -oo  y  1.  El  punto  (0,0)  es  de  retroceso.  La 
curva  tiene  un  mínimo  en  (0. 4,-0. 3).  El  dibujo  de  esta  curva  es  el  siguiente: 
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E  48-  Dibujar  la  curva  y  =  ex. 

Solución:  No  hay  valores  negativos  de  y.  Para  x  =  +a>,  y  =  +oo.  Para  x  =  -oo,  y  =  0.  La  curva  corta  al 
eje  OY en  (0, 1 ),  siendo  e  la  pendiente  de  su  tangente.  El  dibujo  de  esta  curva  es  el  siguiente: 


E  49- 


Dibujar  la  curva  y  =  e  *  . 


Solución:  No  hay  valores  negativos  de  y.  Para  x  =  0,  y 
x  =  0  +  9,  con  9  -»■  0,  y  =  +oo.  Para  x  =  0  -  9,  con  9  -> 
discontinuidad,  siendo  su  tangente  el  eje  OX1 . 


y  =  1  +  x 


i 


2x~ 


,  luego  la  curva  tiene  la  asíntota  y 

1 


y  =  1,  viene  dada  poryc  -  ya  =  -E,  luego  parax  =  +<x>,  y 
curva  es  el  siguiente: 


=  oo,  luego  la  curva  tiene  la  asíntota  x  =  0.  Para 
•  0,  y  =  0,  siendo  por  tanto,  el  punto  (0,0)  de 
Desarrollando  la  ecuación  dada,  se  tiene: 
=  1 .  La  posición  relativa  de  la  curva  respecto  a 

c  >  y  a,  y  para  x  =  -oo,  yc  <  ya.  El  dibujo  de  esta 


pX  I  p-X 

E  50-  Dibujar  la  curva  y  =  coshx  =  ^  — . 

Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  OY.  No  tiene  valores  negativos  de  y.  Para  x  =  ±oo, 

y  =  +co.  Tiene  un  mínimo  en  (0, 1 ).  El  dibujo  de  esta  curva  es  el  siguiente: 
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E  51-  Dibujar  la  curva  y  =  lnx. 

Solución:  Solo  hay  curva  para  x  >  0.  Para  x  =  0,  y  =  -oo.  Para  x  =  +co,  y  =  +co.  Corta  al  eje  OX  en 
(1,0),  siendo  1  la  pendiente  de  su  tangente.  El  dibujo  de  esta  curva  es  el  siguiente: 


E  52-  Dibujar  la  curva  y  =  xe  *  . 

Solución:  La  curva  tiene  una  discontinuidad  en  el  punto  de  abscisa  x  =  0,  en  el  que 

lim  y(0  +  £ )  =lim  se  =  oo,  y  lim  y(0  -  s)  =lim  -se  -*  =  0.  La  pendiente  de  la  tangente  en  (0,0)  es 

£—>0  £->0  £— >0  £-►() 


lim 

x^0 


—  p  X 

e  *  -  X— 


=  0.  Para  hallar  la  asíntota  general  y  =  ax  +  b,  se  tiene:  a  =lim  ¿r  =lim  e  x  =1, 


b  =lim  (y  -  x)  =lim  [xe  *  -  x  )  = 


fxe  x  —x')  =lim  xM 

V  s  X-^OO  L  \ 


X 


2x2 


-x 


=  1 .  Luego  la  asíntota  es  y  =  x  +  1 . 

1 


Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  la  asíntota,  se  tiene  que:  yc-ya  =x+  1  +  + 

1 

+...-X-1  =  -^r,  por  lo  que  para  x  =  +<x>,  yc  >  ya,  y  para  x  =  -oo,  yc  <  ya.  Derivando  la  ecuación  de  la 

curva,  e  igualando  a  cero,  se  tiene:  y1  =  e~  (l  -  -jr)  =  0,  obteniéndose  el  mínimo  (l,e).  El  dibujo  de 
esta  curva  es  el  siguiente: 


Nota:  Ver  el  problema  E  55. 
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E  53-  Dibujar  la  curva  y  = 

Solución:  La  curva  existe  para  tanx  >  0.  Por  tanto,  los  límites  de  variación  de  x  son:  kn  <  x  <  -y  +  kn. 
Es  decir,  los  intervalos  de  x  para  los  que  existe  la  curva,  son:  -3 ni  n  ,  -2 ni  0 

7 r/-^,  2 En  los  intervalos  en  los  que  x  >  0,  se  tiene  que  para  el  límite  inferior  del  intervalo, 

{lk+\)7i  I  (2k+\)n 

y  =  ekn^mkn  =  e°  =  1 ,  y  para  el  límite  superior  del  intervalo,  y  =  e  2  <a  2  =  ex  =  co,  por  lo 

C2*k  +  1  )7T 

que  1  <  y  <  co.  Por  tanto,  las  rectas  x  =  - — ^  y  ,  son  asíntotas  de  la  curva  en  los  puntos 
,+co^,  siendo  xa  >  xc.  Tomando  logaritmos  y  derivando,  se  tiene  que:  lny  =  xjtañx , 

=  ,/tan x  -i - 1  Luego:  y'  =  (  Jtanx  -i - ^  ).  Para  x  =  kn,  y'  =  <x>, 

y  2cos2x/tanx  "  y  2  cos-xVtanx  J 

luego  la  tangente  en  los  puntos  (kn,  0),  es  la  paralela  al  eje  OY.  En  los  intervalos  en  los  que  x  <  0,  se  tiene 
que  para  el  límite  inferior  del  intervalo,  y  =  e~kK Vtan(_for)  =  e°  =  1 ,  y  para  el  límite  superior  del  intervalo, 

~(2k+l)7r  I  ~{2k+\)n 

y  =  e  2  «tan  2  =  e_c0  =  — L  =  0,  por  lo  que  1  >  y  >  0.  En  los  puntos  (-kn,  1  ),y'  =  co,  luego  la 

tangente  en  estos  puntos  es  la  paralela  al  eje  OY.  En  los  puntos  í  y2k^n  ,o\y'  =  co,  luego  la  tangente  en 
estos  puntos  es  también  la  paralela  al  eje  OY.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente,  en  el  que  las  asíntotas 
como  también  la  recta  y  =  1,  se  han  dibujado  en  trazos  discontinuos. 


(2  k+  1  )n 


El  siguiente  dibujo  se  refiere  al  entorno  0. 9  <  y  <  1.5,  donde  se  aprecia  la  tangente  vertical  en  el  punto 

(0,1). 


El  siguiente  dibujo  se  refiere  al  entorno  0  <  y  <  4. 10  5,  donde  se  aprecian  las  tangentes  verticales  en  los 
puntos  (  -(2k+i)n 
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E  54-  Dibujar  la  curva  y  =  ln(x3  +  2x2  -x -2). 

Solución:  La  curva  y\  =  x3  +  2x2  -x-2  =  (x  +  2)(x  +  1  )(x -  1),  es  una  parábola  cúbica  que  corta  al 
eje  de  abscisas  en  los  puntos  (-2,0),  (-1,0),  (1,0).  Por  tanto,  se  tiene:  a)  parax  <  -2,y¡  <  0,  por  lo  que 
y  no  es  real;  b)  para  x  =  -2,  y\  =  0,  por  lo  que  y  =  -<x>;  c)  para  -2  <  x  <  -1,  0  <  yi  <  1,  por  lo  que 
y  <  0;  d)  para  x  =  -\,  y  i  =0,  por  lo  que  y  =  -<x>;  e)  para  -1  <  x  <  l,  y  i  <0,  por  lo  que  y  no  es  real; 
f)  parax  =  1  ,yi  =0,  por  lo  que  y  =  -<x>;  g)  parax  >  1  ,y\  >0,  por  lo  que  y  es  real,  siendo  su  recorrido  de 
-oo  a  +co,  cortando  al  eje  de  abscisas  en  el  punto  en  que  x3  +  2x2  -  x  -  2  =  1 ,  es  decir  para  x  =  1 . 1 5.  El 
punto  (-1.55,0.63)  es  un  máximo  deji,  por  lo  que  (-1.55,-0.46)  es  un  máximo  de  y.  El  dibujo  de  la 
curva  es  el  siguiente: 


E  55-  Dibujar  la  curva  y  =  xe  *  ,  como  producto  de  las  curvas  y\  =  x,  y2  =  e  *  . 

Solución:  En  el  dibujo  se  han  incluido,  en  trazos,  las  curvas  y\  e  yi,  cuyo  producto  es  la  curva  y  (en 
línea  continua). 


Nota:  Ver  el  problema  E  52. 

E  56-  Dibujar  la  curva  y  =  sinx  •  e  *  ,  como  producto  de  las  curvas  y  i  =  sinx,  y2  =  e  *  . 

Solución:  En  el  dibujo  se  han  incluido  en  trazos,  las  curvas  yi  ey2,  cuyo  producto  es  la  curva  y  (en  línea 
continua). 
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E  57-  Dibujar  la  curva  v  =  — - b. - . 

(lnx)~  -  4 

Solución:  Io)  La  curva  tiene  por  asíntotas  los  valores  de  x  que  anulan  el  denominador,  es  decir  lnx  =  ±2, 

luego  x  =  e2  =  7.389,  y  x  =  e~2  =  -Kr  =  0. 135.  Tiene  también  la  asíntota  y  =  0,  para  x  ->■  +<x>.  2o)  La 

e 

curva  corta  al  eje  de  abscisas  en  (0,0)  y  en  lnx  =  1,  es  decir  (e,  0).  Como  x  no  puede  tomar  valores 
negativos,  el  punto  (0,0)  es  de  discontinuidad,  siendo  su  tangente  el  eje  de  abscisas.  La  pendiente  de  la 
tangente  en  el  punto  (e,  0),  es  -=i-.  3o)  En  el  dibujo  siguiente  se  presenta  la  curva  dada,  con  un  detalle  a 
continuación  para  0  <  x  <  0. 14. 


E  58-  Dibujar  la  curva  y  =  xlnx. 

Solución:  Io)  La  curva  es  real  para  x  >  0.  2o)  Para  x  =  0,  y  =  0,  y'(0)  =  lnx  +  1  =  -<x>.  3o)  Tiene  una 
rama  parabólica  según  el  eje  OY.  4o)  Corta  al  eje  OX,  además  del  origen,  ya  estudiado,  en  el  punto  (1,0), 
siendo  la  pendiente  de  su  tangente  1.  5o)  Tiene  un  mínimo  en  Y  6o)  Su  dibujo  es  el  siguiente. 
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E  59-  Dibujar  la  curva  y  = 

Solución:  La  curva  es  real  para  x  >  0.  Tiene  las  asíntotas:  x  =  0,  para  la  que  y  =  -co;  y  =  0,  para  la  que 
x  =  +co.  Corta  al  eje  OX  en  (1,0),  siendo  la  pendiente  de  su  tangente  y'(  1)  =  ^  ~  |nx  =  1.  Tiene  un 

'  X" 

máximo  para  lnx  =  1,  es  decir  en  el  punto  (e,  Y  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


Solución:  Io)  La  curva  es  siempre  real.  2o)  Las  asíntotas  paralelas  al  eje  OY,  son:  x  =  1,  x  =  -1.  Para 
x  =  1,  la  posición  de  la  curva  viene  dada  por:  y  =  lim  e  0  =  +co ,y  =  lim  e  0  =0.  Luego,  (1,0) 

xM+0,6^0  x-l-0,0->O 

es  un  punto  de  discontinuidad,  en  el  que  la  pendiente  de  su  tangente  viene  dada  por  el  siguiente  límite: 

_ 2x _ r  \  i 


y'  =  lim  xe  x2  ~  1 


2(x2  +  1 ) 
(x2  -  l)2 


=  0.  Para  x  =  -1,  la  posición  de  la  curva  viene  dada  por 


y  =  lim  e  0  =  -co,  y  =  lim  -e  9  =0.  Luego  (-1,0)  es  un  punto  de  discontinuidad,  siendo  la 


x~* — 1+0,  e^o 


x—1-0,  8^0 


pendiente  de  su  tangente  y' (-1,0)  =  0.  3o)  Para  estudiar  la  asíntota  general  y  =  ax  +  b,  se  tiene  lo 

^  2x 

siguiente:  la  pendiente  viene  dada  por:  a  =lim  =lim  e  x2  -  1  =  1;  la  ordenada  en  el  origen,  por: 


b  =lim  xe  x2  -  1  —  x  =lini 


e  x2  -  1  -  1 


e  x2  -  1  (  — \ 

V  (x2  -  1) 
-1 


=  2.  Por  tanto  la  asíntota 


general  es:  y  =  x  +  2.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  esta  asíntota,  se  tiene: 

2x  r  .  ✓  7  i  \  2  u 


y  c  -  y  a  =lim  xe  x2  -  1  -  x  -  2  =lim  x  1 


x2-l  ,  fr2-DJ 
2x  8x2 


-x  -  2  = 


luego  para  x  =  +<x>, 


yc  >  y a,  para  x  ->■  -co,  yc  <  ya.  La  curva  no  corta  a  esta  asíntota.  4o)  La  pendiente  de  la  tangente  en  el 
origen  es:  y'  =  1,  luego  es  la  primera  bisectriz.  5o)  Para  hallar  máximos  y  mínimos,  se  tiene  al  anular  y',  la 

raíz  x  = -1,  ya  estudiada,  y  las  raíces  de  x4  -  2x3  -  2x2  -  2x  +  1  =0,  que  son: 

x=  i-(l  + 75  ±^2(1  +  75)  ),  es  decir:  xi  =  2. 89,  x2  =  0.35.  Luego  hay  un  mínimo  para 

(2. 89,6.36)  y  un  máximo  para  (0.35,0. 15).  6o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  61-  Dibujar  la  curva  y  =  xg  N_  . 

(1+x)2 

Solución:  Io)  La  curva  tiene  las  asíntotas  x  =  -1,  y  =  0.  Para  hallar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  la 
asíntota  x  =  -1,  se  hace  x  =  -1  +  9,  con  6  ->  0,  teniéndose  y  =  luego  para  9  ->  ±0,  y  =  -oo.  Para 

hallar  la  posición  respecto  a  la  asíntota  y  =  0,  x  =  -co,  siendo  <  ya.  La  curva  tiene  una  rama  parabólica 
según  el  eje  OY,  para  x  ->  +a>.  2o)  La  curva  pasa  por  el  origen,  siendo  su  tangente  la  primera  bisectriz. 
3o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  62-  Dibujar  la  curva  y  =  ex?'  3x+2. 

Solución:  Io)  y  >  0.  2o)  La  curva  tiene  la  asíntota  y  =  0,  para  x  ->■  -co,  siendo  yc  -ya  >  0.  Tiene  una 
rama  parabólica  para  x  =  +co,  según  el  eje  OY.  3o)  Corta  al  eje  OY  en  (0,e2),  siendo  la  pendiente  de  su 
tangente  -3c2.  4o)  Para  y1  =  0,  x  =  ±1.  La  curva  tiene  el  mínimo  (1, 1 )  y  el  máximo  (-l,e4).  5o)  El  dibujo 
de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  63-  Dibujar  la  curva  y  =  S1^x  . 

Solución:  Io)  No  tiene  asíntotas,  pues  parax  =  0 ,y  =lim  8112 x  =lim  cosx  =  1.  Parax  =  ±co ,y  ->  ±0,  la 

x=0  x=0 

curva  oscila  entre  y  =  0  ±  9,  con  0^0.  2o)  Corta  al  eje  XX1  en  los  puntos  de  abscisa  x  =  kn.  La  tangente 

en  (0, 1 )  es  horizontal.  3o)  Siendo  y'  =  xcosx  7  siru  ,  las  abscisas  de  los  máximos  y  mínimos  están  dadas 

x 

por  las  raíces  de  la  ecuación:  x  =  tanx.  Los  máximos  son:  (0,1),  (7.725,0.128),...  Los  mínimos  son: 
(4.493,-0.217),...  4o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  64-  Dibujar  la  curva  y  =  xsinx. 

Solución:  Io)  la  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  77'.  2o)  No  tiene  asíntotas  ni  ramas  parabólicas. 

3o)  Corta  a  los  ejes  en  (kn,  0),  siendo  la  pendiente  de  sus  tangentes  kn.  3o)  Siendo  /  =  sin  +xcosx,  las 
abscisas  de  sus  máximos  y  mínimos  están  dadas  por  las  raíces  de  la  ecuación:  x  =  -tanx.  Los  máximos 
son:  (2.029,0),...  y  los  mínimos:  (0,0),  (4.913,-4.913),...  4o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  65-  Dibujar  la  curva  y  =  -  .  . 

13X1 X 


Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  77'.  2o)  Las  asíntotas  son:  x  =  kn.  3o)  Corta  al  eje  XX' 
en  los  puntos  de  abscisa  x  =  ^  +  ,  siendo  las  pendientes  de  sus  tangentes:  -  kn.  Corta  al  eje 

77'  en  (0,1),  siendo  su  tangente  y  =  1.  4o)  Las  abscisas  de  máximos  y  mínimos  están  dadas  por  la 
ecuación:  x=  ,  siendo  (0,1)  el  máximo.  5o)  Los  puntos  de  inflexión  están  dados  por 


7 


II 


2(xcosx  -  sinx) 
sin3x 


0,  es  decir:  x  =  tanx.  Por  tanto,  los  puntos  de  inflexión  están  alineados  sobre  la 


recta  y  =  1.6°)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  66-  Dibujar  la  curva  y  =  sinx  . 

X 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  al  origen.  2o)  Tiene  la  asíntota:  x  =  0;  la  posición  de  la 
curva  está  dada  por  y  =  >  con  #  -*■  ±0,  es  decir  y  =  ~q~q-  Luego,  para  9  ^  +0,  y  =  +co;  para 

9  ->  -oo,  y  =  -oo.  2o)  Para  x  =  ±oo,  y  ->■  ±0.  La  curva  oscila  entre  y  =  0  ±9,  con  9  ->■  0.  3o)  Las 

intersecciones  con  el  eje  XX',  están  dadas  por  sinx  =  0,  es  decir:  x  =  kn,  siendo  las  pendientes  de  sus 

tangentes:  T,  ,  .  4o)  Las  abscisas  de  máximos  y  mínimos  están  dadas  por  las  raíces  de  la  ecuación: 

hn 

x  =  2  tanx.  5o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  67-  Dibujar  la  curva  y  =  xarctan  -L-  ±xj  cosx . 

Solución:  Io)  La  curva  existe  para  cosx  >  0,  es  decir,  para:  ^  ~  ^  n  <  x  <  1  n_  Es  simétrica 

respecto  al  eje  YY'.  2o)  No  tiene  asíntotas  ni  ramas  parabólicas.  3o)  Las  abscisas  de  las  intersecciones  con 
el  eje  XX1,  están  dadas  por  las  raíces  de:  arctan-L  =  ±  Jcosx .  En  el  origen,  las  tangentes  son: 
y  =  ^^±l^x.  4o)  La  curva  se  puede  poner  en  la  forma:  y  =  y¡±y2,  siendo  y\  =  xarctan^, 
y2  =  xjcosx  .  En  los  dos  dibujos  siguientes  se  presentan  las  curvas yi,y2. 


y  i  =  x  arctan  4- 


y  2  =  ±xJcosx 

Sumando  ambas  curvas,  se  tiene  el  dibujo  correspondiente  a  y  =  xarctan  -j-  ±  x  jcosx  . 
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E  68-  Dibujar  la  curva  y  = 


ln(l  —  x)2 

x 


Solución:  Io)  Asíntota  x  =  1 .  Para  x  =  1+9,  con  9  ->  0,  y  =  -<x>.  Para  x  =  1-9,  con  9  ->■  0,  y  =  -oo.  La 

curva  no  corta  a  esta  asíntota.  2o)  Asíntota  y  =  0.  Se  tiene  que  yc  -ya  =  ^  ^  A )  .  Para  x  =  +co, 
yc  >  y  a-  Para  x  =  -oo,  yc  <  ya.  3o)  La  curva  corta  al  eje  XX1  en  (2,0),  siendo  la  pendiente  de  la  tangente 
-2x  -  (1  -x)ln(l  -x)2 


en  este  punto:  y  = 


x2(l  -x) 


=  1.  La  curva  corta  al  eje  YY'  en  el  punto  cuya  ordenada  es: 


y  =lim  x  X ^  =lim  — Ap — —  =  -2,  es  decir  en  (0,-2),  siendo  la  pendiente  de  la  tangente  en  este 

x->0  x->0  ^  ^ 

..  -2x  -  (1 -x)ln(l -x)2  ..  ln(l -x)2  ..  _1 

punto:  lim  - — - - - —  =lim  — - =lim 


tiene:  ln(x  -  1 )  = 
siguiente: 


x-(l  -x) 


x 


A-0 


2x  -  3x~ 


*-o  (l-x)(l-3x) 


=  -1.  4o)  Anulando  y',  se 


x  -  1 


de  donde  se  obtiene  el  máximo  (4.59,0.557).  5o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el 


X 

E  69-  Dibujar  la  curva  y  =  (sinx  +  cosx)  x  . 

Solución:  Io)  Dejando  para  el  punto  4o  el  estudio  de  los  puntos  aislados  de  la  curva,  ha  de  cumplirse 
que:  sinx  +  cosx  >  0.  Luego  la  curva  existe  en  los  siguientes  intervalos:  . ..  <x<  ; 


9 n  ^  y  ^  5n  .  n  ^  y  ^  3 n  . 
4  4  ,  4  ^  x  ^  4  , 


in  y'  y  ^  Ha  • 

4  ^  x  ^  4  ’ 


-15a  <x  <  19 A. 


23a  <x  <  27a. 


4  4’  4  j  ’■■■ 

2o)  Estudio  de  la  curva  para  x  >  0:  a)  Corta  a  YY  en  el  punto  cuya  ordenada  es  lim  (sinx-  +  cosx)  x  =  e, 

x=0 

es  decir  en  (0,e).  Como  y'  =  y  (  sinx  +  cosx  ~  Ia  Pendiente  de  la  tangente  en  (0,e),  es: 

lim  y  ^  ^  ~  *  -  1  ^  =  -2e.  b)  Corta  al  eje  XX1  en  los  puntos  en  los  que:  sinx  +  cosx  =  0,  es  decir: 


tanx  =  -1,  x  =  pp  +  kn,  en  los  que  las  tangentes  son  paralelas  al  eje  YY' .  c)  Las  abscisas  de  los  puntos 


medios  de  los  intervalos  de  existencia  calculados  más  arriba,  son:  y-,  pp,  pp-,..., 


los  puntos  de  la  curva:  ^-p2  71 


que  corresponden  a 

(X.2*),..Las  pendientes  de  As  Afectivas  tangentes,  son: 

-0. 8735,  -0. 0073,  ...  d)  La  curva  pasa  por  los  puntos  (2 kn,  1 ),  en  los  que  las  pendientes  de  sus  tangentes, 

-1 

son:  y'  =  — j— .  3o)  Estudio  de  la  curva  para  x  <  0,  es  decir:  y  =  (cosx'  -  sinx')  x'  ,  con  x'  =  -x,  para 
Zku 

x1  >  0:  a)Tiene  las  asíntotas  paralelas  al  eje  YY1,  correspondientes  a  cosx'  =  sinx',  es  decir:  x'  =  y-  +  kn, 
o  bien:  x  =  -p-  -  kn.  b)  Los  puntos  cuyas  abscisas  corresponden  a  los  puntos  medios  de  los  intervalos  de 


existencia  calculados  más  arriba,  son:  (  \n  ,2 


f  -15a 


ln 


2  15a  )  tendiendo  sus  ordenadas  a  1. 


4°)  Estudio  de  los  puntos  aislados:  a)  Para  sinx  +  cosx  >  0,  siendo  x  =  2 n,  se  tienen  los  puntos  aislados 
de  ordenada  negativa  cuyas  coordenadas  son:  (ln,-  Vsin2 n  +  eos 2 n  ),  por  ejemplo:  (2,-0,702), 

'  -1  N 


(6,-0.938),...  ,  y  también  los  puntos  -2 n. 


,  por  ejemplo:  (-4,-1.018), 


2t/sin2  n  +  eos  2  n 

(-6,-1 .0196),...  ,  que  corresponden  al  signo  negativo  de  las  raíces  de  índice  par  y  radicando  positivo. 
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b)  Para  sinx  +  cosx  <  0,  siendo  x  =  2n  +  1,  se  tienen  los  puntos  aislados  de  ordenada  negativa  cuyas 

coordenadas  son:  f  2n  +  \, -  *  ],  por  ejemplo:  (-3,-0.691),  (-1,-3. 32), 

^  2»+i/sin(2«  +  1 )  +  cos(2/2  +  1 )  ) 

(3,-0.947),  (5,-0.924),...  ,  que  corresponden  a  las  raíces  de  índice  impar  de  radicandos  negativos.  5o)  El 
dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente,  en  el  que  no  se  incluyen  los  puntos  aislados: 


E  70-  Dibujar  la  curva  y  =  sinx  +  s^x  +  . 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  al  origen  y  respectoa  x  =  -y,  por  tanto  basta  estudiar  la 
curva  en  el  intervalo  0  <  x  <  2o)  No  tiene  asíntotas  ni  ramas  parabólicas.  3o)  Las  intersecciones  con  el 

eje  XX'  corresponden  a  y  =  sinx-i-  =  S'^A  (48  sin4x  -  40  sin2x  +  45 )  =  0,  es  decir: 

sinx  =  0,  x  =  kn.  De  acuerdo  con  las  simetrías  estudiadas:  x  =  0,  siendo  la  pendiente  de  su  tangente: 

y'(x  =  0)  =  cosx  +  cos3x  +  cos5x  =  3.  La  pendiente  de  la  tangente  en  (n,  0)  es  -3.  4o)  Anulando  y' ,  se 

tiene:  cosx  +  cos3x  +  cos5x  =  cos2x(l  +  2cos2x)  =  0.  Las  raíces  en  el  intervalo  0  <  x  <  son:  0, 

z  o 

-y.  Los  máximos  son:  y  el  mínimo  es:  ^-y,  El  punto  (0,0)  es  de 

inflexión.  5o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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CURVAS  EN  IMPLÍCITAS 


E  71-  Dada  la  curva  f{x,y)  =  x3  +y3  -  5x2  -xy  +  ly2  +  5x  +  1  ly  +  1 1  =0,  hallar:  Io)  Los  puntos  dobles  de 
la  curva.  2o)  Las  ecuaciones  de  las  tangentes  en  estos  puntos.  3  o)  La  derivada  segunda  de  y  en  estos 
puntos.  4o)  La  situación  de  la  curva  respecto  a  dichas  tangentes. 

Solución:  Io)  Derivando  sucesivamente,  se  tiene:  f x  =  3x2  -  10 x-y+  5,  fy  =  3 y2  -  x+  14 y+  17, 

fx2  =  6x-  10,  =-\,fy 2  =  6y  +  14, =  6JX  =  0,  /'''2  =  0 ,/v"  =  6.  Resolviendo  el  sistema  formado 
por f{x,y)  =  0 ,fx  =  0,fy  =  0,  se  tienen  las  soluciones  (1,-2),  (2,-3),  que  son  los  puntos  dobles  pedidos. 
2o)  Como  las  primera  derivadas  se  anulan  en  dichos  puntos,  se  pasa  a  las  siguientes  derivadas: 
fx 2  +2 yfly  +y'2f 2  +y"fy  =  0.  Particularizando  para  el  punto  (1,-2),  se  tiene:  y'2  -y'  -  2  =  0,  cuyas 
raíces  son:  2  y  -1,  siendo  las  tangentes:  2x-y-4  =  0,  x+y+  1  =  0.  Particularizando  para  el  punto 
(2,-3),  se  tiene:  2y'2+y'  -  1  =  0,  cuyas  raíces  son:  y  y  -1,  siendo  las  tangentes:  x-2y-8  =  0, 
x  +  y+l=0.  3o)  Volviendo  a  derivar,  se  tiene:  +  3/y/  +  3//y'2  +fyW3  +  V/'/y  +  2/y''  + 

+  (/">/  +/'„ )v"  +/':>•'"  =  0.  Particularizando  para  (1,-2):  6  +  6y'3  +  4y'y"  -  2y"  +  (-1  +  2y')y”  =  0, 
obteniéndose  para  y'  =  2,  y"  =  -6,  y  para  y'  =  -1,  y"  =  0.  Particularizando  para  (2,-3),  se  tiene 
6  +  6y'3  -  8y'y"  -  2y"  +  (-4y'  -  1  )y"  =  0,  obteniéndose  para  y'  =  y,  y"  =  y,  y  para  y'  =  -1,  y"  =  0. 

4o)  Trasladando  el  origen  de  coordenadas  al  punto  (1,-2),  se  tiene:  x3  +  y 3  -  2x2  +  y2  -  xy  =  0.  Las 
tangentes  en  el  origen  son  -2x2  +y2  -  xy  =  0,  es  decir  2x  -y  =  0,  x  +  y  =  0.  Cortando  la  curva  por 
y  =  (2  +  6)x,  y  operando,  se  tiene  3x  +  9  =  0,  es  decir,  x  =  -y-,  por  lo  que  la  curva  está  por  debajo  de  la 

tangente.  Cortando  la  curva  por  y  =  x  +  9,  se  tiene  9(-3x2  +  3x)  =  0,  por  lo  que  la  situación  de  la  curva 
respecto  a  esta  tangente,  no  varía  al  variar  6.  Trasladando  el  origen  al  punto  (2,-3),  las  tangentes  en  el 
origen  son  x  -  2y  =  0,  x  +  y  =  0.  Estudiando  la  tangente  x-2y  =  0,  la  curva  queda  por  encima  de  la 
tangente.  En  relación  con  la  tangente  x+y  =  0,  sucede  lo  mismo  que  en  el  caso  anterior,  no  variando  la 
situación  de  la  curva  al  variar  6.  Trasladando  el  origen  de  coordenadas  al  origen  inicial,  la  ecuación  de 
esta  tangente  es:  x  +  y  +  1  =  0.  Su  comportamiento,  estudiado  más  arriba,  induce  a  comprobar  el  hecho  de 
si  esta  tangente  fomia  parte  de  la  curva  dada,  obteniéndose  que,  efectivamente,  es  así,  pues: 
x3  +  y3  -  5x2  -  xy  +  ly2  +  5x  +  1 7y  +  1 1  =  (x2  -  xy  +  y2  -  6x  +  6y  +  1 1 )  (x  +  y  +  1 ),  es  decir  que  se  trata 
de  una  elipse  y  una  recta,  como  se  ve  en  el  siguiente  dibujo,  siendo  los  puntos  dobles  obtenidos,  los  de 
intersección  de  elipse  y  recta. 
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E  72-  Hallar  la  suma  de  las  tangentes  y  subtangentes  en  el  punto  (x,y)  de  la  curva  e  a  -  x2  +  a2  =  0. 

Solución:  La  fórmula  que  da  la  subtangente  es:  St  =  y  la  que  da  la  tangente,  es:  T  =  JSj-  +y2 . 

Luego,  T+  St  =  ^-jy  +y2  +  ^7  =  -7-  (\  +  Jl  +y'2  Y  De  la  ecuación  dada,  se  tiene:  y  =  aln(x2  -  a2), 

V  y  y  y  v  y 

y(x2  -  a2) 


y  = 


2  ax 
x2  -  a 2 


Luego,  operando  se  tiene:  T+St  = 


2  ax 


x2  +  a 2 
x2  -  a2 


xy 

~cT 


E  73-  Dada  la  curva  x3  -  3x2y  +  y3  +  x2  +  2y2  -  3xy  +  8x  -  1  ly  +  15  =  0,  hallar:  Io)  Los  puntos  dobles  de  la 
curva.  2o)  Las  derivadas  primeras  en  estos  puntos.  3o)  Las  ecuaciones  de  las  tangentes  en  dichos  puntos. 
4o)  Las  derivadas  segundas  en  dichos  puntos  y  la  posición  de  la  curva  respecto  a  estas  tangentes. 

Solución:  Se  forma  el  sistema  f[x,y)  =  0,  f x  =  0,  fy  =  0,  es  decir:  x3  -  3x2y  +  y 3  +  x2  +  2y2  -  3xy  + 
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+8x  -  1  ly  +  15  =  O,  3x2  -  6xy  +  2x  -  3y  +  8  =  O,  -3x2  +  3 y2  +  4y  -  3x  -  1 1  =0.  Este  sistema  no  tiene 
solución,  por  lo  que  no  hay  puntos  dobles.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente,  comprobándose  lo 
anteriormente  expuesto. 


E  74-  Las  curvas  x2  +  2 y2  -3  =  0,  2x2  +  3 y2  -  2 xy  -3  =  0,  son  tangentes  en  dos  puntos  distintos.  Elallar  la 
ecuación  de  la  recta  que  los  une. 

Solución:  Resolviendo  el  sistema  formado  por  las  dos  ecuaciones,  se  tienen  los  puntos  de  tangencia 
(1,1),  (-1,-1 ).  La  ecuación  pedida  esx  =  y. 


E  75-  Se  da  la  curva  (x2  +y2Y  -  2 x2y  =  0.  Hallar:  Io)  Máximos  y  mínimos.  2o)  Las  tangentes  en  el  origen 
de  coordenadas.  3o)  La  posición  de  la  curva  respecto  a  estas  tangentes. 

Solución:  Io)  Derivando:  fx  =  4x(x2  +y2)  -  4 xy  =  0,  de  donde  x  =  0,  x2  +y2  =  2 y.  Sustituyendo  estos 

valores  en  la  ecuación  dada,  se  tienen  los  puntos  (0.0),  (2"’  2")’  (-y,  y)-  Como 

fy  =  4y(x2  +  y2)  -  2x2,  particularizando  para  (0,0),  fy  =  0,  luego  es  un  punto  singular.  Volviendo  a 

derivar:  y"  =  — ^ ^  +  ^  ,  particularizando  para  se  tiene  y"  =  -4  <  0,  luego  ambos 

2yi  +  2 x  y  —x  \  ¿  ¿  J 

puntos  son  máximos.  2o)  Los  términos  de  menor  grado  son  -2x2y  =  0,  luego  las  tangentes  en  el  origen 
(punto  singular),  son  x  =  0,  y  =  0.  3o)  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  la  tangente  x  =  0 

(figura  A),  se  hace  x  =  6y,  con  0  -►  0,  luego,  operando:  y  =  ,  es  decir  para  ±6,  y  >  0.  Para  estudiar  la 


1 

posición  respecto  a  la  tangente  y  =  0  (figura  B),  se  hace  y  =  9x,  con  9 
para  9  >  0,  x  >  0,  y  para  9  <  0,  x  <  0. 


0,  luego  x  =  ^y-,  con  lo  que 


Y=-2X4 


FigA 


Se  incluye  seguidamente,  el  dibujo  de  la  curva: 
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E  76-  Dada  la  curva  x3  -  y3  +  x2  +  y2  -  5x  +  y  +  2  =  O,  hallar:  Io)  Los  puntos  dobles.  2o)  Las  tangentes  en 
estos  puntos.  3o)  La  posición  de  la  curva  respecto  a  estas  tangentes. 


Solución:  Io)  Resolviendo  el  sistema  J[x,y)  =  0 ,fx  =  3x2  +  2x  -  5  =  0 ,fy  =  -3 y2  +  2y  +  1  =  0,  se  tiene 
el  punto  (1,1).  Solo  hay  un  punto  doble,  pues  el  número  máximo  de  puntos  dobles  viene  dado  por 
^ n  ~  ^  siendo  n  el  grado  de  la  ecuación,  luego  ^  '7,  !  ^  =  1.  2o)  Trasladando  el  origen  de 

coordenadas  a  (1, 1 ),  se  tiene:  x3  -  y3  +  4x2  -  2 y2  =  0.  Luego  las  tangentes  en  el  origen  vienen  dadas  por: 
4x2  -  2 y2  =  0,  es  decir:  y  =  ±  J2x.  En  las  coordenadas  iniciales,  las  tangentes  son:  y  -  1  =  ±j2(x  -  \  ). 
3o)  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  la  tangente  y  =  Jlx  (figura  A),  se  hace 

y  =  (72  +  0)x,  con  0  -►  0,  obteniéndose  x  =  — - — —  -  -1. 50,  luego  para  0  >  0,  x  <  0,  y  para  0  <  0, 

1  2  -y  2 

x  >  0.  Procediendo  similarmente  para  la  tangente  y  =  -  J2x  (figura  B),  se  tiene  para  0  >  0,  x  <  0,  y  para 
0  <  0,  x  >  0. 


\={2X  Y=-Í2X 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  77-  Se  da  la  curva  x3  -  5x2  +  xy  +  y2  +  5x  -  5y  +  3  =  0.  Hallar:  Io)  Sus  puntos  singulares.  2o)  Las 
derivadas  primera  y  segunda  en  dichos  puntos.  3o)  Posición  de  la  curva  respecto  a  las  tangentes  en  dichos 
puntos. 

Solución:  Io)  La  curva  no  puede  tener  más  de  un  punto  doble,  pues  siendo  su  grado  3,  el  número  máximo 
de  puntos  dobles  es  ^  ^  ^  =  1.  Resolviendo  el  sistema:  J[x,y)  =  0,  fx  =  3x2  -10x+y  +  5  =  0, 

fy  =  x  +  2y  -  5  =  0,  se  obtiene  el  punto  singular  (1,2).  2o)  Derivando  sucesivamente  la  ecuación  de  la 
curva  e  igualando  a  cero,  se  tienen  las  siguientes  ecuaciones:  3x2  -  lOx  +y  +  xy'  +  2 yy'  +  5  -  5y'  =  0, 
6x  -  10  +y  +  y'  +xy"  +  2 y'2  +  2 yy"  -  5 y"  =  0,  6  +  2 y"  +y"  -l -xy'"  +  4 y' y"  +  2 y' y"  +  2 yy"1  -  5 y"1  =  0. 
Particularizando  la  segunda  derivada:  6  -  10  +  2y'  +  y”  +  2 y'2  +  Ay"  -  5 y"  =  0,  de  donde  y'2  +y'  -  2  =  0, 
obteniéndose  las  primeras  derivadas  1  y  -2.  Particularizando  la  tercera  derivada,  para  y'  =  1,  9 y"  =  6, 

_ 'j  'y 

y "  =  -y,  y  particularizando  para  y'  =  -2,  9y"  =  6,  y"  =  y.  3o)  Trasladando  el  origen  de  coordenadas  al 

punto  (1,2),  se  tiene  la  ecuación:  x3  -  2x2 +y2 -i-xy  =  0.  Por  tanto,  las  tangentes  en  el  origen  son: 
-2x2  +y2  -i-xy  =  0,  es  decir:  (2 x+y)(y-x)  =  0,  que  en  las  coordenadas  originales,  son:  2x+y-4  =  0, 
x-y-i-  1  =  0.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  la  tangente  2x  -i -y  =  0,  en  los  nuevos  ejes, 
(figura  A),  se  hace  y  =  -(2  +  0)x,  con  0  -►  0,  teniéndose  x  =  -30,  es  decir,  para  0  >  0,  x  <  0,  y  para 
0  <  0,  x  >  0.  En  relación  a  la  tangente  y  -  x  =  0  (figura  B),  se  hace  y  =  (1  +  0)x,  teniéndose  x  =  -30,  es 
decir,  para  0  >  0,  x  <  0,  y  para  0  <  0,  x  >  0. 
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E  78-  Dada  la  curva  3 x3y2  -  x2y 3  +  x2y2  - y 4  -x2  +  y  =  O,  hallar:  Io)  Asíntotas  y  ramas  parabólicas.  2o)  La 
posición  de  la  curva  respecto  a  ellas.  3  o)  Las  tangentes  en  el  origen.  4o)  La  posición  de  la  curva  respecto  a 
estas  tangentes. 

Solución:  Io)  En  el  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  se  han  situado  los  seis  monomios  de  la 

ecuación,  numerados  en  el  orden  del  enunciado.  La  determinatriz  (I)  se  refiere  a  una  rama  parabólica 
según  el  eje  OY,  definida  por  los  monomios  4  y  2,  es  decir:  - y 4  -x2y3  =  0,  simplificando:  y  =  -x2.  La 
determinatriz  (II)  se  refiere  a  una  asíntota  general,  definida  por:  -x2y3  +  3 x3y2  =  0,  es  decir  por:  y  =  3*. 
Añadiendo  los  términos  de  la  primera  paralela  a  (II),  monomios  3  y  4,  se  tiene: 

3 x3y2  -  x2y3  +x2y2  -y4  =  0,  de  donde:  y  -  3x  =  - f —  =  x  =  -8,  por  tanto  la  asíntota  es: 

X"  x 

y  -  3x  +  8  =  0.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  ella,  se  añade  la  siguiente  paralela,  es  decir 
el  monomio  5,  teniéndose:  3x3y2  -x2y3  +x2y2  -y4  -x2  =  0,  de  donde,  operando,  se  obtiene: 


=  -8-  -2—,  luego  yc-ya  =  - Ar,  es  decir  que  para 
9x¿  9x~ 


_  -x2  +  x2y2  -  y4  _  -x1  +  9x4  -  81x4  _  o  _  _L_  ]ue„0  v  _v  _  -L  es  decir  míe  nara 

y  óx  -  x2y2  _  9x4  ~  8  9x2  ’  1  g  yc-y°-  9x2’  es  üecir  fiue  Para 

x  ^  0,  yc  <  y a-  La  determinatriz  (III)  se  refiere  a  la  asíntota  y  =  0,  teniéndose:  3x3y2  -x2  =  0,  es  decir: 

y  =  — - — ,  por  lo  que  para  x  >  0,  y  =  ±po.  2o)  Según  lo  anterior  se  ha  representado  en  la  figura  B  la 
±  y[3X 

posición  de  la  curva  en  el  caso  de  la  rama  parabólica,  en  la  figura  C  en  el  caso  de  la  asíntota  y  =  3x  -  8,  y 
en  la  figura  D  en  el  caso  de  la  asíntota  y  =  0.  3o)  La  determinatriz  (IV)  se  refiere  a  la  tangente  en  el  origen 
y  =  0.  4o)  La  posición  de  la  curva  respecto  a  dicha  tangente  (figura  E),  viene  dada  por  los  monomios  5  y 
6,  es  decir  y  =  x2,  luego  yc  >  y¡,  parax  ^  0. 


Fig  A  Fig  B  Fig  C  Fig  D  Fig  E 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  79-  Se  da  la  curva  2xy 3  -y3  +x2  -x4  =  0.  Hallar:  Io)  Las  tangentes  en  el  origen  y  la  posición  de  la  curva 
respecto  a  ellas.  2o)  Los  máximos  y  mínimos.  3o)  Las  asíntotas  y  la  posición  de  la  curva  respecto  a  ellas. 
4o)  Los  puntos  singulares.  5o)  Dibujar  la  curva. 


Solución:  Io)  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  se  refiere  a  la  tangente  en 
el  origen  x  =  0.  La  posición  de  la  curva  respecto  a  ella  (figura  B),  está  definida  por:  -y3  +x2  =  0,  es 
decir:  x  =  ±  Jy3 ,  por  lo  que  y  >  0,  x  ^  0.  2 °)fx  =  2 y3  +2x  -  4x3  =  0,  luego:  y3  =  2x3  -  x,  que  sustituido 
en  la  ecuación  dada,  se  tiene:  x(3x3  -2x2  -  x+  1)  =  0,  cuyas  raíces  son  0  y  -0.646,  obteniéndose  los 
puntos  (0,0)  y  (-0.646,0.474).  El  punto  (0,0)  anula  también  la  derivada/j,,  luego  es  un  punto  singular. 
Para  el  punto  (-0.646,0.474),  y"  <  0,  luego  es  un  máximo.  3o)  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  una 
asíntota  paralela  al  eje  YY',  definida  por:  2 xy3  -y3  =  0,  es  decir  x  =  y.  Añadiendo  los  términos  3  y  4  de 

4  2  i  o 

la  primera  paralela,  se  tiene:  y3  =  x^~  ;  siendo  x  =  y  +  9,  y3  =  Luego  para  9  >  0,  y  =  -co,  y 

para  9  <  0,  y  =  +co  (figura  C).  La  determinatriz  (III)  se  refiere  a  una  asíntota  general,  definida  por: 
2 xy3  -x4  =  0;  añadiendo  los  términos  de  la  primera  paralela,  se  tiene: 


_  fx4-x2 


2x  -  1 


3  = 

n 


— — h . . ,  luego  la  asíntota  es:  y  =  r 
4  tfíx  "  if2 


y  =  0. 794x  +  0. 132,  aproximadamente),  y  la  posición  de  la  curva  está  definida  porjy  -ya  =  - 


(es  decir: 


4^[2x 


lo  que,  para  x  =  +a>,  yc  <  ya,  y  para  x  =  -co,  yc  >  ya  (figura  D).  4°)  El  punto  singular  ya  determinado,  es 
(0, 0),  cuyas  tangentes  se  han  calculado  más  arriba  (figura  B). 


Fig  A  Fig  B  Fig  C  Fig  D 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  80-  Dada  la  curva  3 x3y3  +  x4y  -  x3y  -  2x2y3  +  2 xy4  +xy 2  +x2  +  y-x  =  0,  hallar  las  asíntotas,  las  ramas 
parabólicas,  las  tangentes  en  el  origen  y  la  posición  de  la  curva  respecto  a  todas  ellas. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  se  refiere  a  la  tangente  en  el 
origen  detemiinada  por:  y-x  =  0.  Para  hallar  la  posición  de  la  curva,  se  añaden  los  términos  de  la 


primera  paralela,  luego:  y  -x  +  x2  =  0,  de  donde  yc  -  y,  =  -x2  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  se  refiere 
a  la  asíntota  x  =  0.  La  posición  de  la  curva  viene  dada  por:  2 xy4  +y  =  y(2xy3  +  1)  =  0,  es  decir: 


x  = 


-1 

2y3 


luego  xc-xa  = 


-1 

2y3 


(figura  C).  La  detemiinatriz  (III)  se  refiere  a  la  rama  parabólica  según  el 


eje  YY’,  definida  por:  3x3y3  +  2 xy4  =  0,  es  decir,  simplificando:  3x2  +  2y  =  0  (figura  D).  La  determinatriz 
(IV)  se  refiere  a  la  rama  parabólica  según  el  eje  XX1,  definida  por:  3x3y3  +x4y  =  0,  simplificando: 
3 y2  +  X  =  0  (figura  E).  La  detemiinatriz  (V)  se  refiere  a  la  asíntota  y  =  0.  La  posición  de  la  curva  viene 
dada  por:  x4y  +  x2  =  0,  simplificando:  x2y  +1  =  0,  y  =  luego  y c  -ya  =  — j-  (figura  L). 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  81-  Demostrar  que  sif(x,y)  =  0  es  una  función  de  grado  m,  y  se  descompone  en  una  función  cp(x,y)  =  0 
de  grado  (m  -  1 )  y  en  una  función  lineal  y  -  mx  -  n  =  0,  esta  función  lineal  se  puede  obtener  hallando  la 
asíntota  d ef[x,y)  =  0,  como  si  fuera  una  curva  cualquiera. 

Solución:  Sea:  (p(x,y)  =  cp\{x,y)  +  (pi{x,y)  +...(p¡{x,y)  +...,  donde  cp\,  (p2,...(pi,...  son  polinomios 

homogéneos  de  grado  (m  -  1 ),  (m  -  2), ...(ni  -  i),...  etc.  Luego  se  tiene:/(x,y)  =  cp(x,y)(y  -  mx  -  n)  = 
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=  (y  -  mx)(p  i  +  [(y  -  mx)(p2  -  n(p  i  ]  +. . .  [(y  -  mx)(p¡  -  ncp¡]  +. . .  =  O,  en  donde  cada  sumando  corresponde 
a  funciones  homogéneas  de  grado  m,  m-  1,...,  es  decir:  fm  =  (y  -  mx)<p\,  fm-\  =  ( y-mx)(p2  -n<p i,  etc. 
La  dirección  d  de  la  asíntota  está  dada  por  fm(\,d )  =  (d-m)(p i  =  0,  luego  d  =  m.  La  ordenada  en  el 

_  ncpi 


origen  b  está  dada  por  la  expresión  b  = 
enunciado. 


fm 


9 1 


=  n.  Por  tanto,  se  cumple  lo  expuesto  en  el 


E  82-  Dada  la  curva  x3y2  -x2y3  +  2 x2y2  -x3  -  3xy  +y2  -y  +  x  =  0,  hallar  las  asíntotas,  las  tangentes  en  el 
origen  y  la  posición  de  la  curva  respecto  a  todas  ellas. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota: 
x  =  0,  cuya  posición  respecto  a  la  curva  viene  dada  por:  y2  -x2y3  =  0,  es  decir  y  =  x2  (figura  B).  La 
determinatriz  (II)  corresponde  a  la  asíntota  general  definida  por:  x3y2  -  x2y3  =  0;  añadiendo  la  primera 
paralela,  se  tiene:  x3y2  -x2y3  +  2x2y2  =  0,  de  donde:  x2y2(x  -y  +  2)  =  0,  siendo  la  asíntota:  y  =  x  +  2. 

3 

Añadiendo  la  siguiente  paralela,  se  tiene:  x3y2  -  x2y3  +  2x2y2  -  x3  =  0,  luego:  y  =  x  +  2 - = 

xzyz 

=  x  +  2 — — — ,  de  donde  yc-ya  =  — ~x  7  (figura  C).  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  la 


(x  +  2 ) z 


(x  +  2)z 


asíntota  paralela  al  eje  XL',  que  viene  definida  por:  x3y2  -x3  =  0,  simplificando:  y  =  ±1.  Añadiendo  la 
primera  paralela,  se  tiene:  x3(y2  -  1 )  -  x2y3  +  2x2y2  =  0,  operando  yc-ya  =  para  la  asíntota  y  =  -1 

(figura  D),  yc  -ya  =  ~^r,  para  la  asíntota  y  =  1  (figura  E).  La  determinatriz  (V)  corresponde  a  la  tangente 

en  el  origen:  -y  +  x  =  0.  Añadiendo  la  primera  paralela,  se  tiene:  -y  +  x  -  3xy  +  y2  =  0,  luego 
yc  -y,  =  -3 xy  +y2  =  -2x2  En  la  figura  F,  se  ha  cortado  la  curva  pory  =  (1  +  6)x. 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  83-  Dada  la  curva  x3y3  +  3x2y3  +  3xy3  +y3  +  3xy2  +  2y2  +  x2  +  2x  +  1  =0,  hallar  los  puntos  singulares  y 
las  tangentes  en  ellos. 

Solución:  Resolviendo  el  sistema: /(x, y)  =  0 ,fx  =  0 ,fy  =  0,  se  tiene  como  solución  el  punto  (-1,0). 
Trasladando  el  origen  de  coordenadas  a  este  punto,  se  tiene  la  ecuación:  x3y3  +  3xy2  +x2  -  y2  =  0,  luego 
las  tangentes  en  el  origen  son:  x2  -y2  =  0,  es  decir:  y  =  ±x.  Deshecha  la  traslación,  las  tangentes  en 
(-1,0),  son:  y  =  ±(x  +  1 ).  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  84-  Dada  la  curva  2x4y2  +  x3y3  -  4xy3  +  2xy2  -  2x2y2  +  y  -  1  -  x  +  x3  =  O,  hallar  las  asíntotas  y  la 
posición  de  la  curva  respecto  a  ellas. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota 

x  =  0;  la  posición  de  la  curva  viene  dada  por:  -4 xy3  +  y  =  0,  es  decir:  x  =  — Kr,  de  donde  xc-xa  =  — L- 

4 y¿  4 y¿ 

(figura  B).  La  determinatriz  (II)  corresponde  a  asíntotas  paralelas  al  eje  IT',  definidas  por: 

-4 xy2  +  x3y3  =  0,  es  decir:  x  =  ±2.  Añadiendo  la  primera  paralela  y  operando,  se  tiene  para  x  =  -2, 
_S  —7 

xc-xa  =  (figura  C),  y  para  x  =  2,  xc  -  xa  =  (figura  D).  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  la 

asíntota  general  definida  por:  2x4y2  +x3y3  =  0,  es  decir,  operando:  y  +  2x  =  0.  Añadiendo  la  primera 
paralela,  se  tiene  tras  simplificar, yc  -ya=  (figura  E).  La  determinatriz  (IV)  corresponde  a  la  asíntota 
y  =  0,  cuya  posición  viene  dada  por  y2  =  (figura  F). 


E  85-  Dibujar  la  curva  x4  -  y4  +  5x3  -  10xy2  +  4x2  -  4y2  =  0 

Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  XX1.  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de 

Newton-Cramer  (figura  A),  se  refiere  a  las  tangentes  en  el  origen  dadas  por:  4x2  -  4y2  =  0,  es  decir: 
x  ±y  =  0.  Añadiendo  la  primera  paralela  se  tiene:  5x3  -  10xy2  +  4x2  -  4y2  =  0.  Operando,  se  tiene  para  la 
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Sr2  _ cr2 

tangente  x  +  y  =  O,  yc  -  y,  =  (figura  B),  y  para  la  tangente  x  -y  =  O,  yc  -y,  =  „  (figura  C).  La 

O  O 

detemiinatriz  (II)  da  el  punto  de  corte  con  el  eje  YY',  es  decir  (0,0).  La  detemiinatriz  (III)  corresponde  a  la 
asíntota  general  dada  por:  x4  -y4  =  (x2  +y2)(x2  -y2)  =  0.  El  factor  (x2  +y2)  indica  que  hay  una  parte 
cerrada  de  la  curva.  Añadiendo  la  primera  paralela,  se  tiene:  x4  -  y4  +  5x3  -  10xy2  =  0,  obteniéndose  la 

10xV^  _  i  /~v  3  c  3  c  r 

asíntota:  x  +  y  =  — -= — — — —  =  A  .,  ~  y  la  asíntota:  x-y  =  Para  hallar  la  posición 

(x2  +y  )(x -y)  2x~  •  2x  4  4 

de  la  curva  respecto  a  las  asíntotas,  se  añade  la  segunda  paralela,  y  operando,  se  tiene  para  x+y  =  que 

yc-ya  =  (figura  D),  y  para  x-y  =  yc~ya  =  (figura  E).  La  detemiinatriz  (IV)  da  los 

puntos  de  intersección  con  el  eje  XX1,  que  son  (0,0),  (-1,0),  (-4,0). 


Fig  A  Fig  B  Fig  C  Fig  D  Fig  E 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  86-  Dibujar  la  curva  xy2(x2  +  y2 )  -  x3  +  x2  -  y2  =  0. 


Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  XX1.  La  detemiinatriz  (I)  del  diagrama  de 

Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota  x  =  0,  estando  su  posición  definida  por: 
xy4  -  y2  =  0,  de  donde  xc-xa  =  -Xr  (figura  B).  La  detemiinatriz  (II)  corresponde  a:  xy2(x2  +  y2)  =  0.  La 

y~ 

curva  no  tiene  asíntota  general  ni  rama  parabólica  general.  La  detemiinatriz  (III)  se  refiere  a  asíntotas 


paralelas  al  eje  XX,  correspondientes  a:  y2  -  1  =  0.  Añadiendo  la  primera  paralela,  se  tiene  para 
y  +  1  =  0,  yc  -ya  =  -X-  (figura  C),  y  para  y  -  1  =  0,  yc  -  ya  =  (figura  D).  La  detemiinatriz  (IV)  da 
las  intersecciones  con  el  eje  77',  que  son  los  puntos  (0,0)  y  (1,0).  La  detemiinatriz  (V)  corresponde  a  las 


tangentes  en  el  origen:  y  =  ±x.  Añadiendo  la  primera  paralela,  se  tiene  para  x  +y  =  0,  yc  ~y¡  =  Xr~ 

-X2 

(figura  E),  y  para  x-y  =  0,yc  -y,  =  (figura  F). 


2 


4  (  iv ) 3 

Fig  A '  '  Fig  B  Fig  C  Fig  D  Fig  E  Fig  F 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  87-  Hallar  los  ejes  y  centros  de  simetría  de  la  curva y(x2  -  1 )  -  x  =  0. 

Solución:  Al  cambiar  x  por  -x,  y  por  -y,  la  curva  no  varía,  luego  es  simétrica  respecto  a  (0, 0). 

E  88-  Hallar  los  ejes  y  centros  de  simetría  de  la  curva  3x2y  - x3  +  3x  -y  =  0. 

Solución:  Al  cambiar  x  por  -x,  y  por  -y,  la  curva  no  varía,  luego  es  simétrica  respecto  a  (0, 0). 

E  89-  Hallar  los  ejes  y  centros  de  simetría  de  la  curva  x2  +y2  -  4y  +  1  =0. 

Solución:  Se  trata  de  una  circunferencia  de  centro  (0,2),  luego  este  punto  es  centro  de  simetría,  siendo 
eje  de  simetría  cualquier  recta  que  pase  por  él. 

E  90-  Hallar  los  ejes  y  centros  de  simetría  de  la  curva  y4  -  x4  +  ay 2  +  bx2  =  0. 

Solución:  La  curva  tiene  por  ejes  de  simetría,  los  ejes  coordenados,  y  por  centro  de  simetría,  el  origen  de 
coordenadas. 

E  91-  Obtener  la  tangente  en  el  origen,  de  la  curva  y  ^1  +  e~^-x  =  0. 

Solución:  lim  y  =lini  - - — — .  Parax  -»■  0,  lim  =  0.  Parax  ->  (),  lim  =  1.  Las  tangentes  son:  y  =  0, 

x-*0  x-*0  l  +  eir 

y  =  x. 

E  92-  Obtener  las  tangentes  en  los  puntos  ( 1 , 3 )  y  (5, 3 )  de  la  curva  y  -  3  =  y  |x2  -  6x  +  5 1. 

Solución:  Son  puntos  angulosos,  en  los  que  las  derivadas  son:  y'  =  ±y  (2x  -  6).  Luego:  y'(l,3)  =  ±1, 
y'(5, 3)  =  ±1 .  Las  tangentes  son,  respectivamente:  y  -  3  =  ±(x  -  1 ),  y  -  3  =  ±(x  -  5). 

E  93-  Obtener  las  tangentes  en  los  puntos  de  abscisas  0,  n,  2 n, de  la  curva  5y  -  x  -  5|sinx|  =  0. 

Solución:  Son  puntos  angulosos.  Las  tangentes  son:  y  -  -y-  =  ^y  ±  1  ^ (x  -  kn). 

E  94-  Obtener  la  tangente  en  el  punto  (3,  JJ  )  de  la  curva  x4  -  4x3  +  9y2  =  0. 

Solución:  Derivando:  4x3  -  12x2  +  18yy'  =  0,y'  =  ,y'( 3,  JJ')  =  0.  La  tangente  es:  y  =  . 

E  95-  Dibujar  la  curva  (x2  -  y2 )  (x  +  2y)  +  x(x  +  y  -  1 )  =  0. 

Solución:  Desarrollada  la  ecuación,  se  tiene:  x3  -  2y3  +2x2y-xy2  +  x2  +  xy  -  x  =  0.  La  determinatriz 
(I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  se  refiere  a  asíntotas  generales,  que  vienen  dadas  por: 
x3  -  2y3  +2x2y-xy2  =  (x  +  y )  (x  -  y )  (x  +  2y )  =  0.  Añadiendo  la  primera  paralela,  y  operando,  se  tiene: 
x+y  =  yy  luego  la  asíntota  es:  x  +  y  =  0,  siendo  yc  ~ya  =  yy  (figura  B).  Procediendo  análogamente 

con  (x  -  y),  se  tiene  la  asíntota:  x  -  y  +  y  =  0 ,yc-ya  =  --L  (figura  C).  Procediendo  análogamente  con 

J  bx 

(x  +  2y),  se  tiene  la  asíntota:  y  +y+  y  =  0,  yc-ya  =  yy  (figura  D).  La  determinatriz  (II)  da  los 
puntos  de  intersección  con  el  eje  ZA:  (0,0),  (0.62,0),  (-1.62,0).  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  la 
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tangente  en  el  origen  x  =  0.  Añadiendo  la  primera  paralela  para  obtener  la  posición  de  la  curva  respecto  a 
ella,  se  tiene  x  =  -2 y3  (figura  E). 


E  96-  Dibujar  la  curva  3x2y  +  4xy2  +  5x2  -  4v2  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A)  corresponde  a  la  asíntota 
paralela  al  eje  YY',  definida  por:  4xy2-4y2  =  0,  es  decir,  simplificando:  x  =  1.  Añadiendo  la  primera 
paralela  para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  ella,  se  tiene  xc-xa  =  (figura  B).  La 

determinatriz  (II)  corresponde  a  una  asíntota  general,  obteniéndose:  y  =  ~2x  .  Añadiendo  la  primera 
paralela  y  operando,  se  tiene  la  ecuación  de  la  asíntota:  y  =  Añadiendo  la  segunda  paralela  y 

tío  4  12 

operando,  se  tiene  la  posición  de  la  curva  yc  -ya  =  ,  AO  (figura  C).  La  determinatriz  (III)  corresponde  a 

lUoX 

la  asíntota  paralela  al  eje  XX1,  definida  por:  3x2y  +  5x2  =  0,  es  decir:  y  +  y  =0.  Añadiendo  la  primera 
paralela,  se  tiene  la  posición  de  la  curva  y c  -ya  =  (figura  D).  La  determinatriz  (IV)  se  refiere  a  las 

tangentes  en  el  origen,  que  es  punto  doble,  teniéndose:  y  =  ±^-x.  Añadiendo  la  primera  paralela,  se 

tiene  la  posición  de  la  curva  respecto  a:  y  — =  0,  haciendo  y  =  f  +  0^)x,  se  obtiene: 


&J59 

10  +  375 
(figura  L). 


(figura  E).  Análogamente,  para  la  tangente  y  - 


75  A  w  -875  e 

-^—x  =  0,  se  obtiene:  x  =  - — 

2  10-375 


Fig  A  Fig  B  Fig  C  Fig  D 


Fig  E  Fig  F 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  97-  Dibujar  la  curva  xy2  =  ax2  +  by2,  y  discutirla  según  los  valores  de  a  y  b. 

Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  XX1.  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de 

Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota  paralela  al  eje  YY',  definida  por  x  =  b.  Sumando  el 
tercer  monomio,  se  determina  la  posición  de  la  curva  respecto  a  ella,  según  xc-xa  =  La 

y 

determinatriz  (II)  corresponde  a  la  rama  parabólica  según  el  eje  XX ,  y2  =  ax.  La  determinatriz  (III) 
corresponde  a  las  tangentes  en  el  origen:  y  =  ±  J^-x.  Cortando  por  y  =  ^±  se  tiene  la 

posición  de  la  curva  respecto  a  dichas  tangentes. 


2 

FigA 

Discutiendo  los  elementos  hallados,  según  los  valores  de  ay  b,  se  tienen  los  siguientes  casos: 

a)  a  =  0,  b  =£  0:  La  curva  se  reduce  a  las  rectas:  y  =  0,  x  =  b. 

b)  a  =£  0,  b  =  0:  La  curva  se  reduce  a  la  recta:  x  =  0,  y  a  la  parábola:  y2  =  ax,  en  la  que  si  a  >  0,  x  >  0, 

si  a  <  0,  x  <  0. 

c)  a  =  b  =  0:  La  curva  se  reduce  a  los  dos  ejes  coordenados. 

d)  a  =  ±oo,  b  =£  co:  La  curva  se  reduce  al  eje  YY'. 

e)  a  *  oo,  b  =  ±co:  La  curva  se  reduce  al  eje  XX. 

f)  a  =  b  =  ±co:  La  curva  se  reduce  al  punto  (0,0). 

g)  a  =  ±oo,  b  =  ico:  La  curva  se  reduce  al  conjunto  de  las  dos  bisectrices:  (x  +  y) (x  -y)  =  0. 

h)  a  >  0,  b  <  0:  Asíntota:  x  =  -\b\\  rama  parabólica:  y2  =  ax,  siendo  x  >  0;  tangentes  en  el  origen: 


i)  a  <  0,  b  >  0:  Asíntota:  x  =  b;  rama  parabólica:  y2  =  ax,  siendo  x  <  0;  tangentes  en  el  origen: 
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y  = 


J 


-y-  x.xy2  +x2  -  y2 


O 


j)  a  >  O,  b  >  0:  Asíntota:  x  =  b;  rama  parabólica:  y2  =  ax,  siendo  x  >  0;  no  hay  tangentes  reales  en  el 
origen,  que  es  un  punto  aislado. 


k)  a  <  0,  b  <  0:  Asíntota:  x  =  -\b\;  rama  parabólica:  y2  =  ax,  siendo  x  <  0;  no  hay  tangentes  en  el  origen, 
que  es  un  punto  aislado. 


E  98-  Dibujar  la  curva  y4  -  xy3  +  x3  -  2 x2y  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota 
general  definida  por  ella,  (y-x)y 3,  y  por  la  primera  paralela,  es  decir:  y-x  =  — — .  Haciendo  la 


9  3  3 

sustitución  y  =  x,  se  tiene  la  ecuación  de  la  asíntota:  y-x  =  ÁX  ~x  =  1 ,  es  decir:  y  =  x  - 


1.  Haciendo 


la  sustitución  y  =  x  +  1,  se  tiene:  y  =  x  ■ 


2x2(x  +  1 ) 


=  x  ■ 


. . .,  luego  yc  -y a  =  -X  (figura  B). 


(x+  l)3  x  x 

La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  la  rama  parabólica  según  el  eje  XX1:  y3  +  x2  =  0  (figura  C).  La 
determinatriz  (III)  se  refiere  a  la  tangente  en  el  origen:  x  -  2y  =  0.  Añadiendo  la  primera  paralela  y 
haciendo  y  =  +  O^jx,  con  0  0,  se  tiene  x  =  -32 0  (figura  D).  La  determinatriz  (IV)  se  refiere  a  la 

tangente  en  el  origen:  x  =  0.  Haciendo  x  =  6,  con  6  ->  0,  se  tiene  y  =  1¡262  (figura  E). 
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E  99-  Dibujar  la  curva  3x 4  -  6x2y2  +  3 y4  -  I2ax2y  +  4 ay3,  =  0. 

Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  YY' .  Para  a  =  0,  la  curva  se  reduce  al  conjunto  de  las  dos 
bisectrices:  x2 -y2  =  0.  Para  a  =  co,  la  curva  se  reduce  a  las  tres  rectas:  y(y2-3x2)  =  0.  Para  un 
determinado  valor  de  \a\,  las  curvas  con  +a  y  -a,  son  simétricas  respecto  al  eje  XX .  Por  tanto,  en  lo 
siguiente,  solo  se  estudia  la  curva  con  a  >  0.  La  directriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A), 
corresponde  a  las  asíntotas  generales:  (x  +  y)  (x  -  y)  =  0.  Añadiendo  la  primera  paralela  (los  restantes 

monomios),  se  tiene:  x+y  =  J  (figura  B),  x-y  =  (figura  C).  La  determinatriz  (II)  se 

refiere  a  la  tangente  en  el  origen:  y  =  0,  teniéndose,  para  la  posición  de  la  curva,  y  =  (figura  D).  La 

determinatriz  (III)  corresponde  a  las  tangentes  en  el  origen:  y  =  ±  JJx.  Para  obtener  la  posición  de  la 
curva  respecto  a  la  tangente  y  =  JJx,  se  hace  y  =  (JJ  +0^x,  obteniéndose  x  =  -4 aO  (figura  E). 
Análogamente,  para  la  tangente  y  =  -  J3x,  se  obtiene  la  posición  simétrica  respecto  a  YY'  (figura  F). 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  100-  Se  considera  la  curva  x3  =  3 ay2.  Desde  un  punto  P(a,(3 )  se  le  pueden  trazar  tres  tangentes.  Hallar  el 
lugar  geométrico  de  P  para  que  el  centro  del  círculo  que  pasa  por  los  tres  puntos  de  contacto,  se  encuentre 
sobre  la  citada  cúbica. 


Solución:  Las  ecuaciones  paramétricas  de  la  cúbica,  son:  x  =  3 at2,  y  =  3 at3.  La  ecuación  que 

proporciona  los  valores  de  t  en  los  puntos  de  contacto  de  las  tangentes  trazadas  desde  P{a,¡3),  es: 


/ 3  -  3  at3  = 


9at2 


(a-3at2),  es  decir,  simplificando:  3at3  -  3at  +  2¡5  =  0  (I).  Sea  la  ecuación  de  la 

Su  intersección  con  la  cúbica  viene  dada  por: 


6  at 

circunferencia:  x2  +  y2  -  2 Ax  -  2By  +  C  =  0. 

9 a2t4  +  9 a2t6  -  6aAt2  -  6aBt3  +  C  =  0  (II).  Tres  de  las  raíces  de  esta  ecuación  han  de  ser  las  de  (I).  Por 

tanto,  obligando  a  que  (II)  sea  divisible  por  (I),  se  tienen  las  condiciones:  A  =  ^a^a  +  a^> 

4  p2(a  +  a) 


B  = 


-fi{a  +  2a) 


2a 


cúbica 


,C  = 

^  3 a{a  +  a)  -fi(a  +  2a) 


Como  el  centro  del  círculo  es  (A,B),  obligando  a  que  esté  en  la 

2  ,  ,  2  9x5(a+x)3 

de  donde:  y~  =  - - - 

8a4(a  +  2x)2 


E  101-  Dibujar  la  curva  (x2  -  1 ) (x3  -y3)  =  (y  -  1 ) (x2  +y2  -  3). 

Solución-.  Para  dibujarla  se  utiliza  el  método  de  las  regiones,  definidas  por:  x  +  1  =  0,  x  -  1  =  0, 
x-y  =  0,  x2  +xy  +  y2  =  0,  y  -  1  =  0,  x2  +y2  =  3.  La  curva  tiene  las  asíntotas:  x  =  y,  x  =  0  (con 

xc  ~xa  =  — i=r).  Las  intersecciones  con  XX1,  vienen  dadas  por:  x5  -x3  +x2  -  3  =  0,  y  con  YY',  por: 
y¡y 

y2  +  3y  -  3  =  0.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  102-  Dibujar  la  curva  (y  -  2x)2(y  +  x)  +  (y  -  2 x)(y  +  x)2  +x6  -y6  =  0. 

Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  a  la  segunda  bisectriz,  a  la  que  corta  en  (0,0)  y 

rr  \ 

I  y  1 .  La  recta  y  +  x  =  0  forma  parte  de  la  curva,  teniéndose  que  la  ecuación  dada  es  igual  a: 

(y  +  x)[(y  -  2x)(2y  - x)  +  (x3  -y3)(x2  -  xy+y 2)]  =  (y  +  x)/[x,y)  =  0.  Por  tanto,  se  trata  de  estudiar  la 
curva  J[x,y)  =  (y  -  2x)(2y -x)  -  (y -x)(x2  +xy  +  y2)(x2 -xy  +y2)  =  0.  De  donde  se  obtiene  que: 

y  =  x  +  — — - 2Ñ".  Esta  curva  tiene  como  asíntota  a:  y  =  x,  estando  dada  la  posición  de 


(x2  +xy  +y2)(x2  -xy  +  y2) 

.  (y  -  2x)(2y  -  x) 

la  curva  por  yc-ya  = 


para  y  =  x,  yc  -ya  = 


-1 


,  luego  y a  >  y c-  La  curva 


(x2  +  xy  +  y2)(x2  -  xy  +  y2)  2  ,JC  3x2 

corta  a  esta  asíntota  en  (0,0).  Los  términos  (x2 -t -xy  +  y2),  (x2  -xy  +  y2)  correspondientes  a  rectas 
imaginarias,  indican  que  la  curva  tiene  un  bucle  cerrado.  Las  tangentes  en  el  origen,  son:  y-  2x  =  0, 


2 y  -x  =  0.  Para  la  tangente  y  -  2x  =  0,  yc  -  y,  = 


(y  -  x)  (x2  +  xy  +  y 2 )  (x2  -  xy  +  y2 ) 


que  para  y  =  2x, 


2 y -x 

yc  -yt  =  7x4,  por  tanto  yc  >  y,.  Procediendo  análogamente  con  la  tangente  2y-x  =  0,  se  tiene  que: 


yc-yt  = 


(y  -  x)  (x2  +  xy  +  y 2 )  (x2  -  xy  +  y2 ) 
2 (y  -  2x) 


que  para  y  =  yc 


-y>  = 


7x4 

32 


por  tanto  yc  >  y,.  El 
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dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  103-  Dibujar  la  curva y2(x2  -y2)  -  2y 3  +  2x  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A)  corresponde  a  las  asíntotas 
generales  definidas  por:  y2(x2-y2),  añadiendo  la  primera  paralela  (monomio  3)  se  tiene: 

x  +  y  =  x-y  =  =  sienc*°  Ia  asíntota:  y  +  x  +  1  =0.  Para  hallar  la  posición  de  la  curva  respecto 

a  ella,  se  añade  la  siguiente  paralela  (monomio  4),  y  operando,  se  tiene  yc  -ya  =  (figura  B).  Esta 

X" 

asíntota  corta  a  la  curva  en  los  puntos  (-3.73,2.73)  y  (-0.27,-0.73).  Con  relación  a  la  asíntota 
y-x+l  =0,  se  tiene  yc~ya  =  — r-  (figura  C).  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  la  asíntota:  y  =  0, 

x  n 

estando  dada  la  posición  de  la  curva,  por  y2  =  — (figura  D).  La  determinatriz  (III)  se  refiere  a  la 
tangente  en  el  origen:  x  =  0,  viniendo  dada  la  posición  de  la  curva,  porx  =  y 3  (figura  E).  La  determinatriz 
(IV)  se  refiere  a  las  intersecciones  con  el  eje  77',  que  vienen  dadas  por:  y3 (y +  2)  =  0. 


E  104-  Dibujar  la  curva x6  +  y4(y  +  2x)  +  (3y  -x)(y  +  2x)(2y  -  6x)(y  -  6x)  =  0. 

Solución:  Los  términos  de  mayor  grado  indican  una  rama  parabólica,  definida  por:  x6  +y5  =  0,  es  decir, 
según  el  eje  OY'.  Las  tangentes  en  el  origen  corresponden  a  los  términos  de  menor  grado,  es  decir: 
3y  -  x  =  0,  y  +  2x  =  0,  y  -  3x  =  0,  y  -  6x  =  0.  La  curva,  además  de  pasar  por  el  origen,  corta  al  eje  X7 
en  (±6j2 , 0),  y  al  eje  77'  en  (0,-6).  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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En  el  siguiente  dibujo  se  representa  un  detalle  del  entorno  del  origen  de  coordenadas,  en  el  que  aparece  un 
lazo  en  el  primer  cuadrante,  que  en  el  dibujo  anterior  prácticamente  no  se  aprecia: 


E  105-  Estudiar  la  asíntota  general  de  la  curva;;3  -  x3  +  (x  +  y)2  =  0. 

Solución:  De  los  términos  de  mayor  grado,  se  deduce:  y-x  =  Luego  la 

J  x2+xy  +  y2  3x2  3  6 

ecuación  de  la  asíntota  general  es:  y-x  +  y  =0.  Sustituyendo  y  =  x-  y  en  la  ecuación  dada,  se  tiene: 

a  v2  ,  1 6x  _  J_6^ 

I  ~  Q  A  1  /" 

y-x  =  - - - .  , y  ,  +. . . ,  de  donde  la  posición  de  la  curva  respecto  a  la  asíntota, 

3x2-4x+#  3  81* 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  106-  Dibujar  la  curva  1 6(y4  -  2 ay3  -  2 a2y2)  +  (x2  -  4 a)  =  0. 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  YY'.  2o)  Para  a  =  0,  la  curva  se  reduce  al  origen  de 

coordenadas.  3o)  Para  a  =  co,  la  curva  se  reduce  a  dos  rectas:  y  =  ±— -L.  4o)  Los  términos  de  mayor  grado 

V 

son:  16y4  +  x4,  lo  que  indica  que  la  curva  es  cerrada.  5o)  Para  determinar  las  regiones  del  plano  en  las  que 
existe  curva,  como  x  =  ±  J4a  ±  4yy¡2a2  +  2 ay -y2  ,  han  de  cumplirse  las  siguientes  dos  condiciones: 

(pi  =  2a2  +  2ay  -y2  >  0,  cp2  =  4a  ±  4yj2a2  +  2 ay  -y2  >  0.  En  el  esquema  siguiente  se  han 
representado  cp  \  y  (p 2,  situándose  la  variable  a  en  el  eje  de  abscisas.  Las  dos  rectas  que  configuran  cp  1,  se 
cortan  en  el  origen,  definiendo  cuatro  sectores:  A,  B ,  C,  D.  En  los  sectores  A  y  C  existe  curva,  no 
habiéndola  en  los  sectores  B  y  D.  En  el  sector  A  hay  dos  ramas  de  (p2,  que  delimitan  en  su  interior  los 
subsectores  A 1  y  A2.  En  el  sector  C  hay  otras  dos  ramas  de  (p2 ,  que  delimitan  en  su  interior  los  subsectores 
C 1  y  C2.  Para  a  >  0,  para  cada  valor  de  a  hay  cuatro  valores  de  x  dentro  del  sector  A,  salvo  en  los 
subsectores  A¡  y  A2,  donde  solo  hay  dos  valores  de  x.  Para  a  <  0,  en  el  sector  C,  para  cada  valor  de  a  solo 
hay  dos  valores  de  x  dentro  de  los  subsectores  C\  y  C2,  no  existiendo  curva  en  el  resto  del  sector  C.  Las 

,  x  =  —4^,  definen  los  puntos  extremos  de  las  ramas  de  cp2.  Según 


rectas:  x  = 


-4 


V3 


x  = 


-1 


2j2 


,  x  = 


1 


lo  expuesto,  no  hay  curva  para 


-n 


2J2 

-1 

2J2 


73 

<  a  <  0. 


Para  a  = 


-1 

2j2 


la  curva  se  reduce  al  punto  doble 


Sector  B 


Sector  C 


Sector  A 


6o)  La  curva  corta  al  eje  XX'  en  {±2  Ja  ,0),  luego  si  a  >  0  lo  corta  en  dos  puntos,  si  a  <  0  no  lo  corta. 
Corta  al  eje  YY' ,  en  los  puntos  cuyas  ordenadas  son  las  raíces  de:  y4  -  2 ay3  -  2 a2y2  +  a2  =0,  es  decir  de 
(pi  =  0.  Por  tanto,  para  a  <  la  curva  corta  al  eje  YY'  en  cuatro  puntos.  Para  <  a  <  ,  lo 

JJ  73  2J2 

corta  en  dos  puntos.  Para  <  a  <  — \=r ,  no  lo  corta.  Para  — <  a  <  —4^,  lo  corta  en  dos 

272  272  272  73 

puntos.  Y  para  a  >  — — ,  lo  corta  en  cuatro  puntos.  7o)  Para  hallar  los  máximos  y  mínimos  de  la  curva,  se 

73 

obtiene  la  derivada  y'  =  ^  .  Igualándola  a  cero,  se  tienen  los  valores  de  x  =  0,  y 

32y(2y2  -  3ay  -  2a2)  6  J 

x  =  ±2  Ja .  Estos  dos  últimos  valores  coinciden  con  las  abscisas  de  los  puntos  de  corte  con  el  eje  XX' . 

Como  para  y'  =  0,  se  tiene  que  y"  =  „  —  +  ^  0  N  ,  ninguno  de  los  tres  valores  anteriores, 

8y(2y~  -  3qy  -  2a2) 

obtenidos  para  x,  anula  ay",  por  lo  que  representan  abscisas  de  máximos  o  mínimos.  8o)  A  continuación 

se  dibuja  la  curva  para  los  siguientes  valores  de  a:  4,  4",  -1,  -3. 

73  2  4  5 
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a  =  -3 

E  107-  Dibujar  la  curva  yg-  +  2 a(x  -  a)y2  +  64ax  =  0. 

Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  XX .  Para  a  =  0,  y  para  a  =  co,  la  curva  queda  reducida  al 
eje  XX1.  La  curva  tiene  una  rama  parabólica  según  el  eje  XX1,  de  acuerdo  con:  yg-  +  =  En 

origen  tiene  un  punto  de  retroceso  cuya  tangente  es  y  =  0.  Corta  al  eje  JO"  en  (0,0),  y  al  eje  YY' ,  además, 
en  (O, ±4 72  a').  Para  a  >  0,  la  curva  es  real  para  x  <  -y^,  siendo  la  recta  x  =  -y-,  tangente  en 

Í-y-,±2 a\  Para  a  <  0,  la  curva  es  real  para  x>  ,  siendo  la  recta  x=  ~^a  ,  tangente  en 
,+2u^ .  A  continuación  se  dibuja  la  curva  para  a  =  ±  1. 


a  =  1 
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a  =  -1 

E  108-  Estudiar  el  haz  (x2  -  4) 2  +  (y2  -  1  )2  =  a4,  cuando  a  varía  de  0  a  oo. 

Solución:  Haciendo  x2  =  X,  y2  =  Y,  se  tiene  la  circunferencia:  ( X -  4)2  +  {Y-  1  )2  =  a4.  Todo  punto  de 
esta  circunferencia,  situado  en  el  primer  cuadrante,  da  lugar  a  cuatro  puntos  de  la  curva  dada, 
correspondientes  a  las  raíces  cuadradas  de  su  abscisa  y  su  ordenada:  si  el  punto  de  la  circunferencia  es 
(A2,;r),  los  de  la  curva  son  (+A,+/i),  (—A,  +ju),  (—A,  — ju),  (A,-yU).  La  curva  es  simétrica  respecto  a  los  dos 

ejes  y  al  origen.  Las  intersecciones  con  los  ejes  corresponden  a  los  puntos  ^4  ±  -Ja 4  -1,0^  y 
(o,±Jl±Ja4-16 

Para  a2  =  0,  la  curva  se  reduce  a  cuatro  puntos,  uno  en  cada  cuadrante:  (2,1),  (-2,1),  (-2,-1),  (2,-1). 
Para  0  <  a2  <  1,  la  curva  está  formada  por  cuatro  óvalos,  uno  en  cada  cuadrante,  que  no  cortan  a  los  ejes. 
La  curva  se  ha  dibujado  para  a 2  =  0.5. 


0  >; 
|  i 

<o 

1  1 

-2 

0 

2 

0 

Para  a2  =  1,  los  óvalos  del  Io  y  4o  cuadrante,  y  los  del  2o  y  3o,  tienen,  cada  pareja,  un  punto  común  sobre 
el  ejeXT',  cuyas  coordenadas  son  (±2,0). 


Para  1  <  a2  <  4,  la  curva  consta  de  dos  óvalos,  uno  en  los  cuadrantes  Io  y  4o,  y  otro  en  los  otros  dos 
cuadrantes.  La  curva  se  ha  dibujado  para  a2  =  2. 


Para  a2  =  4,  los  dos  óvalos  del  caso  anterior,  tienen  dos  puntos  comunes  situados  sobre  el  eje  YY', 
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simétricos  respecto  al  origen,  cuyas  coordenadas  son  (0, ±1 );  las  coordenadas  de  los  puntos  en  que  los  dos 
óvalos  cortan  al  eje  XX1,  son  (±y¡4  ±  JU  ,  oY 


Para  4  <  a2  <  -JTT ,  los  dos  óvalos  anteriores,  se  funden  formando  un  rectángulo  ondulado;  además  la 
curva  consta  de  un  óvalo  central  originado  por  el  arco  de  la  circunferencia,  indicada  al  principio,  situado 
en  el  primer  cuadrante  entre  el  origen  y  el  centro  de  la  circunferencia.  La  curva  se  ha  dibujado  para 
a2  =  4.1. 


Para  a 2  =  J IT,  la  curva  consta  del  rectángulo  ondulado  más  el  origen,  punto  aislado,  al  que  ha  quedado 
reducido  el  óvalo  central. 

Para  a 2  >  JTT ,  la  curva  está  formada  por  el  rectángulo  ondulado.  Se  ha  dibujado  la  curva  para  a 2  =  5. 


E  109-  Hallar  la  curva  que,  designando  por  A  y  B  los  puntos  de  intersección  de  la  tangente  en  un  punto  M, 
con  los  ejes  coordenados,  la  recta  MC  que  une  el  punto  M  con  el  cuarto  vértice  del  paralelogramo 
construido  sobre  OA  y  OB,  pasa  por  un  punto  fijo  P{2a,2¡5). 


Solución: 
MC  =  X~x 


Sea  la  tangente:  Y -y  =  m(X- x).  Luego  a(x-  -j^-,0^,  B(0,y  -  mx),  c(x- 


dx 


-y 

m 


Y -y  n  m(2a-x ) 

Por  pasar  por  P,  se  tiene: 


,y  -  mx 


). 


-mx 


-y 


dy 


Jx{2  a-x)  Jy(20-y) 
x-  a 


.  Integrando:  ares  i  n  (  x  a  )  -  aresin 


2p-y  dy  . 

'  .  Como  m  =  se  tiene  que: 
mx  dx 

y-P 


P 


=  C.  De  donde  se  deduce 


que: 


V 


1  - 


y-P 

P 


y-P 


Jl  -  (^cT^-)2  =  sin C  =  K.  Haciendo X  =  x  aa  ,  Y  = 


y-P 


se 


fj  \  \  a  J  — a  ’  p 

tiene:  Xjl  -  Y2  -  Yj  1  -X2  =  K.  Operando,  se  tiene  la  ecuación  de  la  curva  pedida: 

[X1(l-Y2)-Y2(l-X2)]2 -2K2X2(l~r-)-2K2r-(l-X2)+K4  =  0. 
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E 110-  Obtener  la  curva  que  describen  los  puntos  (a,/3),  sabiendo  que  las  raíces  de  la  ecuación 
z4  +  az3  +  /3z 2  +  (a  +  \  )z  +  ¡5  +  2  =  0,  cumplen  la  condición  (Z1Z2Z3Z4)  =  —  1. 

Solución:  Aplicando  Cardano,  se  tienen  las  siguientes  ecuaciones:  z\  +z2  +z3  +z4  =  -a, 

Z1Z2  +  Z1Z3  +  Z1Z4  +Z2Z3  +  Z2Z4  +  Z3Z4  =  /3,  Z1Z2Z3  +  Z1Z2Z4  +  Z1Z3Z4  +  Z2Z3Z4  =  —a  —  1,  Z1Z2Z3Z4  =  [}  +  2. 
Desarrollando  la  condición  dada,  se  tiene  que:  2(ziz2  +z3z4)  =  (z  1  +z2)(z3  +z4).  Sustituyendo  y 

operando,  se  obtiene:  (a/3  -6a  -  6)2  =  (/32  -  36(3  -  72) ^a2  -  Por  tanto,  la  ecuación  de  la  curva 

pedida,  es:  2/33  +  18a2/3  +  81a2  -  72/52  -  9 a/3  +  54a  -  144/3  +  27  =  0. 

E  111-  Dibujarla  curva  (a2  +  x2)y2  -4 a3y  +  x4  =  8 a4. 

Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  YY'.  Carece  de  asíntotas,  es  cerrada.  Corta  a  los  ejes  en 
(±2j2  a,  0),  [0,2(l  ±  siendo  los  puntos  de  corte  con  YY',  máximo  y  mínimo  de  la  curva.  Para 

a  =  0,  la  curva  degenera  en  el  eje  YY'  y  el  origen.  Para  a  =  00,  la  curva  degenera  en  la  recta  impropia.  El 
dibujo  de  la  curva  para  a  =  ±1,  es  el  siguiente: 


a=1  a=-1 


E  112-  Dada  la  curva  2xy3  -y3  +x2  -x4  =  0,  hallar:  Io)  Tangente  en  el  origen  y  posición  de  la  curva 
respecto  a  ella.  2o)  Asíntotas  y  posición  de  la  curva.  3o)  Puntos  dobles.  4o)  Dibujo  de  la  curva. 

Solución:  Io)  La  determinatriz  (IV)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A)  corresponde  a  la 
tangente  en  el  origen:  x  =  0.  La  posición  de  la  curva  viene  dada  por:  x2  =  y3  (figura  D).  2o)  La 
determinatriz  (I)  corresponde  a  la  asíntota  paralela  al  eje  YY'\  x  =  y.  Añadiendo  la  paralela  y  operando, 

se  tiene  xc-xa  =  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  corresponde  a  la  asíntota  general.  Añadiendo  la 


primera  paralela  (monomio  2),  se  tiene,  operando:  y3  = 


3  =  Obteniendo  la 

2x  -  1  2  4  8 


raíz  cúbica:  y  =  —7b-  1  +  ( - 1  3  =  ~r= -  h - \= - — h . . ,  de  donde  la  asíntota  es: 

fí  L  V2x  4x2  J  J  3/2  6l¡2  18^2x 

y  =  -jzr  -t - ,  y  la  posición  de  la  curva  viene  dada  poryc  -ya  =  — (figura  C).  3o)  El  sistema 

-y26-y2  lo-y2^f 

J[x,y)  =  2 xy3  -y3  +x2  -x4  =  0,  fx  =  2 y3  +2x  -  4x 3  =  0,  fy  =  6xy2  -  3 y2  =  0,  no  tiene  solución,  luego 
no  hay  puntos  dobles.  4o)  La  determinatriz  (III)  da  los  puntos  de  corte  con  el  eje  XV:  x2(x2  -  1 )  =  0.  El 
punto  (0,0)  ya  ha  sido  estudiado.  La  pendiente  de  las  tangentes  en  (1,0)  y  (-1,0),  es  en  ambos  casos,  00. 


de  donde  la  asíntota  es: 


3  (III)  4 
FigA 


Fig  B  Fig  C  Fig  D 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  1 1 3-  Estudiar  las  asíntotas  de  la  curva  x3  +  y3  +  2 y-  +  3 xy  -x2  =  0. 


Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota 
general,  única  que  tiene  la  curva.  Añadiendo  la  primera  paralela,  se  tiene:  x3  +  y3  =  -2 y2  -  3 xy  +  x2,  de 


donde:  y  +  x  = 


-2 y-  -  3 xy  +  x2 
x2  —  xy  +  y2 


;  haciendo  la  sustitución  y  =  -x,  se  tiene:  y  +  x  = 


-2x-  -  3x2 


x2  -x2  +x2 


2_ 

3 


luego  la  asíntota  es:  y 


-x  -  \  =0;  haciendo  y  =  -x+  y,  se  tiene  yc  -ya  =  (figura  B). 


3x 


2  ^ 

E  114-  Estudiar  el  punto  singular  de  la  curva  (y-  x)  +  y  (y  -x)(x2  +y2)  +  (3 y-x)x3  =  0. 

Solución:  Resolviendo  el  sistema:  J[x,y)  =  0 ,fx  =  0,  fy  =  0,  se  tiene  la  solución  (0,0).  Derivando  dos 
veces  y  particularizando  para  (0, 0),  se  tiene:  (y'  -  1  )2  =0,  luego  la  tangente  es  doble  y  su  pendiente  es  1 , 

_l.fi 

siendo  su  ecuación:  y -x  =  0.  Cortando  la  curva  pory  =  (1  +  9)x,  con  6  ->■  0,  se  tiene  x  =  -y-,  es  decir, 
para  9  >  0,  x  <  0,  y  para  9  <  0,  x  >  0. 


156 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  115-  Dibujar  la  curva  (3  -  x)y(x2  -  4)  +  (1  -y)x(y2  -  4)  =  0,  por  el  método  de  las  regiones. 


Solución:  Las  regiones  están  definidas  por:  x  =  3,  y  =  0,  x  =  ±2,  y  =  1,  x  =  0,  y  =  ±2.  La  curva  pasa 
por  los  puntos:  (0,0),  (2,1),  (2,2),  (2,-2),  (3,2),  (3,1),  (3,-2),  (-2,2),  (-2, 1),  (-2,-2).  Los  términos 


de  mayor  grado  son:  -x3y-xy3  =  -xy(x2  +y2),  luego  la  curva  tiene  las  asíntotas:  x  =  0,  y  =  0,  y  tiene 


una  parte  cerrada.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  1 16-  Dibujar  la  curva  x2y2  -  x3y  +  x2  -  4y2  =  0. 


Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  origen.  La  detemiinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer 


(figura  A),  se  refiere  a  asíntotas  paralelas  al  eje  YY':  x2y2  -  4y2  =  0,  de  donde  x  =  ±2.  Para  x  +  2  =  0,  se 


tiene,  añadiendo  la  primera  paralela  (monomio  2)  y  operando:  x  +  2 

O 

xc  —  xa  =  -y-  (figura  B),  y  para  x-2  =  0,  se  tiene,  análogamente, 


=  ,  x  _ .  ,  haciendo  x  =  -2, 

y(x-  2) 

o 

xc  -  xa  =  -y  (figura  C).  La 


detemiinatriz  (II)  corresponde  a  la  asíntota  general;  añadiendo  la  primera  paralela  (monomios  3  y  4),  se 

_ j^2  o  2  'Y 

tiene:  y  -  x  =  x  =  1  luego  la  asíntota  es:  y  -  x  =  0,  y  la  posición  de  la  curva  viene  dada 

x~y  x  A 

poryc  -ya  =  ^  (figura  D).  La  detemiinatriz  (III)  se  refiere  a  la  asíntota:  y  =  0,  viniendo  dada  la  posición 
de  la  curva  por  y  =  (figura  E).  La  detemiinatriz  (IV)  corresponde  a  las  tangentes  en  el  origen: 
x2  -  4y2  =  0.  Para  la  tangente  x  +  2y  =  0,  la  posición  viene  dada  poryc  -yt  =  (figura  L),  y  para  la 

tangente  x  -  2 y  =  0,yc-yt  =  (figura  G). 


3 

Fig  A  Fig  B  Fig  C  Fig  D  Fig  E  Fig  F  Fig  G 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  117-  Dibujar  la  curva  (x  -  2)(xy  -  1  )y  =  x2(x  +y)(y  +  1),  por  el  método  de  las  regiones. 

Solución:  Las  regiones  están  definidas  por:  x  =  2,  xy  =  1,  y  =  0,  x2  =  0,  x  +y  =  0,  y  =  -1.  La  curva 
tiene  las  asíntotas:  y  =  -1 ,  x  =  0,  y  la  rama  parabólica:  2 y  +  x2  =  0.  La  curva  pasa  por  los  puntos:  (2,-2), 
(0,0),  (-2,-1),  (-1,-1).  La  tangente  en  el  origen  es:  y  =  0.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


\ 

\ 


\ 


\ 


E  118-  Dibujar  la  curva  x2(x2  +  y2  -  4 )(y  -  3 ) (x  —  1 )  =  (y  -  3x)(x2  - y2)(x2  +y2  -  9),  por  el  método  de  las 
regiones. 

Solución:  Las  regiones  están  definidas  por:  x2  =  0,  x2  +y2  =  4,  y  =  3,  x  =  1,  y  =  3x,  x+y  =  0, 

x  -  y  =  0,  x2  +  y2  =  9.  La  curva  tiene  una  rama  parabólica:  x3  +  y2  =  0,  la  asíntota:  y  =  0,  y  tiene  una 
parte  cerrada,  pues  los  términos  de  mayor  grado  son:  x3y(x2  +y2).  La  curva  pasa  por  los  puntos:  (0,3), 
(0,-3),  (1,3),  (3,3),  (-3,3),  (1,1),  (1,-1),  (l,±2V2),  (±V2,±V2),  (±  J2  ,+  Jl).  La  tangente  en  el 
origen  es:  x  =  0.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  119-  Dibujar  la  curva  J cosx  +  ln(cosj)  =  0. 

Solución:  Dada  una  pareja  de  valores  (x,y)  que  satisfacen  la  ecuación  dada,  también  la  satisfacen  los 

puntos  (x±  2 kn,y±  2 kn).  La  curva  está  formada  por  infinitos  rosetones,  todos  iguales.  La  pendiente  de 

las  tangentes  es:  y'  =  ~smA —  tany.  Para  x  =  ±-^  ±  2 kn,  y'  =  <x>;  para  x  =  0  ±  2 kn,  y'  =  0.  El  dibujo 
2^/cosx  2 

de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  120-  Dibujar  la  curva xy4  +  2x2y2  -  3xy2  +x  -y  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota: 

x  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva  por  x  =  -L-  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  la 

T 

rama  parabólica:  y2  +  2x  =  0  (figura  C).  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  la  asíntota:  y  =  0,  viniendo 
dada  la  posición  de  la  curva  porjy2  =  (figura  D).  La  determinatriz  (IV)  corresponde  a  la  tangente  en 

el  origen:  x-y  =  0;  añadiendo  la  primera  paralela  (monomio  3)  y  operando,  se  tiene  yc-yt  =  -3x2 
(figura  E). 


E  121-  Dibujar  la  curva  2xy3  -y3  +x2  -x4  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  se  refiere  a  la  asíntota 
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paralela  al  eje  YY x  =  -y;  añadiendo  la  primera  paralela  (el  resto  de  la  ecuación,  en  este  caso)  y 

operando,  se  tiene  xc-xa  =  — =y  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  corresponde  a  la  asíntota  general 

32 yJ 


definida  por:  2xy3  -x4  =  0;  añadiendo  la  primera  paralela  (monomio  2),  se  tiene:  y  =  ^ 3 

—  X  ,  1  _  1  !  ría  rlrvnrlr»  lo  orítitoto  rio-  11  —  X  I  1  (tion/ln  11  _  11  —  1 


de  donde  la  asíntota  es:  y  = 


siendo  yc  -ya  = 


í¡2  61¡2  18^2x  3J2  6^2  18#x 

(figura  C).  La  determinatriz  (III)  da  los  puntos  de  corte  con  el  eje  XX1:  (0,0),  (±1,0).  La  determinatriz 
(IV)  corresponde  a  la  tangente  en  el  origen:  x  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva  por  x  =  ±JyT 
(figura  D). 


E  122-  Dibujar  la  curva  x4y2  +  3x3y3  -  3x2y2  +  4x2y4  +  xy3  +  y 4  -  xy  +  x2  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A)  corresponde  a  la  asíntota 
paralela  al  eje  YY'\  4x2  +  1=0,  luego  es  imaginaria.  La  determinatriz  (II)  corresponde  a  la  asíntota 
general:  x2y2(4y2  +  3xy +  x2),  que  es  imaginaria,  siendo  la  curva  cerrada.  La  determinatriz  (III) 

corresponde  a  la  asíntota:  y  =  0,  viniendo  dada  por  y2  =  ^j-,  luego  es  imaginaria.  La  determinatriz  (IV) 

x 

se  refiere  a  la  tangente  en  el  origen:  y  =  x,  estando  dada  la  posición  de  la  curva,  tras  añadir  la  primera 
paralela,  poryc-y(  =  -x3  (figura  B).  La  determinatriz  (V)  se  refiere  a  la  tangente  en  el  origen:  x  =  0, 
estando  dada  la  posición  de  la  curva  porx  =  y3  (figura  C). 
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160 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  123-  Dibujar  la  curva  x4  +  3 x2y-y3  +  x2  -  2 y2  +  y  -  2x  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  se  refiere  a  la  rama 
parabólica:  x4  -y3  =  0  (figura  B).  La  detemiinatriz  (II)  da  los  puntos  de  corte  con  el  eje  XX ':  (0,0), 
(1,0).  La  determinatriz  (III)  se  refiere  a  la  tangente  en  el  origen:  y  =  2x;  añadiendo  la  primera  paralela,  se 
obtiene  yc  -yt  =  lx2  (figura  C).  La  determinatriz  (IV)  da  la  intersección  con  el  eje  YY':  (0,0), 
(0,-1  ±72). 


7  4  (ii)  1 

Fig  A  Fig  B  Fig  C 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  124-  Dibujar  la  curva  (y  -  2 x)2x2y  -  x2y2  -  2x2  +y  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  se  refiere  a  la  asíntota:  x  =  0; 
la  posición  de  la  curva  viene  dada  por  x2  =  luego  la  asíntota  es  imaginaria.  La  detemiinatriz  (II)  se 

y 

refiere  a  la  rama  parabólica:  y  -  2x  ±  Jy  =  0  (figura  B).  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  la  asíntota: 

(figura  C).  La  detemiinatriz  (IV)  corresponde 


1 


y  =  0;  la  posición  de  la  curva  está  dada  poryc  -ya  = 
a  la  tangente  en  el  origen:  y  =  0;  la  posición  de  la  curva  viene  dada  poryc  -  y’  =  2x2  (figura  D) 


2x2 
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E  125-  Dibujar  la  curva  x3y4  -  xy4  +  x4y 3  -  2 x5y  +  x4  -  4x2  +  2 x2y  +  x2y 3  -  x3y2  +  y2  -  x  +  y  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota: 
x  =  0;  la  posición  de  la  curva  viene  dada  por  x  =  -L  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  las 

y 

asíntotas  paralelas  al  eje  YY':  x2  -  1  =  0;  añadiendo  la  primera  paralela,  se  tiene  para  la  asíntota: 
X+  1  =  0,  xc-xa  =  -y-  (figura  C),  y  para  la  asíntota:  x  -  1  =  0,  xc-xa=  -y-  (figura  D).  La 
determinatriz  (III)  se  refiere  a  la  asíntota  general  que  se  obtiene  añadiendo  la  primera  paralela  (monomio 
4);  x3y3(x  +  y)  -  2x5y  =  0,  y  +  x  =  =  2;  añadiendo  la  segunda  paralela  (monomios  2,  8,  9),  se  tiene 

y 

que:  y  =  -x  H —  6  =  -x  +  2  -  luego  la  asíntota  es:  y  =  -x  +  2,  y  la  posición  de  la  curva  está 

~X—4 

dada  por  yc  -ya  =  —X  (figura  E).  La  determinatriz  (IV)  corresponde  a  la  rama  parabólica:  y2  -  2x  =  0 
(figura  F).  La  determinatriz  (V)  se  refiere  a  la  asíntota:  y  =  0;  la  posición  de  la  curva  está  dada  por 
yc  -y a  =  yr  (figura  G).  La  determinatriz  (VI)  se  refiere  a  la  intersección  con  el  eje  XX1: 

x(x3-4x-  1)  =  0,  cuyas  raíces  son  las  abscisas:  -1.861,  -0,254,  0,  2.115.  La  determinatriz  (VII) 
corresponde  a  la  tangente  en  el  origen:  y  -x  =  0;  añadiendo  la  primera  paralela,  se  obtiene  la  posición  de 
la  curva yc  -yt  =  3x2  (figura  H).  La  determinatriz  (VIII)  se  refiere  a  la  intersección  con  el  eje  YY':  (0,0), 
(0,-1). 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  126-  Dibujar  la  curva  x4y3  -  x2y  +  y  -  x  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota: 
x  =  0;  como  y2  =  la  asíntota  es  imaginaria.  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  la  asíntota:  y  =  0, 
X  -1 

teniéndose  yc  -  ya  =  ~y~  (figura  B ).  La  determinatriz  (III)  se  refiere  a  la  tangente  en  el  origen:  y  =  x; 
añadiendo  la  primera  paralela  (monomio  2),  se  tiene  yc  -yt  =  x3  (figura  C). 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  127-  Dibujarla  curva  (y-x)2  +  x3y2  -x4  -y4  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A)  corresponde  a  la  rama 

parabólica  según  el  eje  YY'\  y2  =  x3  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  la  rama  parabólica  según 
el  eje  OX:  x  =  y2  (figura  C).  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  la  intersección  con  XX:  (0,0),  (±1,0). 
La  determinatriz  (IV)  se  refiere  a  la  tangente  en  el  origen:  y  -  x  =  0;  añadiendo  la  primera  paralela,  se 
tiene  yc-yt  =  ±j2x2  (figura  D).  La  detemiinatriz  (V)  corresponde  a  la  intersección  con  YY':  (0,0), 
(0,±1). 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  128-  Dibujar  la  curva y3x2  -y3  +  3 x2y  +  3 xy  +  12x3  -  12x2  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  las  asíntotas 
paralelas  al  eje  YY':  x  =  ±1;  añadiendo  la  primera  paralela,  la  posición  de  la  curva  respecto  a  x  +  1  =  0, 
viene  dada  por  xc-xa  =  — (figura  B),  y  respecto  a  x  -  1  =0,  por  xc  -x„  =  — ¿j-  (figura  C).  La 

r  y 

determinatriz  (II)  corresponde  a  la  rama  parabólica  según  el  eje  XX' \  y3  -  12x  =  0  (figura  D).  La 
determinatriz  (III)  se  refiere  a  la  intersección  con  XX1  \  (0,0),  (1,0).  La  determinatriz  (IV)  corresponde  a 

4f)r2 

la  tangente  en  el  origen:  y  =  4x;  añadiendo  la  primera  paralela,  se  tiene  yc—yt  =  ^  (figura  E).  La 

determinatriz  (V)  corresponde  a  la  tangente  en  el  origen:  x  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva,  por 

y2 

xc-xt  =  (figura  L). 


A  continuación  se  presenta  un  detalle  del  entorno  del  origen  de  coordenadas,  en  el  que  se  ve  un  lazo  de  la 
curva  que  en  el  anterior  dibujo  no  se  aprecia,  confirmándose  las  posiciones  de  las  figuras  E  y  L. 
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E  129-  Dibujarla  curva  (y-x2)1  +x5y2  -  x4y3  -x6  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer,  corresponde  a  la  asíntota:  x  =  0, 

estando  definida  la  posición  de  la  curva,  por  xc-xa  =  ^  (figura  B ).  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a 

i 

la  asíntota  general  definida  por  ella  más  la  primera  paralela:  —y  +  x  =  1,  siendo  la  posición  de  la  curva  la 
indicada  en  la  figura  C.  La  determinatriz  (III)  se  refiere  a  la  rama  parabólica  según  XX1 :  y2  -x  =  0  (figura 
D).  La  determinatriz  (IV)  corresponde  a  las  intersecciones  con  XX':  (0,0),  (±1,0).  La  determinatriz  (V) 
corresponde  a  la  doble  tangente  en  el  origen:  y  =  0,  siendo  la  posición  de  la  curva  la  indicada  en  la  figura 

E. 


E  130-  Dibujar  la  curva x  - x2  +  2xy2  +  3x2y3  -  x2y4  +y5  -y3  +  x3y3  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  se  refiere  a  la  rama 

parabólica  según  YY'\  y-x2  =  0  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  corresponde  a  la  asíntota  general: 
y  =  x  +  4  que  se  determina  añadiendo  la  primera  paralela,  siendo  la  posición  de  la  curva  la  indicada  en  la 
figura  C.  La  determinatriz  (III)  se  refiere  a  la  asíntota:  y  =  0;  la  posición  de  la  curva  está  dada  por 

Ve  y  a  =  — —  (figura  D).  La  determinatriz  (IV)  corresponde  a  la  intersección  con  W:  (0,0),  (1,0).  La 

ifx 

determinatriz  (V)  corresponde  a  la  tangente  en  el  origen:  x  =  0;  la  posición  de  la  curva  está  dada  por 
xc  - xt  =  v3  (figura  E).  La  determinatriz  (VI)  corresponde  a  la  intersección  con  YY'\  (0, 0),  (0, ±1 ). 
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E  131-  Dibujar  la  curva  (y  - x)2  -  4 x2(y -x)  +  3x5  +  2x6  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  se  refiere  a  la  rama 

parabólica  según  el  eje  YY':  y2  +  2x6  =  0,  que  es  imaginaria.  La  curva  es  cerrada.  La  determinatriz  (II) 
corresponde  a  la  intersección  con  el  eje  XX1:  x2(2x4  +  3x3  +  4x  +  1)  =  0,  que  además  de  (0,0),  tiene  las 
raíces:  -0.24,  -1.95.  La  detemiinatriz  (III)  se  refiere  a  la  tangente  doble  en  el  origen:  y-x  =  0; 
añadiendo  la  primera  y  segunda  paralela  (monomios  4,  5,  6),  se  tiene:  (y  -  x)2  -  4 x2(y-  x)  +  3x5  =  0,  de 

j_ 

donde:y  -x  =  2x2  ±  2x2^l  -  2  ,  por  tanto yc  —y¡  =  2x2  ±  2x2^l  -  (figura  B). 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  132-  Dibujar  la  curva  y1  -  xy6  +  x3y2  +  xy3  +  x2y2  -  x3y  -  x4  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota 
general:  y -x  =  0;  añadiendo  la  primera  paralela,  se  obtiene  yc-ya  =  Ap-  (figura  B).  La  determinatriz 
(II)  se  refiere  a  la  rama  parabólica  según  el  eje  XX  (figura  C).  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  las 
tangentes  en  el  origen:  y  ±  x  =  0;  añadiendo  la  primera  paralela  (monomio  3),  se  tiene,  para  y  -  x  =  0, 

yc-yt  =  (figura  D),  y  para  y  +  x  =  0,  yc  -yt  =  ±  J  (figura  E).  La  determinatriz  (IV)  se  refiere  a 
la  tangente  en  el  origen:  x  =  0;  la  posición  de  la  curva  está  definida  por:  y4  -  x  =  0  (figura  F). 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  133-  Dibujar  la  curva  (y  -  x)x3y  -  (y  -  x)x2y  -  xy2  -  x2  +y  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A)  corresponde  a  la  asíntota: 
x  =  0;  la  posición  de  la  curva  viene  definida  por  x  =  -y  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  las 

asíntotas  paralelas  al  eje  77':  x2  -  x-  1  =0,  es  decir:  x  =  ^  —  ;  añadiendo  la  primera  paralela,  se 

tiene  la  posición  de  la  curva,  que  para  x  =  *  está  dada  por  xc-xa  -  (figura  C),  y  para 

x  =  — — ^  ,  por  xc  -xa  -  (figura  D).  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  la  asíntota  general: 

y  -  x  =  0;  añadiendo  las  dos  primeras  paralelas,  se  tiene  la  posición  de  la  curva  y  c  -  ya  =  — — (figura 
E).  La  determinatriz  (IV)  corresponde  a  la  asíntota:  y  =  0;  la  posición  de  la  curva  está  dada  por 
x  =  ±  J—jr  (figura  F).  La  determinatriz  (V)  corresponde  a  la  tangente  en  el  origen:  y  =  0,  estando  la 
posición  de  la  curva  definida  por  y  =  x2  (figura  G). 


5  (3)  i  X=(1+V5)/2  X=(1-V5)/2 


6 

Fig  A  Fig  B  Fig  C  Fig  D  Fig  E  Fig  F  Fig  G 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  134-  Dibujarla  curva x3  +  y 3  +2 y2  +  3 xy-x2  +y  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A)  corresponde  a  la  asíntota 
general  definida  por:  x3  +  y3  =  (x+y)(x2  -  xy  +  y 2)  =  0;  el  segundo  factor,  al  corresponder  a  una  curva 
imaginaria,  indica  que  una  parte  de  la  curva  es  cerrada;  añadiendo  la  primera  paralela,  se  obtiene  la 

O 

asíntota:  y  =  -x  +  -y;  añadiendo  la  siguiente  paralela  (monomio  6),  se  obtiene  la  posición  de  la  curva  con 

relación  a  la  asíntota,  yc  -ya  =  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  la  intersección  con  el  eje 

XX:  (0,0),  (1,0).  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  la  tangente  en  el  origen:  y  =  0;  la  posición  de  la 
curva  viene  dada  por  y  =  x2  (figura  C).  La  determinatriz  (IV)  se  refiere  a  la  intersección  con  el  eje  YY'\ 
(0, 0)  y  el  punto  doble  (0,-1 )  en  el  que  la  curva  es  tangente  al  eje  YY', 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  135-  Dibujar  la  curva  x3y2  -  xy4  +  x2  -  2y  +  1  =0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  se  refiere  a  la  asíntota:  x  =  0, 
estando  dada  la  posición  de  la  curva  por  y  =  ^  Ap  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  corresponde  a  las 
asíntotas  generales:  x2  -  y2  =  0;  añadiendo  la  primera  paralela,  se  tiene  la  posición  de  la  curva  respecto  a: 

(figura  D). 


1 


y  +  x  =  0,  que  viene  dada  por  yc  -  ya  =  (figura  C),  y  para:  y  -  x  =  0,  por  yc  -  ya  =  „  , 

2.v  "  "  2.v 

La  determinatriz  (III)  se  refiere  a  la  asíntota:  y  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva  por  y  =  ± 


-1 


(figura  E).  La  curva  no  corta  al  eje  XX .  Corta  al  eje  YY'  en  (o,  y  El  punto  (-1,1)  es  doble,  donde  la 
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asíntota  x  +  y  =  0  corta  a  la  curva,  siendo  las  pendientes  de  sus  tangentes 
tangente  a  la  asíntota x-y  =  0  en  el  punto  (1,1). 


1  ±  JTT  j 

— - - .  La  curva  es 


E  136-  Dibujar  la  curva  (x2  +  y2)^  +  x(x2  -y2)  +  2x2  +  3x  +  1  =0. 

Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  XX1.  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de 

Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota  general;  como  es  (x2  +  y2 ) 2  =  0  indica  que  es 
imaginaria,  siendo  la  curva  cerrada.  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  la  intersección  con  el  ejeXX:  (-1,0) 
y  (-0.45,0).  La  determinatriz  (III),  y4  +  1  =0,  corresponde  a  la  intersección  con  el  eje  77',  al  que  no 
corta.  Ordenando  la  ecuación  dada,  se  tiene:  y4  +  (2x2  -  x)y2  +  x4  +  x3  +  2x2  +  3x  +  1  =0.  Dando  valores 
a  x,  se  obtienen  los  dos  valores  correspondientes  para  y.  Por  ejemplo,  para  x  =  -0. 7,  y  =  ±0. 35. 

3 


(III) 


8  7  6  4  1 

(II) 

FigA 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  137-  Dibujar  la  curva  x1  +  3x2y2  +  2 y3  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  se  refiere  a  la  rama 

parabólica  según  el  eje  YY':  x1  +  2 y3  =  0  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  la  tangente  en  el 

origen:  y  =  0,  estando  definida  la  posición  de  la  curva  por  yc  ~yt  =  (figura  C).  La  determinatriz 

(III)  corresponde  a  la  tangente  en  el  origen:  y  =  0,  estando  la  posición  de  la  curva  determinada  por 
Le  -y a  =  (figura  D). 


E  138-  Dibujar  la  curva  (y  -  x)x3y  -  (y  +  x)x2y  -  xy2  -x2  +y  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  se  refiere  a  la  asíntota:  x  =  0, 
estando  dada  la  posición  de  la  curva  por  x  =  -y  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  las  asíntotas 


paralelas  al  eje  YY'\  x2  -x  -  1  =  0;  la  posición  de  la  curva  respecto  a:  x  = 


1  +  75 


se  obtiene  añadiendo 
-0.8 


y 


la  primera  paralela,  lo  que  da  xc-xa  -  ^y-  (figura  C),  y  respecto  a:  x  =  — — ^  ,  xc-xa 
(figura  D).  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  la  asíntota  general;  añadiendo  la  primera  paralela,  se  tiene 
la  asíntota:  y  =  x  +  2,  estando  dada  la  posición  de  la  curva,  por  yc  —ya  =  -jr-  (figura  E).  La  determinatriz 

(IV)  corresponde  a  la  asíntota:  y  =  0;  la  posición  de  la  curva  está  dada  por  yc  -ya  =  — r-  (figura  F).  La 

x 

determinatriz  (V)  corresponde  a  la  tangente  en  el  origen:  y  =  0;  la  posición  de  la  curva  está  dada  por 
yc-ya  =  x2  (figura  G).  La  curva  solo  corta  a  los  ejes  en  el  origen. 


(ii) 


6 

FigA 


X=(1+/5)/2  X=(1-VB)/2 

II  II 


x=o 


II 

X 

+ 

_ M  ^ 

y 

7 

w 

Y=0 


Y=0 


Fig  B 


Fig  C  Fig  D  Fig  E  Fig  F  Fig  G 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  139-  Dibujar  la  curva  x3y(y  -  x)  -  y3  +  2 xy2  -  x2  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  rama 

parabólica  según  el  eje  YY':  y  =  x3  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  la  asíntota  general: 
y-x  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva,  por yc  -ya  =  (figura  C).  Los  puntos  de  intersección 
de  esta  asíntota  con  la  curva  son  ( 1 , 1 )  y  el  origen.  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  la  asíntota:  y  =  0, 

estando  determinada  la  posición  de  la  curva,  por  yc-ya  =  La  determinatriz  (IV)  se  refiere  a  la 

x 

tangente  en  el  origen:  y  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva,  poryc  -yt  =  -  líx2  (figura  E). 


3 


5 

Fig  A  Fig  B  Fig  C  Fig  D  Fig  E 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  140-  Dibujar  la  curva  (y  -x)?x4y2  -  2(y  +  x)3x2y  +  2x4  -  5x3y  +  3x2y2  -xy3  +  4y4  =  0. 

Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  origen  de  coordenadas.  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de 
Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota  paralela  al  eje  YY',  siendo  la  posición  de  la  curva 
(x2  -2)2  =  0,  luego  es  imaginaria.  La  determinatriz  (II)  corresponde  a  la  asíntota  general  de  dirección: 
(y-x)2  =  0;  añadiendo  la  primera  paralela,  se  tiene:  (y-x)2  =  16;  añadiendo  la  segunda  paralela,  se 
tiene  la  posición  de  la  curva  respecto  a:  y  =  x  +  4,  que  viene  dada  por  yc  -  ya  =  y-  (figura  B),  y  para: 
y  =  x  -  4,  por  yc  -ya  =  y-  (figura  C).  La  curva  corta  a  la  asíntota  y  =  x  +  4,  en  tres  puntos  cuyas 
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coordenadas  son:  (-5.04,-1.04),  (-4.29,-0.29),  (1. 16,5. 16),  y  a  la  asíntota:  y  =  x  -  4,  en  tres  puntos 
simétricos  de  los  anteriores  con  relación  al  origen.  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  la  asíntota:  y  =  0, 
estando  dada  la  posición  de  la  curva  por  y  =  x±  J-x2 ,  luego  es  imaginaria.  La  determinatriz  (IV) 
corresponde  a  las  tangentes  en  el  origen,  cuyas  pendientes  m  vienen  dadas  por  la  ecuación: 
4 m4  -  m 3  +  3 m2  -  5 m  +  2  =  0,  cuyas  raíces  son  imaginarias,  por  lo  que  el  origen  es  un  punto  aislado.  La 

recta  y  =  x,  paralela  a  las  asíntotas,  pasa  por  dicho  punto  aislado  y  corta  a  la  curva  en 


+  73  ±73  A 
4  ’  4  I 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  141-  Dibujar  la  curva  (y  -  3x)3x2y2  -x3y  +  (y  -  3x)xy-  2x2  +y  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota: 
x  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva,  porx2  =  luego  es  imaginaria.  La  determinatriz  (II)  se 

y 

refiere  a  la  asíntota  general  de  dirección:  y  -  3x  =  0;  añadiendo  la  primera  paralela  (monomio  5),  se  tiene: 
y  -  3x  =  /7T;  añadiendo  la  segunda  paralela  (monomios  6,  7),  se  obtiene  la  posición  de  la  curva,  que 


viene  dada  por  yc-ya  = 


-1 


979j 


(figura  B).  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  la  asíntota:  y  =  0, 


estando  dada  la  posición  de  la  curva  por  yc  -ya  =  ± 


-2 

27x3 


(figura  C).  La  determinatriz  (IV)  se  refiere  a 


la  tangente  en  el  origen:  y  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva  por  y  =  2x2  (figura  D). 


Fig  D 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  142-  Dibujarla  curva  (y  -  x)x2y  -  y3  -  y2x-yx 2  +x 3  =0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer,  (figura  A),  corresponde  a  la  rama 

parabólica  según  el  eje  YY'\  y  =  x2  (figura  A).  La  determinatriz  (II)  corresponde  a  la  asíntota  general  de 
dirección:  y  =  x;  añadiendo  la  primera  paralela,  se  tiene  la  asíntota:  y  =  x  +  2,  y  la  posición  de  la  curva, 

O 

dada  por  yc  -ya  =  -y-  (figura  C).  La  determinatriz  (III)  se  refiere  a  la  asíntota:  y  =  1,  siendo  la  posición 
de  la  curva  la  indicada  en  la  figura  D.  Ambas  asíntotas  se  cortan  entre  sí  en  (-1, 1),  punto  de  la  curva, 
cuya  tangente  es  la  asíntota:  y  =  x  +  2.  La  determinatriz  (IV)  se  refiere  a  la  tangente  en  el  origen,  cuya 
pendiente  m  viene  dada  por  la  ecuación:  m3  +  m2  +  m  -1=0,  siendo  su  raíz  real  m  =  0. 54. 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  143-  Dibujar  la  curva  (y  -  x)3x2y2  -  x3y  +  (y  +  x)xy  -  2x2  -  y  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota: 
x  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva,  por  xc  -xa  =  ±  -L  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  se 

\y 
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refiere  a  la  asíntota  general  de  dirección:  y-x  =  0;  añadiendo  la  primera  paralela,  se  tiene  la  asíntota: 
y  =  x  +  1;  añadiendo  la  segunda  paralela,  se  tiene  la  posición  de  la  curva,  dada  por  yc  -  ya  =  (figura 


C).  La  determinatriz  (III)  se  refiere  a  la  asíntota:  y  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva,  por 
yc-ya  =  ±  /  — r-  (figura  D).  La  determinatriz  (IV)  corresponde  a  la  tangente  en  el  origen:  y  =  0:  la 


posición  de  la  curva  está  dada  por yc  -yt  =  -2x2  (figura  E). 


i 


8 

Fig  A  Fig  B  Fig  C  Fig  D  Fig  E 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  144-  Dibujar  la  curva  (y  - x)3xy2  -  (y  -x)xy  -  2x2  -  y  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota: 
x  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva,  por  y  =  ±  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  corresponde  a 
la  asíntota  general:  y-x  =  0;  añadiendo  las  dos  paralelas  siguientes,  se  tiene  la  posición  de  la  curva,  dada 
por  yc~ya  =  (figura  C).  Esta  asíntota  corta  a  la  curva  en  el  origen  y  en  La 

determinatriz  (III)  se  refiere  a  la  asíntota:  y  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva,  por  y2  =  luego 

x 

la  asíntota  es  imaginaria.  La  determinatriz  (IV)  corresponde  a  la  tangente  en  el  origen:  y  =  0,  estando 
dada  la  posición  de  la  curva,  por  y  =  -2x2  (figura  D). 


1 


7 


Fig  A  Fig  B  Fig  C  Fig  D 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  145-  Dibujar  la  curva  (y  -  x)3y2x  -  (y-x)xy  -  2x-y  =  0. 

Solución:  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  la  asíntota: 
x  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva,  por  x  =  -L-  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  se  refiere  a  la 

i  ^ 


asíntota  general:  y  =  x;  añadiendo  las  dos  paralelas  siguientes,  se  tiene  la  posición  de  la  curva, 
yc  -  y a  =  3/^r  (figura  C).  La  determinatriz  (III)  se  refiere  a  la  asíntota:  y  =  0,  estando  dada  la  posición 


de  la  curva,  por  y  =  ±  I -j-  (figura  D).  La  determinatriz  (IV)  corresponde  a  la  tangente  en  el  origen: 


y  =  -2x;  añadiendo  la  primera  paralela,  se  tiene  la  posición  de  la  curva,  dada  poryc  -yt  =  -6x3  (figura 

E). 


E  146-  Dibujar  la  curva  (y  -x)°x4y2  -  (y  +  x)3x2y  -  4x-4  +  8x2y2  -  4y4  =  0. 

Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  origen  de  coordenadas.  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de 

Newton-Cramer  (figura  A),  corresponde  a  las  asíntotas:  x  =  -  J  ^  +  2^~  ~  añadiendo  la  primera 
paralela  (monomio  5),  se  tiene  la  posición  de  la  curva  respecto  a  la  asíntota  x  -  -1.6,  que  viene  dada  por 
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xc  -x, 


o  c  o  c 

a  =  -^y-  (figura  B),  y  respecto  ar^  1.6,  por  xc-xa  =  -y2-  (figura  C).  La  detemiinatriz  (II)  se 

refiere  a  las  asíntotas  de  dirección:  y  =  x;  añadiendo  la  primera  paralela  (monomios  4,  5,  6,  7),  se  tienen 
las  asíntotas:  y  -x±2j2  =0;  añadiendo  la  segunda  paralela,  se  tiene  la  posición  de  la  curva  respecto  a 
y- x  =  2j2,  que  está  dada  por  yc~ya  =  -f-  (figura  D),  y  respecto  a  y-x  =  -2 72,  por  yc~ya  =  -f- 
(figura  E).  La  detemiinatriz  (III)  corresponde  a  la  asíntota:  y  =  0,  estando  dada  la  posición  de  la  curva  por 

yc-ya  =  1  ~ 2x^  (figura  F).  La  detemiinatriz  (IV)  corresponde  a  las  tangentes  en  el  origen:  x  =  ±y; 

n  —  7-2  x2  .  ...  „  +v3 

para  y  -  x  =  0,  se  tiene  yc  -yt  =  - ^ - »  luego  es  imaginaria;  para  y  +  x  =  0,  se  tiene  yc  -yt  =  y— 

(figura  G). 


(i) 

10  4  1 


Fig  B  Fig  C 


Fig  D  Fig  E  Fig  F  Fig  G 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  147-  Dibujar  la  curva  x3  +  3  JJy3  +  3j3x2y  +  xy2  -  2x2  -  6y2  -  4j3xy  +  x  +  -JJy  =  0. 

Solución:  La  detemiinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer  (figura  A)  corresponde  a  la  asíntota 
general  cuya  dirección  está  definida  por:  x3  +  3  JJy2  +  3 -J3x2y  +  xy2  =  (x  +  3  JJ y^)(x2  +  y2)  =  0,  es 
decir:  y  =  ~x  ,  teniendo  la  curva  una  parte  cerrada;  añadiendo  la  primera  paralela  se  obtiene  la  asíntota: 

373 

-x  ,  _ 2 


y  = 


-;  añadiendo  la  segunda  paralela,  se  tiene  la  posición  de  la  curva,  yc~ya  =  - — 


373  773  '  r  1473'x 

(figura  B).  La  detemiinatriz  (II)  se  refiere  a  la  intersección  con  el  eje  XX' \  (0,0),  (1,0).  La  detemiinatriz 
(III)  corresponde  a  la  tangente  en  el  origen:  y  = 


posición  de  la  curva  yc  -yt  = 


ejelT:  (0,0),  0, 


8x3 

373” 


-x 

73” 


añadiendo  el  resto  de  la  ecuación,  se  tiene  la 


(figura  C).  La  detemiinatriz  (IV)  se  refiere  a  la  intersección  con  el 


73" 


8  5  1 

(II) 

(Fig  A) 


Fig  B 
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Fig  C 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  148-  Dibujar  la  curva  (y  -  x  -  1  )2(x  -  1 )  -  x3  =  0. 

Solución:  Desarrollando  la  ecuación:  xy2  -  2x2y  +  x2  -  y2  -  x  +  2y  -  1  =  0,  cuyo  diagrama  de 

Newton-Cramer  se  recoge  en  la  figura  A,  La  determinatriz  (I)  corresponde  a  la  asíntota:  x  =  1 ;  añadiendo 
la  primera  paralela,  se  tiene  la  posición  de  la  curva,  yc-ya  =  -t-  (figura  B).  La  determinatriz  (II)  se 

y 

refiere  a  la  asíntota  de  dirección:  y  =  2x;  añadiendo  la  primera  paralela,  se  obtiene  la  asíntota: 
y  =  2x  +  siendo  la  posición  de  la  curva  la  indicada  en  la  figura  C.  La  curva  corta  a  esta  asíntota  en  el 

punto  de  abscisa  Ar-.  La  determinatriz  (III)  corresponde  a  la  asíntota:  y  =  -Í-;  añadiendo  la  primera 

2  _or  "  2 

paralela,  se  tiene  la  posición  de  la  curva,  yc  —ya  =  (figura  D).  La  determinatriz  (IV)  se  refiere  a  la 

O 

intersección  con  XX 7 :  ^  -  ~ ^  ,  0^ .  La  determinatriz  (V)  se  refiere  a  la  intersección  con  el  eje  YY':  (0, 1 ) 

doble,  cuya  tangente  doble  tiene  por  pendiente  1  (el  punto  es  de  retroceso).  La  curva  puede  construirse 
como  explícita,  según  la  ecuación:  y  =  x  +  1  ± 

4 

( V  )  6 

7 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


(i)  i 


5  3 

(IV) 

(Fia  A)  Fig  B  Fia  C  Fig  D 


E  149-  Dibujar  la  curva  y4  -x4  -  24y2  +  25x2  =  0. 

Solución:  Resolviendo  la  ecuación  en  y2,  se  tiene:  y2  =  12  ±  7(x2  -  9)(x2  -  16) .  No  hay  curva  en  los 
intervalos:  3<x<4,  -4<x<  -3.  Las  asíntotas  son:  y  =  ±x.  La  curva  tiene  una  parte  cerrada.  Las 
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tangentes  en  el  origen,  son:  y  =  ±  — .  Corta  al  eje  XX'  en:  (0,0),  (±5,0).  Corta  al  eje  YY'  en:  (0,0), 
(0,±2V6) .  El  punto  (0,2j~6  )  es  un  máximo,  y  el  punto  (0,-2j6  )  es  un  mínimo.  La  curva  es  tangente 
a:  x  =  ±4,  en  los  puntos  (±4,±2jJ'),  y  es  tangente  a:  x  =  ±5,  en  los  puntos  (±5,±2  Jó  ).  El  dibujo  de  la 
curva  es  el  siguiente  (se  han  dibujado  en  línea  de  trazos  las  asíntotas): 


E  150-  Dibujar  la  curva  x4  -y4  +x 3  +y 3  -  3xy  =  0. 


Solución: 


La  curva  tiene  una  asíntota  paralela  a  la  primera  bisectriz,  teniéndose  que: 


lim  (y  -  x)  =lim 


x3  +  y3  -  3 xy 


.....  .  ,  .  .  =  4-  -  -x-,  luego  la  asíntota  es:  y  =  x  +  A-,  siendo -ya  =  -r2-.  La 

r=*  (x2+y2)(x  +  y)  2  4x  2  4x 


1 


-3 


curva  corta  a  esta  asíntota  en  los  puntos  de  coordenadas: 


-5  ±  JJT  7  ±  JJY  \ 
24  ’  24  / 


Tiene  una  asíntota 


-(-  r;^  —  3jcv  _ ”5 

paralela  a  la  segunda  bisectriz,  teniéndose  que:  lim  (y  +  x)  =lim  — : — — r — — =  -h2-,  luego  la 

y=-x  y=-x  (x  +  y  )(y-x)  4x 

asíntota  es  la  segunda  bisectriz,  siendo  yc  —ya  =  La  curva  corta  a  esta  asíntota  en  (0,0),  siendo  las 

tangentes  en  este  punto,  los  ejes:  x  =  0,  y  =  0.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente  (se  han  dibujado  en 
línea  de  trazos  las  asíntotas): 


E  15 1-  Dibujar  la  curva  x4  -  x2y2  -  2x2  +  4y2  -  4y  +  1  =0. 

Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  YY' .  La  determinatriz  (I)  del  diagrama  de  Newton-Cramer 
(figura  A)  corresponde  a  las  asíntotas:  x  =  ±2.  Añadiendo  la  primera  paralela  se  tiene:  x2  -  4  =  =y~. 

Luego  para  la  asíntota:  x  +  2  =  0,  xc  -xa  =  y  (figura  B).  Para  la  asíntota:  x-2  =  0,  xc-xa  = 
(figura  C).  Los  puntos  de  intersección  con  estas  asíntotas,  son:  ^±2,  y  ^ .  La  determinatriz  (II)  define  las 

—  4y2 

asíntotas:  y  ±  x  =  0.  Añadiendo  la  primera  paralela  se  tiene:  x2  -  y2  =  — — ^  y  .  Luego  para  la  asíntota: 

-1  X  1 

y  +  x  =  0,  se  tiene  y c  -ya  =  -y-  (figura  D).  Para  la  asíntota:  y-x  =  0,  se  tiene  y c  -  ya  =  jy  (figura  D). 

2±  J2 

La  curva  corta  a  estas  asíntotas  en  los  puntos  de  ordenada  y  =  — -y — .  La  curva  corta  a  los  ejes  en  los 
puntos  (±1,0),  que  son  mínimos,  y  en  (o,  que  es  un  punto  doble  en  el  que  las  pendientes  de  las 
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tangentes  son  ±y .  También  son  puntos  dobles  (±J3, 2). 


E  152-  Dibujar  la  curva  x4  -  4 y3  -  12 y2  -  8x2  +  16  =  0. 

Solución:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  YYj .  Siendo:  x2  =  4  ±  2yjy  +  3  ,  hay  curva  para  y  >  -3. 
No  tiene  asíntotas.  Tiene  una  rama  parabólica  según  el  eje  OY.  Corta  a  los  ejes  en:  (±2,0),  (0, 1 )  y  (0,-2). 
Las  pendientes  de  las  tangentes  en  (±2,0),  que  son  puntos  dobles,  son:  ±y  Las  de  las  tangentes  en 

I  O 

(0,-2),  que  es  punto  doble,  son:  ±  /y  .  El  punto  (0, 1 )  es  un  máximo.  Los  puntos  (±2,-3)  son  mínimos. 
El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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CURVAS  EN  PARAMÉ  TRICAS 


E  153-  Dada  la  curva  x  =  t2  -  1,  y  =  t3  -  2,  hallar  la  ecuación  del  conjunto  de  las  tangentes  trazadas  desde  el 
punto  (0,3). 

Solución:  Sea  la  tangente:  y  -  3  =  mx,  que  corta  a  la  curva  en  los  puntos  cuyo  parámetro  t  verifica  la 
ecuación:  t3  -  5  =  m(t2  -  1),  cuya  derivada  es:  3 12  -  2 mt  =  0.  De  donde  se  tiene  que:  t  =  Por  tanto: 
3  _5  =  m(  4m2  i  A  n - -  _  >’  ~  3 


27 


8 


T  -  3 


(áfi-1). 


Como  m  = 


27 


-5  = 


T-3 


r< 


X 


T  -  3 


-  1 


sustituyendo  este  valor  en  la  ecuación  anterior,  se  tiene: 

8 

.  Operando  y  simplificando,  se  tiene  la  ecuación  pedida: 


V  J 

135x3  -  27x2y  +  4y3  +  81x2-36y2  +  108y-  108  =  0. 

E  154-  Dada  la  curva  x  =  t3  -  1,  y  =  t,  hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  desde  los  que  se  le  pueden 
trazar  dos  tangentes  perpendiculares  entre  sí. 

Solución:  Sea  la  tangente  trazada  desde  (a,P): y  -  P  =  m(x  -  a),  que  corta  a  la  curva  en  los  puntos  cuyo 
parámetro  t  verifica  la  ecuación:  t-  p  =  m(t 3  -  1  -  a),  es  decir:  mt 3  -  t  -  m(a  +  1 )  +  p  =  0,  o  bien: 
t(mt2  -  1)  -m{a  +  1)  +  p  =  0  (A).  Derivando,  se  tiene  que:  3 mt2  -1=0 ,  t2  =  Sustituyendo  en 

...  3[p  -  (a  +  1  )m]  i  2  1  r  3[p-(a  +  \)m]  ~'2 

(A):  t  =  — — - - -.  Como  m  =  — b-  se  tiene  que:  t2  =  =  1  K  23 

2  3 12  3/7? 


es  decir: 


4  =  21m[P  -  (a  +  1  )m]  ,  o  bien:  27(a  +  1 )  m 3  -  54 P(a  +  1  )m2  +  21  p2m  -4  =  0.  Como,  por  Cardano, 


m  i/77  2/77  3  = 


=  /77 1  *  (—1 ),  se  tiene  que:  nt\  = 


-4 


Sustituyendo  este  valor  en  la 


27(a  + l)2  27(a  +  1 )2 

ecuación  anterior,  se  tiene  la  ecuación  pedida:  27 2(a  +  1  )4  +  212p2{a  +  1  )2  +216 P(a  +  1)  +  16  =  0. 


E  155-  Dada  la  curva  x  = 


t3 


y  = 


t2  -  2 1 
t-  1 


,  hallar  sus  puntos  singulares  y  sus  correspondientes 


tangentes. 

Solución:  Resolviendo  el  sistema: 


ñ 


t2  -  2t\  _  t\  -  2t2 


,  se  obtiene: 


{U-\){h+2)  {ti  -  l)(t2  +  2)  ’  C-l  t2-  1 
ti  =  J2  ,  t-2  =  -  J2  .  Luego  sustituyendo  estos  valores  en  las  ecuaciones  dadas,  se  obtiene  el  punto  doble 
(2,-2).  Calculando  las  derivadas  x\,  y\,  y  particularizándolas  para  el  punto  encontrado,  se  tiene:  para 
t  =  42,  m  =  -3-2y[2,  y  para  t  =  - -J 2,  m=-3  +  2-j2.  Por  tanto,  las  tangentes  pedidas  son: 
y  +  2  =  (-3  +  2V2")(x-2),y  +  2  =  (-3  -  2^2  )(x  -  2). 

E  156-  Hallar  las  ecuaciones  paramétricas  de  la  lemniscata  (x2  +  y2)2  -  a2xy  =  0. 

I  tiona*  -v  —  _ U_Áj _  ,  —  _ ClÁj  _ 


Solución:  Cortando  por  y  =  A2x,  se  tiene:  x  = 


1  +A4 


>y  = 


1  +  24 


E  157-  Dada  la  curva  x  =  t2,  y  =  -j-,  determinar  el  número  de  tangentes  que  se  le  pueden  trazar  desde  un 

punto  P  exterior,  y  hallar  el  lugar  geométrico  de  P  para  que  dos  de  las  tres  tangentes  sean  perpendiculares 
entre  sí. 


Solución:  Derivando:  x'  =  2 t,y'  =  La  pendiente  de  la  tangente  es:  +  2t  =  La  tangente  es: 

Y- y  =  -^4¡-(X-x).  Luego:  2t3y  -  2t2  =  -(x  -  t2),  es  decir:  2yt3  -  3t2  +x  =  0.  Por  tanto,  hay  tres 
tangentes  correspondientes  a  cada  una  de  las  tres  raíces  t.  Al  ser  dos  de  ellas  perpendiculares  entre  sí,  se 

::  ík '  ir  ■ _1- uh '  ik' Ahora  bien’ S]  ~w,S2~  °- Sí  =  TÉ  Lueg0’ u  =  "w' 

U  +t2  =  A3-  -  Ai—  =  -4^.  De  donde  se  tiene  el  lugar  pedido:  x2  +  y2- ^  =  0. 


-1 


-1 


tiene: 


,  _  3_  _  \/4x 
2  2 y  2 y 


E  158-  Dada  la  curva x  = 


2  }¡2x 
t 


t[4 


(t-l)(t-2) 


,y  = 


t2  + 1 


,  hallar  sus  máximos  y  mínimos,  y  dibujarla. 
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Solución-.  Io)  Máximos  y  mínimos:  Derivando,  x'  =  - { ,+  ^ - t,  y'  =  - — — v-  Para  x1  =  0, 

{t  -  1)2(í-2)2  y  (í2  +  l)2 

t  =  ±J 2,  siendo  y'  +  0.  Sustituyendo,  se  tienen  los  puntos  ^-3  +  2j2,  -2-^  máximo  y  mínimo  de  x, 

respectivamente.  Para  y'  =  0,  t  =  0,  siendo  x'  +  0.  Sustituyendo,  se  tiene  el  punto  (0,0),  mínimo  de  y. 
Para  x'  =  y'  =  0,  t  =  oo.  Sustituyendo,  se  tiene  el  punto  (0, 1 )  máximo  de  y.  2o)  Asíntotas:  Para  t  =  1,  se 
tiene  la  asíntota:  y  =  y ;  para  hallar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  ella,  se  hace  t  =  1+9,  con  6  -*  0, 

con  lo  que  x  =  yc  -ya  =  9,  luego  para  9  >  0,  x  =  -oo,  yc  >  ya,  y  para  9  <  0,  x  =  +co,  yc  <  ya  (figura 
A).  Para  í  =  2,  se  tiene  la  asíntota:  y  =  para  hallar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  ella,  se  hace 
t  =  2  +  9,  con  lo  que  x  =  -jr,yc-ya  =  luego  para  9  >  0,  x  =  +co,  yc  >  ya,  y  para  9  <  0,  x  =  -oo, 

U  J 

yc  <  y  a  (figura  B).  No  hay  asíntotas  paralelas  al  eje  YY1,  ni  asíntota  general.  3o)  Intersecciones  con  los 
ejes:  Son  los  puntos  ya  estudiados:  (0,0)  y  (0, 1 ). 


Fig  A  Fig  B 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


-10  0  10 


+2  _  1  +2  i  1 

E  159-  Dada  la  curva  x  =  -y-j-y-,  y  =  ^  ^  ,  hallar  sus  asíntotas  y  la  posición  de  la  curva  respecto  a  ellas. 

/■2  i  i 

Solución:  Simplificando,  se  tienen  las  ecuaciones:  x  =  t-  1,  y  =  .  .  Para  t  =  1,  y  =  oo,  siendo  la 

O 

asíntota:  x  =  0;  para  hallar  la  posición  de  la  curva,  se  hace  t  =  1  +  9,  con  9  ^  0,  x  =  9,  y  =  -y,  luego  para 

9  >  0,  x  >  0,  y  =  +co,  y  para  9  <  0,  x  <  0,  y  =  -ce  (figura  A).  Para  t  =  oo,  x  =  oo,  y  =  oo,  a  =lim  ^  =  1> 

/— >00 

b  =lim  (y  -x)  =  2,  siendo  la  asíntota  general:  y  =  x  +  2;  para  hallar  la  posición  de  la  curva,  se  tiene  que 

t-*  oo 

O 

yc  -  y a  =  yjy,  luego  para  t  =  +oo,  x  ->  +co,  yc  >  ya,  y  para  t  =  -oo,  x  ->  -oo,  yc  <  ya  (figura  B). 


Fig  A  Fig  B 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  160-  Dada  la  curva  x  = 


{t-2>)\t-l) 


y  = 


t- 1 


,  hallar  sus  puntos  singulares  y  las  correspondientes 


tangentes. 

Solución:  Resolviendo  el  sistema: 


ñ 


ti 


-,  se  tiene: 


(fi-3)2(fi-l)  (í2-3)2(í2-  1)  ’  1 1”1  t2-\ 

9  +  3  J5  9-3  J~5 

ti  =  ti  =  0,  que  corresponden  al  punto  (0,0),  y  U  =  - ^ - >  D  =  - ^ - >  O116  corresponden  al 

v'  (t-2)(t-  3)3  2>(\±  ■J5') 

punto  (3,9).  Para  (0,0),  la  tangente  es:  x  =  0.  Para  (3,9),  ^  ^  ^  =  — - — ^ - >  siendo 

3(1  ±  J5  ) 

las  tangentes:  y  -  9  =  — - — ^ - ~(x  -  3 ).  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  161-  Dada  la  curva  x  = 


t1  -4 


,y  = 


í2  +  i 

(t-2)t 


hallar  las  asíntotas  y  la  posición  de  la  curva  respecta  a  ellas. 


Solución:  Para  t  =  -2,  x  =  00,  siendo  la  asíntota:  y  =  haciendo  t  =  -2  +  6,  con  6  -*■  0,  se  tiene: 
1  —f) 

x  =  ,yc-ya  =  -y-,  luego  para  9  >  0,  x  =  +00,  ya  >  yc,  y  para  9  <  0,  x  =  -00,  yc  >  ya  (figura  A).  Para 

—  1  _/J3 

t  =  0,  y  =  oo,  siendo  la  asíntota:  x  =  0;  haciendo  t  =  6,  con  0  ->■  0,  se  tiene  y  =  -=4-,  xc-xa  =  — f— , 

luego  para  0  >  0,  y  =  -co,  xc  <  xa,  y  para  0  <  0,  y  =  +00,  xc  >  xa  (figura  B).  Para  t  =  qo,  x  =  00,  siendo  la 

asíntota:  y  =  1;  como  yc-ya  =  ?t+Z  ,  Para  t  =  +00,  x  =  +<x>,  yc  >  ya,  y  para  t  =  -co,  x  =  -qo,  yc  <  ya 

\t  ~  Z)t 

(figura  C).  Para  t  =  2,  se  tiene  la  asíntota  general  de  ecuación:  y  =  ax  +  b,  en  la  que 


r  y  r  (t2  +  l)(í  +  2) 
a  =hm  y-  =lim  - - 

A  ¿4 

t= 2  t= 2  1 


b  =lim 


t= 2 


t2  +  1 


5 13 


y  = 


5x 


4(í2  -  4)  J 


=  -4r~,  luego  esta  asíntota  es: 

O 


-  haciendo  t  =  2  +  9,  con  6->0,  yc  -ya  = 


t2  +  1 


5r 


4  8  ,  — —  -  -  1  ^  (í-2)t  4(t2-4) 

0  >  0,  y  =  +00,  yc  <  ya,  y  para  9  <  0,  y  =  -co,  yc  >  ya  (figura  D). 


19 

8 


-310 

32 


para 
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E  162-  Dibujar  la  curva x 


1  +  t 2  _  1  +  t2 


Solución:  Io)  Asíntotas:  Para  t  =  0,  x  =  oo,  asíntota:  y  =  1;  haciendo  t  =  9,  con  6  -*■  0,  x  =  -i-, 

-  Ja  =  9,  luego  para  8  >  0,  x  =  +co,  jc  >  ya,  y  para  9  <  0,  x  =  -oo,  jc  <  ya  (figura  A).  Para  í  =  oo, 
j  =  oo,  asíntota:  x  =  1;  como  xc-xa  =  ^  +  *  ^  ,  para  t  =  +oo,  j  =  -oo,  xc  <  xa,  y  para  t  =  -oo,  j  =  +co, 

xc  >  xa  (figura  B).  Para  t  =  1,  j  =  x  =  oo,  a  =lim  =lim  t  =  1,  b  =lim  (j-x)  =lim  ~  ^  =  -2, 

M  (=1  (=1  í=l  1 


siendo  la  asíntota  general:  j  =  x  -  2;  haciendo  t  =  1  +9,  con  8  -*■  0,  yc  -  ja  =  -92,  luego  siempre  yc  <  ya 
(figura  C).  2o)  Máximos  y  mínimos:  para  y1  =  0,  t  =  1  ±  Jl ,  teniéndose  el  punto  (-2,-2  +  2j2');  para 
x'  =  0,  t  =  -1  ±  ,  siendo  el  punto  (2  ±  2j2  ,2).  3o)  No  hay  intersecciones  con  los  ejes. 


Fig  A  Fig  B  Fig  C 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  163-  Dibujar  la  curva  x 


t2  +  1  v  =  21-1 

2 1  ,y  f 


Solución:  Io)  Intervalos  de  existencia:  Como  t 2  -  2 xt  +1  =  0,  t  =  x  ±  Jx2  -  1  ,  luego  no  hay  curva  en 
,  1  ±  JT^y 

-1  <  x  <  1.  Como  yl“  -2t+  1  =  0,  t  =  - —y - ,  luego  no  hay  curva  para  y  >  1.2°)  Asíntotas:  Para 

1  =  oo,  x  =  oo,  asíntota:  y  =  0;  para  determinar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  la  asíntota,  se  tiene  que 
para  t  =  +<x>,  x  =  +co,  y  >  0,  y  para  1  =  -oo,  x  =  -oo,  y  <  0  (figura  A).  Para  1  =  0,  x  =  <x> ,  y  =  -co; 

O  SO  i-  1  \  ~~ 

a  =lim  “  =lim  ;  1 =  -ce,  se  trata,  por  tanto,  de  una  rama  parabólica  según  el  eje  YY  (figura  B). 
/-o  í-o  t(t  +  1 ) 

3o)  Intersección  con  los  ejes  y  con  las  rectas  x  =  ±1,  y  las  pendientes  m  de  sus  tangentes:  para  1  =  y,  el 
punto  de  intersección  con  el  eje  XX'  es  ^-|-,0^,  siendo  m  =  -y-;  para  1  =  1,  la  intersección  con  x  =  1, 
es  el  punto  de  retroceso  (1, 1),  m  =  -2;  para  1  =  -1,  la  intersección  conx  =  -1,  es  (-1,-3),  m  =  oo. 

A  A 


Y=0 

- =► 


Fig  A  Fig  B 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  164-  Dibujar  la  curva  x  = 


1  -l2 


,y  = 


1-2 

(i  -ty 


Solución:  Io)  Intervalos  de  existencia:  Como  yt2  -  (2 y  +  l)l+y  +  2  =  0,  1  = 

1 


2y+l±JT^fy 
2 y 


,  luego 


no  hay  curva  para  y  >  y.  2o)  Asíntotas:  Para  1  =  oo,  x  =  oo,  asíntota:  y  =  0;  para  determinar  la  posición 
de  la  curva,  se  tiene  que  para  x  =  +<x>,  y a  >  yc,  y  para  x  =  -oo,  y c  >  ya  (figura  A).  Para  1  =  1 ,  x  =  oo, 

y  =  oo,  =  oo,  luego  se  trata  de  una  rama  parabólica  según  el  eje  OY  (figura  B).  Para  1  =  -1,  x  =  oo, 
-3 

asíntota:  y  =  para  determinar  la  posición  de  la  curva,  se  tiene  que  para  x  =  +oo,  yc  >  ya,  y  para 

x  =  -oo,  yc  <  y a  (figura  C).  3o)  Intersección  con  los  ejes,  y  pendientes  m  de  sus  tangentes:  Para  1  =  O,  el 
punto  de  corte  es  (0,-2),  que  es  punto  de  inflexión,  siendo  m  =  oo.  Para  1  =  2,  se  tiene  el  punto  de  corte 


f-f,0\  siendo  m  =  — p.  4o)  Punto  de  cruce:  Para  hallarlo  se  forma  el  sistema:  — 
v  3  /  4  1  i| 


ti 


1  -  1 


2  ’ 


ti -  2 


Í2  —  2 


-,  cuya  solución  es  li  =  1,651,12  =-0,866,  siendo  el  punto  de  cruce  (-2. 6,-0. 8). 


(1  ~ti)2  (I-I2)2 

5o)  Máximos  y  mínimos:  Para  x'  =  0,  se  tiene  1  =  0  (punto  de  inflexión  ya  estudiado),  y  1  =  ±  JJ , 
obteniéndose  el  máximo  de  x  para  (-2. 6,-0. 5),  y  el  mínimo  de  x  para  (2. 6,-0. 5).  Para  y'  =  0,  se  tiene 
1  =  3,  obteniéndose  el  máximo  de  y  para  (-3.37,0.25). 


Y=0 


i 

i 

/ 

w 

\ 

i 

V 

Y=-3/4 

Fig  A 


Fig  B 


Fig  C 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  165-  Dibujar  la  curva  x  = 
Solución: 


2 1 


l2  >y  = 


t2(\-t2) 


t2  = 


(i  +  t2Y"  (i  +  t2y 

Io)  Intervalo  de  existencia  y  simetría:  Como  (y  +  \)tA  +  (2y-  \)t2  +y  =  0, 
1-2 y  ±  J 1  -  8 y  i 

- — - — - - ,  luego  no  hay  curva  para  y  >  ni  para  y  <  -1.  La  curva  es  simétrica  respecto  al 

2  (y  +  1 )  o  ’ 

eje  YY'.  2o)  La  curva  es  cerrada,  no  tiene  asíntotas.  3o)  Intersección  con  los  ejes,  y  pendientes  m  de  sus 

tangentes:  Para  t  =  0,  (0,0),  m  =  0.  Para  t  =  1,  m  =  1.  Para  t  =  -1,  fy-0^,  m  =  -1. 

4o)  Máximos  y  mínimos:  Para  x'  =  0,  t  =  ±— ^  t  =  ce.  Para  y'  =  0,  t  =  0,  t  =  ±— ^  t  =  ce.  Los  tres 

73  73 

puntos  y  (0,-1),  correspondientes  a  los  tres  valores  de  t  que  anulan  a  las  dos  derivadas, 

son  puntos  de  retroceso,  siendo  las  pendientes  de  sus  tangentes,  respectivamente,  ±— pr  y  oo.  El  punto 


(0,0),  correspondiente  a  t  =  0,  es  un  mínimo  de  y.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


73 


E  166-  Dibujar  la  curva  x 


t 3 

(t~  l)(*-2) 


y  = 


t2-2t 
t-  1 


Solución: 


Io)  Asíntotas:  Para  t  =  1,  x  =  co,  y  =  c o,  a  =lim 


y 


(t-2Y 


=  1, 


í-1 


b  =lim  (y  -  x)  =  f  ^  =  4,  la  asíntota  es:  y  =  jc  +  4;  para  determinar  la  posición  de  la  curva,  se  tiene 


t->  i 


para  t  =  1+0,  con  6 


0,  y  =  -y,  yc  -y a  =  8 9,  luego  para  9  >  0,  y  =  -oo,  yc  >  ya,  y  para  9  <  0, 
y  =  +co,  yc  <  y a  (figura  A).  Para  t  =  2,  jc  =  oo,  la  asíntota  es:  y  =  0;  para  determinar  la  posición  de  la 

O 

curva,  se  tiene  para  t  =  2  +  9,  con  0  ->■  0,x  =  y ,  yc  -yfl  =20,  luego  para  0  >  0,  x  =  +co,  yc  >  ya,  y  para 
0  <  0,  x  =  -oo,  yc  <  y a  (figura  B).  Para  t  =  oo,  x  =  oo,  y  =  oo,  a  =lim  ¿r  =  1,  b  =lim  (y  -x)  =  -4,  por 


tanto  la  asíntota  es:  y  =  x  -  4;  para  t  =  +co,  x  >  0,  yc  <  ya,  y  para  t  =  -ce,  x  <  0,  yc  >  ya  (figura  C). 
2o)  Intersección  con  los  ejes:  Para  t  =  0,  (0,0),  punto  de  inflexión,  siendo  ce  la  pendiente  de  la  tangente. 
3o)  Máximos  y  mínimos:  Para  x'  =  0,  la  única  raíz  real  es  t  =  0,  ya  estudiado.  Para  y'  =  0,  no  hay  raíces 
reales. 
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E  167-  Dibujar  la  curva  x  =  — r,  v  =  ,  1  .  . 

1  +t2  1  -  t4 

1  ±  J  l  —  x2 

Solución:  Io)  Intervalo  de  existencia  y  simetría:  Como  xt2  -  2t  +  x  =  0,  t  =  - — ^ - ,  luego  la  curva 

es  real  para  -1  <  x  <  1.  La  curva  es  simétrica  con  relación  a  los  ejes  JO",  YY',  y  por  tanto  con  relación  al 
origen.  2o)  Asíntotas:  Para  t  =  1,  y  =  oo,  la  asíntota  es:  x  =  1;  xc  <  xa  (figura  A).  Para  t  =  -1,  y  =  oo,  la 
asíntota  es:  x  =  -1;  xc  >  xa  (figura  B).  3o)  Intersección  con  los  ejes:  t  =  0,  (0,0),  siendo  0  la  pendiente  de 
la  tangente.  4o)  Máximos  y  mínimos:  Para  y'  =  0,  t  =  0  y  t  =  oo,  ya  estudiados. 


Fig  A  Fig  B 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  168-  Dibujar  la  curva  x  =  =  -J- — - — . 

J  t1  -  1  t2  +  t-  2 


Solución:  Io) 
asíntota  es:  y  = 

x  >  0,  yc  <  y a. 


Asíntotas:  Para  t  =  1,  x  =  oo,  y  =  <x>,  a  =lim  =  -2-,  b  =lim  (y  +  luego  la 

t-y  1  ''  *  '  1® 

=  para  t  =  1  +  9,  con  9  ->  0,  x  =  yc -ya  =  ,  luego  para  9  >  0, 

y  para  9  <  0,  x  <  0,  yc  >  ya  (figura  A).  Para  t  =  -1,  x  =  oo,  la  asíntota  es:  y  =  y;  para 
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1  —SU 

t  =  -1  +  0,  con  9  ->  0,  x  =  luego  para  0  >  0,  x  >  0,  yc  <  ya,  y  para  0  <  0,  x  <  0, 

¿9  4 

_ o  A 

yc  >  Ja  (figura  B).  Para  t  =  -2,  y  =  <x>,  la  asíntota  es:  x  =  -f-;  para  t  =  -2  +  9,  con  9  -*■  0,  y  = 

en  3  3^ 

xc  -xa  =  —g’  lue§°  Para  0  >  0,  y  >  0,  xc  <  xa,y  para  9  <  0,  y  <  0,  xc  >  xa  (figura  C).  2o)  Intersección 
con  los  ejes  y  pendiente  m  de  la  tangente:  Para  1  =  0,  (0, 1),  m  =  0.  Para  t  =  2,  ^y,0^,  m  =  Para 
t  =  oo,  (0,0),  m  =  1.3°)  Máximos  y  mínimos:  Para  y'  =  0,  se  tienen  los  valores  t  =  0,  t  =  4.  Ya  se  ha 
estudiado  t  =  0,  que  da  el  mínimo  (0, 1 ).  Para  t  =  4,  se  tiene  el  máximo  ,  y).  4o)  Punto  de  cruce:  Se 

plantea  el  sistema:  =  J2  ,  ,  cuya  solución  es  t  =  que 

corresponde  al  punto  doble  (-2,2). 


Fig  A  Fig  B  Fig  C 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  169-  Dada  la  curva  x 
concíclicos. 


t2 

1  -t2’ 


y  = 


t 3 

i  -f  ’ 


hallar  las  condiciones  para  que  seis  de  sus  puntos  sean 


Solución:  Sea  el  círculo:  x2  +y2  +  Ax  +  By+  C  =  0.  Luego:  — — ?  +  - — 1  ,  + 

(1-í)  (1-i2)2  1-t2 

+  ^  ,  +  C  =  0,  es  decir:  í6  -  Sí5  +  (1  -  J  +  C)t4  +  Bt 3  +  (J  -  2C)t2  +  C  =  0.  De  donde  las  condiciones 

para  que  seis  de  sus  puntos  sean  concíclicos,  son:  Si  =  B  =  -S 3  (es  decir,  Sj  +53  =  0),  S5  =  0, 
S2  +  S4  +  Sñ  =  1,  siendo  S 1  la  suma  de  las  seis  raíces  de  la  ecuación  en  t,  S2  la  suma  de  sus  productos 
binarios,  S4  la  suma  de  sus  productos  cuaternarios,  y  S6  el  producto  de  sus  seis  raíces. 


E  170-  Dada  la  curva  x  =  t3  -  t,  y  =  t3  -  t2,  hallar  la  condición  para  que  tres  puntos  de  la  curva  estén 
alineados. 

Solución:  Sea  la  recta:  ax  +  by  +  1  =  0.  Luego  se  tiene  que:  a{t3  - 1)  +  b(t 3  - 12)  +  1  =0,  es  decir: 

(a  +  b)t3  -  bt2  -  at+\  =0.  Por  tanto,  Si  =  — S2  =  ~a ,  ,  S3  =  .  Luego  la  condición  pedida 

a  +  b  a  +  b  a  +  b 

es:  S1-S2  =  a  +  ,  =  1,  siendo  Si  la  suma  de  las  tres  raíces  de  la  ecuación  en  t,  y  St  la  suma  de  sus 
a  +  b 

productos  binarios. 


E  171-  Dada  la  curva  x 
sobre  una  cónica. 


+2  + 

-1 — y  =  — — - — t-,  hallar  la  condición  para  que  seis  puntos  de  la  curva  estén 

1  +  t3  1  +  t3 
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Solución:  Sea  la  cónica  Ax2 +By2  +  Cxy  +  Dx  +  Ey  +  1=0.  Luego:  -  ^  ^  + 

(1+í3)2  (1+í3)2 

+  Ct  +  pt  +  Et  +  1  =  0,  de  donde  se  tiene:  t6  +  Dt5  +  (A  +  E)t4  +  (C  +  2)í3  +  (B  +  D)t2  + 
(1+í3)2  1+í3  1+í3 

+Et+  1  =  0.  Luego  la  condición  pedida  es:  Se  =  htihUtste  =  1. 

E  172-  Dibujarla  curva x  =  — y  =  ,  • 

1+t2  t{\+t2) 

Solución:  Io)  Intervalo  de  existencia  y  simetría:  Hay  curva  en  el  intervalo  0  <  x  <  2.  La  curva  es 

simétrica  respecto  al  eje  XX.  2o)  Asíntotas:  Para  t  =  0,  y  =  co,  siendo  la  asíntota:  x  =  2;  para  x  =  2-6, 
con  6  -»■  0,  y  =  ±oo.  3o)  Intersección  con  los  ejes:  t  =  co,  (0,0),  siendo  0  la  pendiente  de  la  tangente,  es 
punto  de  retroceso.  4o)  Máximos  y  mínimos:  No  hay.  5o)  Puntos  de  cruce:  No  hay.  6o)  El  dibujo  de  la 
curva  es  el  siguiente: 


E  173-  Dibujar  la  curva  x  = 


(t- m+2) 


,y  = 


t2-2t 
t-  1 


y  _ f 


Solución:  Io)  Asíntotas:  Para  t  =  1,  x  =  co,  y  =  co,  a  =lim  ^  =lim  ... 

t-+ 1  <->  i  v  +  2)(í  —  2) 


=  -3, 


4í(í  +  1 )  o  o 

b  =lim  (y  +  3x)  =  — - — = —  =  -y,  siendo  la  asíntota:  y  =  -3x  +  y-;  para  hallar  la  posición  de  la  curva, 

u  i  t  A.  ó  ó 

—  1  oqu 

se  hace  t  =  1  +  0,  con  0  -►  0,  con  lo  que  y  =  yc-ya  =  luego  para  6  >  0,  y  =  -oo,  yc  >  ya ,  y 

o  y 

V  /2  _  A 

para  6  <  0,  y  =  +co,  yc  <  ya  (figura  A).  Para  t  =  oo,  x  =  oo,  y  =  oo,  a  =lim  y-  =lim  - — j-*-  =  1 , 


v  XiiXi 

X  -4- A 

í— ►co  /-►oo  * 


ó  =lim  (y  -  x)  =lim  - - — ^ — —  =  0,  luego  la  asíntota  es:  y  =  x;  para  hallar  la  posición  de  la  curva  se 

í— >00  /— « O  H  —  l)(t  —  2) 


tiene  que  y c  -  ya  = 


-4 1 


a- m+2) 


,  luego  para  t  =  +co,  y  =  +co,  yc  <  ya,  y  para  t  =  -co,  y  =  -co,  yc  >  ya 


_o 

(figura  B).  Para  t  =  -2,  x  =  co,  siendo  la  asíntota:  y  =  -y-;  para  hallar  la  posición  de  la  curva  se  hace 

o  i  A  n 

t  =  -2  +  6,  con  9^-0,  con  lo  que  x  =  yc  -ya  =  luego  para  9  >  0,  x  =  +co,  yc  >  ya,  y  para 

y  o 

9  <  0,  x  =  -co,  yc  <  y a  (figura  C).  2o)  Intersección  con  las  asíntotas:  La  curva  corta  a  y  =  -3x  +  y  en 
a  y  =  x  en  (0»0),  a  y  =  Ay  en  -y^.  3o)  Máximos  y  mínimos:  Para  x'  =  0,  t  =  0, 

t  =  -1  +  77,  obteniéndose  el  punto  (0,0),  que  es  un  punto  de  inflexión,  y  los  dos  puntos  de  coordenadas 

f 2f±i jt - ío)  2(±yr -4)  A 

— - - q - — , - « -  ,  es  decir,  aproximadamente,  (1.9, -0.9)  y  (-6. 3, -4. 4),  que  son, 


respectivamente,  mínimo  y  máximo  de  x.  No  hay  máximos  de  y.  4o)  Punto  de  cruce:  resolviendo  el 

t\  t\  t\-2t\  tj-2t2  .  ■  ,  .  ,  ry  .  ,  . 

-  z  -  — ,  se  tiene  la  raíz  ±  y  2  ,  que  da  el  punto 


sistema: 


(¿i-l)(L+2)  (í2-1)(í2  +  2)  ’  L  -  1  t2- 

de  cruce  (2,-2).  Las  pendientes  de  las  tangentes  en  este  punto,  son  -3  ±  2j2  . 


Á 

i 

w 

Y=-8/3 

FigC 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


Solución:  Io)  Asíntotas:  Para  t  =  1,  x  =  oo,  y  =  ce,  a  =lim  =  7-,  b  =lim  (y  ~  4~)  =  -J-,  luego  la 

t=\  3  t=l  V  3  J  3 

asíntota  es:  y  =  y  -  y;  para  hallar  la  posición  de  la  curva,  se  hace  t  =  1  +  9,  con  0  -►  0,  con  lo  que 

1) 


-20 


luego  para  9  >  0,  x  =  +<x>,  yc  <  ya,  y  para  9  <  0,  x  =  -oo, 


X-  e,  ye  ya-  3(,2  +  í+1) 

yc  >  y a.  2o)  Intersección  con  ejes  y  asíntota,  y  pendientes  m  de  sus  tangentes:  Para  t  =  -1,  (0, 1 ),  m  =  -1; 
para  t  =  0,  (-1,0),  m  =  1;  para  t  =  oo,  (1,0),  m  =  0,  siendo  un  mínimo  de  y.  Además,  este  punto  es  el  de 
intersección  con  la  asíntota.  3o)  Máximos  y  mínimos:  Como  x'  =  2  ,  no  los  hay  para  x.  Para 


y'  =  f t  ^  =  0,  t  =  —^=r,  al  que  corresponde  el  máximo  de  y. 


c t-iy 

(  -1  +  $2  4  \ 


para  t  =  oo, 


(i3-l)^  '  . r"" .  ■”  V-l-^2’3^2  / 

x1  =  y1  =  0,  obteniendo  el  punto  mínimo  de  y,  (1,0),  ya  estudiado.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  175-  Dibujar  la  curva  x 


4 1 


(1  +t2) 


2>y  = 


4t2 

(1  +t2)2' 


Solución:  Io)  Intervalo  de  existencia  y  simetría:  y  >  0;  como  yt4  +  2(y  -  2)t2  +y  =  0, 

_  2  -y±2Jl  -y 


t¿  = 


y 


luego  y  <  1;  por  tanto  0  <  y  <  1.  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  YY' .  2o)  La 


curva  es  cerrada,  no  tiene  asíntotas.  3o)  Puntos  de  intersección  con  los  ejes,  y  pendientes  m  de  sus 
tangentes  en  estos  puntos:  Para  t  =  0,  (0,0),  m  =  0.  Para  t  =  oo,  (0,0),  m  =  oo,  siendo  este  punto  de 


retroceso.  4o)  Máximos  y  mínimos:  Para  x'  =  0,  t  = 


±73 


y  ],  máximo  (signo  +)  y  mínimo 


(signo  -)  dex.  Para  y'  =  0,  t  =  0,  (0,0),  mínimo  de  y,  ya  estudiado,  y  t  =  ±1,  (±1, 1),  que  corresponden  a 
dos  máximos  de  y.  Además,  para  t  =  oo,  x'  =  y'  =  0,  (0,0),  punto  de  retroceso  ya  estudiado.  5o)  Punto  de 
cruce:  Para  t  =  0,  t  =  oo,  (0,0),  ya  estudiado.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  176-  Dibujar  la  curva  x  = 


_  t2  -  1  „  _  t+  1 


y  = 


tit-  1) 


Solución:  Io)  Asíntotas:  Para  t  =  0,  x  =  co,  y  =  oo,  a  =lim  y-  =lim 


1 


t= o 


X 


=  1,  b  =lim  (v-x)  =  -2, 
t=o  (t- l)2  ,=o 

la  asíntota  es:  y  =  x  -  2;  para  hallar  la  posición  de  la  curva,  se  hace  t  =  0,  con  0-*O,  con  lo  que  x  = 

U 


y < 


_ ¿2  i  ^  + 

-ya  =  y  ^  =  -30,  luego  para  9  >  0,  x  =  -co,  yc  <  ya,  y  para  9  <  0,  x  =  +<x>,  yc  >  yfl  (figura  A). 

Para  t  =  1 ,  y  =  co,  siendo  la  asíntota:  x  =  0;  para  hallar  la  posición  de  la  curva,  se  hace  t  =  1+0,  con 

O 

0-»O,  con  lo  que  y  =  -^-,xc  -xa  =  20,  luego  para  0  >  0,y  =  +co,  xc  >  xa,  y  para  0  <  0,y  =  -co,  xc  <  xa 

(figura  B).  Para  t  =  oo,  x  =  0,  la  asíntota  es:  y  =  0;  para  hallar  la  posición  de  la  curva,  se  tiene  para 
t  =  +co,  x  =  +co,  y  >  0,  y  para  t  =  -co,  x  =  -co,  y  <  0  (figura  C).  2o)  Puntos  de  intersección  con  los  ejes  y 
las  asíntotas,  y  pendientes  m  de  las  tangentes  en  esos  puntos:  Para  t  =  - 1,  (0, 0),  m  =  2-;  intersección  con 

y  =  x-2,  t  =  3,  m=  3o)  Máximos  y  mínimos:  No  los  hay  para  x.  Para  y: 

/  _  -t  -2t+l  =  o,  t  =  —1  i  J2,  (-2,-3  ±  2j2'),  que  es  mínimo  con  el  signo  +,  máximo  con  el 

signo  4o)  Punto  de  cruce:  Se  plantea  el  sistema:  tl  ^  =  Í2  — ,  — tl  +  \  =  — ^-±2_,  CUya 


1 1 


J2 

solución  es  t  =  1  ±  J2  ,  siendo  el  punto  de  cruce  (2, 1 ),  m  =  ±-^— 


tl  ’  t\{t\  —  1)  tl(j2  —  1  ) 


E  177-  A  la  curva  x  =  3 12,  y  =  3 í3,  se  le  pueden  trazar  tres  tangentes  desde  un  punto  P(a,(3 )  exterior  a  la 
curva.  Hallar  la  ecuación  del  círculo  que  pasa  por  los  tres  puntos  de  contacto,  y  el  lugar  geométrico  de  P 
para  que  dicho  círculo  sea  de  radio  R. 


Solución:  La  recta:  x  +  Ay  +  B  =  0,  corta  a  la  curva  en  los  puntos  cuyos  parámetros  t  verifican  la 
ecuación:  3 12  +  3 At3  +  B  =  0.  Para  que  sea  tangente  a  la  curva  ha  de  tener  un  contacto  de  2o  orden  con 
ella,  por  lo  que  dos  de  las  tres  raíces  de  esta  ecuación  han  de  ser  iguales,  es  decir:  t\  =  t2  =  t,  1 3  =  0. 
Luego:  2 1  +  9  = 


— 7-,  t2  +  2t9  =  0,  t29  =  -r4-.  De  donde:  t{t  +  20)  =  0,  0  =  A  =  B  =  -t1.  La 
A  _  3  A  2  3 1 


ecuación  de  la  tangente  es:  x  -  -  t2  =  0.  Operando:  3 tx  -  2 y  -  3 13  =  0,  es  decir:  3 ta  -  2/3  -  3 13  =  0. 

Sea  la  ecuación  de  la  circunferencia:  (x  -  a)2  +  (y  -  b)2  -  R2  =  0,  luego:  (3í2  -  a)2  +  (3 12  -  b)2  -  R2  = 
=  9 16  +  9 14  -  6bt2  -  6at2  +  a2  +  b2  -  R2  =  0.  Esta  circunferencia  corta  a  la  curva  en  seis  puntos,  entre 
ellos,  los  tres  de  tangencia,  luego  su  ecuación  se  puede  dividir  exactamente  por  la  de  la  tangente,  siendo  el 
resto  nulo.  Este  resto  es:  [9a(a  +  1 )  -  6a]t2  +  [(a  +  1  )/J  +  a(Jb  +  [})]t  +  +a2  +b2  -  R2  +  A¡3(b  +  ¡3)  =  0. 
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3 a(a  + 1 ) 


,  b  =  -p( 2+  -±-),  y  que: 


Luego  ha  de  verificarse  que  las  coordenadas  del  centro  son:  a  = 

R 2  =  a2  +  b2  +  A¡3{b  +  ¡3)  =  y  a2  (a  +  1  )2  +  ¡32(2  +  La  ecuación  del  círculo  es: 


[x-|a(a  +  l)]2  +  [y  +  2/l+|- J  =  fa2(«  +  l)2  +  J32(2  +  i)2  +  40  (-0 
lugar  pedido  es:  yx2(x  +  l)2  +y2(2  +  -L)  -4y2(l  +  -L)  -  i? 


ti 


-P  -  -L-  ] .  La  ecuación  del 


-i?2  =  0 


E  178-  Dibujarla  curva  x  =  ?  +  r  t  -  ,  y  =  . 

J  t+\  J  2-t 

Solución:  Io)  Asíntotas:  Para  t  =  -1,  x  =  co,  la  asíntota  es:  y  =  0.  Para  hallar  la  posición  de  la  curva,  se 
sustituye  t  =  -1  +  9,  con  lo  que:  yc  -ya  =  -y2-  (figura  A).  Para  t  =  2, y  =  co,  la  asíntota  es:  x  =  y.  Para 

t  =  2  +  9,  se  tiene:  yc  -  ya  =  -y-  (figura  B).  Para  t  =  co,  se  tiene  la  asíntota  general:  y  =  ax  +  b,  siendo 
a  =lim  ^  =  -1,  b  =lim  (y+x)  =  -2,  luego  la  asíntota  es:  y  +  x  +  2  =  0.  La  posición  de  la  curva  está 

t->  00  t-+  co 

dada  por:  yc -ya  =  -y^-  (figura  C).  2o)  La  curva  corta  a:  y  =  0,  en  ^y,0^.  Corta  a:  x  =  y,  en 


y,  24  )•  Y  corta  a:y- 


2  =  0,  en  3o)  Para  t  = 


1  ±  JTJ 


la  curva  tiene  el  punto  doble 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


En  el  dibujo  siguiente  se  presenta  el  entorno  del  punto  doble. 
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E  179-  Dibujar  la  curva  x 


t 

1  -í3  ’ 


y  = 


í  +  i 
t3 


Solución:  Io)  Asíntotas:  Para  t  =  1,  x 
por  t  =  1+0,  con  8 


oo,  siendo  la  asíntota:  y  =  2;  la  posición  de  la  curva  está  dada 
-1 


O,  obteniéndose  que:  yc  -ya  =  -59,  x  =  (figura  A).  Para  t  =  O,  y 

JU 


oo,  siendo 

la  asíntota:  x  =  0;  la  posición  de  la  curva  está  dada  por  t  =  9,  con  0  -»■  0,  obteniéndose  que  xc-xa  =  9, 
1 


y  =  (figura  B).  2o)  Intersección  con  los  ejes:  Para  t  =  oo,  se  tiene  el  punto  de  retroceso  (0,0),  siendo 
-1  la  pendiente  de  la  tangente.  Para  t  =  -1,  se  tiene  el  punto  ^Ap,0^,  siendo  4  la  pendiente  de  su 
tangente.  3o)  Máximos  y  mínimos:  Para  t  =  =  0,  obteniéndose  el  máximo  ^  J. 


4 


Y=2 


*• 


I 

X=0 

- ► 


FigA 


H 

FigB 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente. 


E  180-  Dibujar  la  curva  x 


t4-  1 


,y  = 


t3 

t4  -  r 


Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  XX1.  2o)  Asíntotas:  Para  t  =  ±1,  x  ->■  oo,  y  -»■  oo, 

tratándose  de  asíntotas  generales:  y  =  ax  +  b.  Para  t  =  1,  a  =lim  y  =  1,  b  =lim  ( y-x )  =  luego  la 

asíntota  es:  y  =  x  +  Para  t  =  -1,  la  asíntota  es  la  simétrica:  y  =  -x-  -y.  La  curva  corta  a  estas 

asíntotas  en  los  puntos  en  que  t  =  1  ±  J2  .  3o)  La  curva  corta  a  los  ejes  en  (0,0),  para  t  =  0  y  t  =  oo, 
siendo  los  ejes  las  tangentes.  4o)  En  el  origen  hay  un  punto  de  retroceso  de  tangente  el  eje  OX .  5o)  El 
dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  181-  Dibujarla  curvax  =  cosí, y  =  tany. 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  a  los  dos  ejes,  por  lo  que  es  suficiente  estudiarla  en  el 

intervalo  0  <  t  <  2o)  Para  y  =  y,  la  curva  tiene  por  asíntota  el  eje  YY' .  3o)  La  curva  corta  a  los 

ejes  en  los  puntos  en  que  t  =  y,  t  =  0,  es  decir,  en  los  puntos:  ^0,±-y-^,  (±1,0),  siendo  las  pendientes 

de  sus  tangentes,  respectivamente,  -y,  co.  4o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


Seguidamente  se  presenta  un  dibujo  de  detalle  para  el  intervalo  -2  <  y  <  2. 


E  182-  Dibujar  la  curva  x  =  t cosí, y  =  siní. 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  al  origen.  2o)  No  tiene  asíntotas.  Para  t  =  co,  la  curva  oscila 
entre  -co  <  x  <  +co,  -1  <y  <  1.  3o)  La  curva  corta  a  los  ejes  en  (0,0),  (0, ±1 ),  (±kn, 0),  siendo  la 
pendiente  de  sus  tangentes  -j — ^  >  es  decir,  respectivamente:  1,  0  y  1.  4o)  Los  máximos  y  mínimos  de 

x  corresponden  a  las  raíces  de  la  ecuación:  ítaní  =  1,  es  decir,  t  =  0.86,  3.43,  6.44,  9.53,...  ,  siendo  los 
correspondientes  puntos:  (0.56,0.76),  (-3.29,-0.28),  (6.36,0.15),  (-9.48,-0.10),...  5°)  El  dibujo  de  la 
curva  es  el  siguiente: 
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E  183-  Dibujar  la  curva  x 


3siní,  y 


2  eos 


3 1_ 
2  ' 


Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  a  los  dos  ejes  y  por  tanto  respecto  al  origen.  2o)  Existe 
curva  dentro  del  rectángulo  -3  <  x  <  3,  -2  <  y  <  2.  3o)  No  tiene  asíntotas.  4o)  Para  t  =  n,  la  curva  pasa 
por  el  origen,  siendo  sus  tangentes  y  =  ±x.  5o)  Corta  al  eje XX1  en  los  puntos  correspondientes  a  t  =  -y,  es 


decir 


siendo  ±2  las  pendientes  de  sus  tangentes.  Corta  al  eje  YY1  en  (0, ±2),  que  son 


f  3/3-  \ 

máximo  y  mínimo  de  y.  6o)  Otros  máximos  y  mínimos  de  y,  son:  f  ± — ^ — »±2  1.  Son  máximos  y  mínimos 
de  x,  los  puntos  (±3,±  J2  ) .  T)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  184-  Dibujar  la  curva  x  =  (1  +  cos2í)  sint,  y  =  sin2í-cost. 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  a  los  ejes  coordenados  y  al  origen.  2o)  No  tiene  asíntotas. 
3o)  Corta  al  eje  XX'  en  (0,0)  y  (±1,0).  Corta  al  eje  YY'  en  (0,0).  La  pendiente  de  las  tangentes  es 

v' 

m  =  =  tan t.  Luego,  las  pendientes  de  las  tangentes  en  el  origen  es  0,  siendo  punto  doble.  Las 


pendientes  de  las  tangentes  en  (±1,0)  son  00.  4o)  Los  puntos  >  ± 


476  +UJ_\ 
~  -  9  ) 


,  que  corresponden  a 


JJ 

eos  t  =  ±y— ,  son  puntos  de  retroceso,  siendo  las  pendientes  de  sus  tangentes,  ±J2. 5o)  El  dibujo  de  la 
curva  es  el  siguiente: 


1  1 

E  185-  Dibujarla  curva  x  =  e  eos  t  ,  y  =  e  sin  1  . 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  a  la  primera  bisectriz.  No  hay  curva  para  <  x  <  e,  ni 
para  <  y  <  e.  2o)  La  curva  tiene  las  asíntotas  siguientes:  y  =  -i-,  y  =  e,  x  =  i,  jc  =  e.  3o)  Corta  a  los 
ejes  en  los  puntos  ^-|-,o\  (e,0),  ^0,  (0,e).  4o)  El  punto  ^0,  -|")  es  máximo  de  y;  el  punto  (0,e)  es 

mínimo  de  y.  El  punto  es  máximo  de  x;  el  punto  (e,  0)  es  mínimo  de  x.  5o)  La  curva  corta  a  la 

primera  bisexetriz  en  los  puntos  en  los  que  t  =  ±y,  es  decir:  (e±'^,e±'/2  ),  siendo  -1  la  pendiente  de  sus 
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tangentes.  6o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  186-  Dibujar  la  curva  x  =  <?lan/,  y  =  In  t. 

Solución:  Io)  La  curva  existe  para  t  >  0,  siendo  siempre  x  >  0.  2o)  Asíntota  paralela  a  YY':  Para  t  =  0, 
y  =  -oo,  siendo  la  asíntota:  x  =  1 .  La  curva  la  corta  en  infinitos  puntos,  para  los  que  t  =  kn.  Estos  puntos 
son:  (1 , ln tt),  es  decir:  (1, 1. 145),  (1, 1.838),...  Las  pendientes  de  las  tangentes  en 

estos  puntos,  son:  ,...  3o)  Asíntotas  paralelas  a  XX1:  Para  t  =  +  kn,  x  =  oo,  siendo  las  asíntotas: 

y  =  +  kn\  Luego  hay  infinitas  asíntotas  paralelas  al  eje  XX1.  4o)  La  curva  corta  al  eje  XX  en  el 

punto  en  que  t  =  1,  es  decir  (<?tanl,0),  o  bien  (4.75,0),  siendo  la  pendiente  de  su  tangente 
cot^nl^  =  0.0615.  La  curva  corta  al  eje  YY'  en  los  puntos  en  los  que  t  =  +  kn,  es  decir:  (o,ln-|-^, 

(o,ln  4^-^,...  Las  tangentes  en  estos  puntos  es  el  eje  OY.  5o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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CURVAS  EN  POLARES 


E  187-  Dibujar  la  curva  p  =  siní  •  lní,  co 


t 

i2-r 


Solución:  Io)  La  curva  existe  para  t  >  0.  2o)  Estudio  de  p  =  0:  a)  Para  t  =  0,  p  =lim  (sin lint)  =  0; 


t->  o 


luego  para  t  =  0,  p  =  0,  co  =  0,  que  es  la  tangente  en  el  origen,  b)  Para  t  =  1,  co  =  co,  punto  asintótico  en 


kn 


el  origen,  c)  Para  t  =  kn,  co  = 
anchura  y  creciendo  en  longitui 
perpendículo  es:  8=  lim  psin(ft>  -  a)  =lim  peo  =lim  (sint)lnt 


que  son  tangentes  en  el  origen;  los  lazos  van  decreciendo  en 


k2n2  -  1 

anchura  y  creciendo  en  longitud,  tendiendo  a  co  =  0  como  asíntota.  3o)  Estudio  de  p  =  co:  t  =  co,  co  =  0,  el 

l—  =lim  =lim  =  0; 


a=0,  t-* oo 


t2-  i 


i 


luego  la  asíntota  es:  co  =  0  (se  ha  visto  más  arriba  que  también  es  tangente  en  el  origen).  4o)  Los  valores 
máximos  de  p  satisfacen  la  ecuación:  p'  =  cos/4ní+  =  o,  cuyas  raíces  aproximadas  son:  0.35,  2.2, 

4.8,  7.9,  11.0,  14.2,  17.4,  20.5,  23.6,  26.7,  29.9,...  ,  para  los  que  ( p,co )  toman  los  siguientes  valores: 
(-0.36, -0.4),  (0.64,1.8),  ...(3.3,0.04),  (-3.4,0.03)...  5o)  Tabla  de  valores: 


t 

0 

0.01 

0.02 

0.05 

0.1 

0.3 

0.5 

0.8 

0.9 

1 

1.1 

n/2 

2 

2.5 

p 

0 

-0.046 

-0.078 

-0.150 

-0.23 

-0.356 

-0.33 

-0.16 

-0.082 

0 

0.085 

0.45 

0.63 

0.55 

co 

0 

-0.01 

-0.02 

-0.05 

-0.10 

-0.33 

-0.66 

-2.22 

-4.74 

oo 

5.24 

1.07 

0.67 

0.48 

t 

K 

3tt/2 

2n 

5n/2 

3n 

ln/2 

An 

25n/2 

21  n/2 

\25n/2 

\21k¡2 

1025tt/2 

1027tt/2 

P 

0 

-1.55 

0 

2.06 

0 

-2.40 

0 

3.67 

-3.75 

5.28 

-5.30 

7.38 

-7,39 

co 

0.35 

0.22 

0.16 

0.13 

0.107 

0.09 

0.08 

0.025 

0.024 

0.005 

0.005 

0.0006 

0. 0006 

5°)  El  diagrama  cartesiano  en  el  que  p  se  lleva  en  el  eje  de  abscisas,  y  o  en  el  de  ordenadas,  es  el 
siguiente: 


El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  188-  Dibujar  la  curva  p  =  - — . 

eos  4© 

Solución:  Io)  Simetrías:  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  polar  y  a  su  perpendicular  por  el  polo.  Cada 

cuadrante  es  simétrico  respecto  a  su  bisectriz.  Los  ejes  de  simetría  son:  ©  =  0,  -f-,  -f-, 

o  4  o  2  o  4 

2o)  Asíntotas  en  el  primer  cuadrante:  psin^©--|-^  =  psin^©--^LJ  =  7-, 

3o)  Máximos  y  mínimos  en  el  primer  cuadrante:  co  =  0,  -y.  4o)  Tabla  de  valores: 


© 

0 

n 

8 

n 

4 

3  n 

8 

n 

2 

eos  4© 

1 

0 

-1 

0 

1 

P 

1 

00 

-1 

00 

1 

5o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  189-  Dibujar  la  curva  p  =  a 


sin© 


Solución:  Io)  Simetría:  Respecto  a  la  perpendicular  al  eje  polar  trazada  por  el  polo.  2o)  Para  p  =  0, 

co  =  M-  +  que  son  las  tangentes  en  el  origen.  3o)  Para  p  =  co,  co  =  kn.  4o)  Para  determinar  el 
perpendículo  de  la  asíntota,  se  tiene:  5  =lim  psin©  =lim  a2  cos4©  =  a2,  por  lo  que  la  asíntota  es: 


(ú->0 


ú)->0 


psinco  =  a2. 


5o)  Máximos  y  mínimos  de  p:  p'  =  — (-4sinft)sin4&>  -  coscocos4ft))  =  0,  de  donde 

sin-© 


4tan©tan4©  +1=0,  luego  se  tienen  los  siguientes  valores  de  tan2©:  0.544151  y  0. 122514,  siendo  los 
respectivos  valores  de  ©:  36°24'53"8  y  19°17'28"1.  6o)  Tabla  de  valores: 


co 

0 

n 

8 

n 

6 

n 

4 

7 T 

3 

3  7T 

8 

n 

2 

sin© 

0 

0.38 

0.5 

n 

2 

V3 

2 

0.92 

1 

eos  4© 

1 

0 

-0.5 

-1 

-0.5 

0 

1 

_P_ 
a 2 

co 

0 

-1 

-V2 

-73 

2 

0 

1 

7o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  190-  Se  da  la  curva  p  =  2a eos# sin 20,  siendo  a  >  0.  Io)  Dibujar  la  curva.  2o)  Hallar  el  área  del  bucle  para 
el  que  0  <  0  <  3o)  Hallar  en  función  de  6  la  ecuación  en  cartesianas  de  la  recta  A  perpendicular  a  OM 

en  M  (punto  de  la  curva),  que  corta  a  OX  en  A,  y  a  OY  en  B.  Hallar  el  lugar  geométrico  del  punto  medio  / 
de  AB.  4o)  Hallar  el  volumen  que  engendra  dicho  lugar  al  girar  alrededor  de  OX.  5o)  Hallar  el  lugar  de  los 
puntos  del  plano  por  los  que  pasan  dos  rectas  A  perpendiculares  entre  sí.  6o)  Hallar  la  envolvente  de  A. 

Solución:  Io)  Curva  cerrada,  sin  asíntotas,  simétrica  respecto  a  la  perpendicular  al  eje  polar  por  el  polo. 
En  el  polo,  las  tangentes  son:  0  =  0,6  =  y  (punto  de  retroceso).  Tabla  de  valores: 


e 

0 

n 

6 

n 

4 

n 

3 

n 

2 

2  n 

3 

3  n 

4 

5  n 

6 

n 

eos  0 

1 

73 

2 

72 

2 

1 

2 

0 

-1 

2 

-72 

2 

-73 

2 

-1 

sin  20 

0 

73 

2 

1 

73 

2 

0 

-73 

2 

-1 

-73 

2 

0 

_P_ 

2a 

0 

3 

4 

72 

2 

73 

4 

0 

73 

4 

72 

2 

3 

4 

0 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


2o)  5  =  y  JQ2  p2d6  =  2 a2\2  cos26sin226d6  =  8a2  Jo2  cos40sin26W0  =  8 a2¡2  (cos40  -  cos66)d0  = 

=  4;ra2^-yj-  -  -gjy- ^  =  -y—,  3o)  Se  tiene  que:  OM  =  y-x\&n6,  A  =  xcos 6  +  jsin0  - 

-2acos0sin20  =  0,  H(2asin20, 0),  5(4acos20),  7(asin20,2acos20).  Luego  el  lugar  pedido  es: 
x  =  asin20,  y  =  2acos20,  o  bien,  x2  +  y2  -  2 ay  =  0.  4o)  V  =  na22na  =  2n2ai .  5o)  Ai  =  xcosa  + 
+y  sin  a  -  2a  eos  a  sin  2a  =  0,  A2  =  xcos/1  +  jsin/1  -  2acos/lsin2/l  =  0,  siendo  tanatan/1  = -1.  De 

donde,  haciendo  A  =  tana,  se  tiene:  x  =  -4aA  A  ~  1  .  ,  y  =  — luego  x2  +  y2  -  2 ay  =  0.  6o)  El 

(A2  +  l)2  (A2  +  l)2 

sistema  formado  por  la  ecuación  de  A  y  su  derivada  respecto  a  6,  -xsin0 +ycos0  +  2asin0sin20 - 
-4acos0cos20  =  0,  tiene  por  solución:  x  =  4acos20cos20,  y  =  a  sin  40  -  2a  sin  26  =  -4asin20sin20. 
Eliminando  6,  se  tiene:  (x2  +  y2  +  10ay  -  2a2)"  -  4a(a  +  2 y)3  =  0. 


E  191-  Dibujar  la  curva  p2sin«)  +  2p  +  cosco  =  0. 


Solución: 


Io)  Despejando  p,  se  tiene:  p 


-1  ±  yi 


P  i  = 


-1  +  J\  -  sinocos© 
sinco 


P  2  = 


-1  -  J 1  -  sinco cosco 
sin  co 


-  smeo cosco  „  .  ,  , 

—  - .  Se  dibujan  las  dos  curvas: 

sin  co 

.  2o)  Asíntota:  p  =  7^  .  3o)  Tabla  de 

sin  co 


valores: 


(O 

0 

n 

6 

K 

4 

n 

3 

n 

2 

2? T 

3 

3  K 

4 

5  n 

6 

n 

P  i 

-0.5 

-0.49 

-0.41 

-0.29 

0 

0.23 

0.32 

0.39 

0.5 

P2 

—oo 

-3.51 

-2.41 

-2.02 

-2.00 

-2.54 

-3.15 

-4.39 

— oo 

CO 

In 

6 

5? T 

4 

4n 

3 

3n 

2 

In 

6 

5  n 

3 

In 

4 

1  \n 

6 

2  n 

P\ 

0.49 

0.41 

0.29 

0 

0.49 

-0.23 

-0.32 

-0.39 

-0.5 

P2 

3.51 

2.41 

2.02 

2.00 

3.51 

2.54 

3.15 

4.39 

OO 

4o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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E  192-  Dibujar  la  curva  (co2  —  1 ) p3  —  cop2  +  (co  +  1  )p  -  co2  =  0. 

Solución:  Io)  Diagrama  en  cartesianas:  Se  lleva  p  en  el  eje  de  ordenadas,  y  co  en  el  de  abscisas.  La 

ecuación  dada  es  igual  a:  (p  -  1  )[(co2  -  1  )p2  +  (co2  -  co  -  l)p  +  co2]  =  0.  Por  tanto,  la  curva  dada  está 
integrada  por  la  recta  p  =  1  y  por  la  curva  (co2  -  1  )p2  +  (co2  -  co  -  1  )p  +  co2  =  0,  cuyas  asíntotas  son: 
co  =  ±1,  y  su  tangente  en  el  origen:  p  =  0. 


2o)  Diagrama  en  polares:  a)  Forma  parte  de  la  curva  la  circunferencia  p  =  1.  De  (co2-l)p2 


+(co2  -  co  -  l)p  +  co2  =  0,  se  tiene  p  = 


-co2  +  co  +  1  ±  7-3 co4  -  2co 3  +  3co2  +  2co  +  1 
2(co2  -  1 ) 


.  El  radicando  tiene 


dos  raíces  reales:  -1,22  y  1,084,  por  lo  que  la  curva  es  real  en  el  intervalo  -1,22  <  co  <  1,084.  b)  Para 
hallar  las  asíntotas,  he  de  tenerse  p  =  co,  es  decir:  co2  -  1  =0,  por  lo  que  los  valores  del  ángulo  a, 
formado  por  las  asíntotas  y  el  eje  polar,  son  1  y  -1.  Los  perpendículos  vienen  dados  por  5  =lim  p(co  -  a). 


Para  co  =  1 ,  5  =lim 

Cü=  1 


— co  +  co  +  1  +  7_ 3  co4  —  2co3  +  3co~  +  2  co  +  1 


-co 


co 


2(co2  -  1 ) 

1  -  7 ~3 co4  -  2co3  +  3co2 


(co-  1)  =  j-. 


2co 


Para  co  =  -1,5  =lim 

03=-l 

Luego  las  asíntotas  son:  p  =  „  .  „  _  ,  „  „  .  , 

6  H  2sm(co  -  1)  2sin(co  +  1 ) 

tabla  de  valores  para  la  curva  (co2  -  1  )p2  +  (co2  -  co  -  1  )p  +  co2  =  0,  es  la  siguiente: 


1 


2(co2-  1) 
P  = 


1 


- (co  +  1  )  -  y. 

c)  La  tangente  en  el  origen  es  co  =  0.  d)  La 


co 

-1,22 

-1,2 

-U 

-1 

-0,9 

-0,7 

-0,5 

-0,25 

p 

-1,75 

—2, 31;— 1,42 

—5,11;— 1,13 

l;oo 

-0,92;  4, 65 

—0,81;  1, 18 

-0,77;  0,43 

-0, 82;  0,08 

co 

0 

0,25 

0,5 

0,7 

0,9 

1 

1,05 

1,08 

1,084 

P 

-i;0 

-1,32; 0,05 

— 1, 85;  0, 18 

—2, 73;  0, 35 

-6, 40;  0,67 

l;oo 

1,37;  7, 88 

2, 02;  3, 47 

2,59 
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3o)  El  dibujo  de  la  curva  dada  es  el  siguiente: 


E  193-  Dibujar  la  curva  p  =  — coszt? 

1  +  tan  y 

Solución:  Io)  Asíntota:  a  =  8  =  limpsin(co  -  a)  =  -1.  Luego  la  asíntota  es:  p  =  - .  — r- 

2  sin yco  -  yy  j 

2o)  Tangentes  en  el  origen:  co  =  45°,  135°,  180°,  225°,  315°.  3o)  Tabla  de  valores: 


e 

0o 

o 

o 

45° 

Os 

O 

O 

so 

O 

o 

O 

O 

(N 

135° 

O 

O 

lo 

OO 

O 

O 

210° 

225° 

240° 

eos  2  6 

1 

0.5 

0 

-0.5 

-l 

-0.5 

0 

0.5 

1 

0.5 

0 

-0.5 

tanf 

0 

0.268 

0.414 

0.577 

l 

1.732 

2.414 

3.732 

00 

-3.732 

-2.414 

-1.732 

P 

1 

0.394 

0 

-0.317 

-0.5 

-0.183 

0 

0.106 

0 

-0.183 

0 

0. 683 

e 

270° 

300° 

315° 

330° 

360° 

cos  2  9 

-1 

-0.5 

0 

0.5 

1 

tanf 

-1 

-0.577 

-0.414 

-0.268 

0 

P 

—00 

-1.182 

0 

0. 683 

1 

4o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


a 

COS  ^ 

E  194-  Dibujar  la  curva  p  =  - estudiando  previamente  las  simetrías. 

smf 

Solución:  Io)  Simetrías:  Se  considera  9  ,  con  ^  =  2n  +  1,  obtaniéndose  que  la  curva  es  simétrica 

respecto  al  eje  polar;  considerando  ®  ,  con  k  =  2  n,  se  obtiene  que  la  curva  es  simétrica  respecto  a  la 

perpendicular  por  el  polo  al  eje  polar.  Por  tanto,  la  curva  es  simétrica  respecto  al  polo.  2o)  Asíntotas:  Para 
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n 

eos  y  sin  9 

9  =  0,  p  =  ce.  El  perpendículo  es:  5  =lim  ps’mO  =  =lim  - =  3.  La  ecuación  de  la 

/Q-n  ñ~n  cito  JZ_ 


asíntota  es:  p  =  ?  n  .  3o)  Tabla  de  valores: 

sin# 


9 

0o 

45° 

so 

O 

o 

135° 

O 

O 

OO 

225° 

270° 

315° 

360° 

O 

1 D 
O 
’xf- 

450° 

495° 

540° 

P 

00 

3.570 

1.414 

0. 541 

0 

-0.396 

-0. 707 

-0. 956 

-1,155 

-1.307 

-1.414 

-1.479 

OO 

9 

o 

I/D 
OO 
i r) 

630° 

675° 

720° 

os 

o 

o 

O 

OO 

O 

l/T 

OO 

900° 

945° 

990° 

1035° 

1080° 

P 

-1.479 

-1.414 

-1.307 

-1.155 

-0. 956 

-0. 707 

-0.396 

0 

0. 541 

1.414 

3.570 

OO 

4o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  195-  Dibujar  la  curva  p  =  sino)  •  eos2 -y. 

Solución:  Io)  Intervalos  de  existencia  y  simetrías:  Como  psinco  =  (sinco  •  eos  -y-  ^  >  0,  no  hay  curva 

por  debajo  del  eje  polar.  La  curva  es  simétrica  respecto  a  la  perpendicular  al  eje  polar  por  el  polo.  2o)  No 
tiene  asíntotas.  Curva  cerrada.  3o)  Tabla  de  valores: 


0) 

0° 

30° 

OS 

O 

O 

so 

O 

O 

O 

O 

04 

O 

O 

l/s 

O 

O 

OO 

210° 

240° 

270° 

300° 

330° 

360° 

P 

0 

0.467 

0. 650 

0.5 

0.216 

0.033 

0 

-0.033 

-0.216 

-0.5 

-0.650 

-0.467 

0 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  196-  Dibujar  la  curva  p2  =  a 2  sin30. 

Solución:  Io)  Intervalo  de  existencia  y  simetría:  Siendo  p  =  ±aVsin3@ ,  la  curva  no  tiene  limitación  de 
existencia;  la  curva  es  simétrica  respecto  a  las  siguientes  rectas:  9  =  0o,  ±30°,  ±60°,  90°.  La  curva  es 
simétrica  respecto  al  polo.  La  curva  está  formada  por  seis  lóbulos  iguales,  inscritos  en  la  circunferencia  de 
radio  a.  2o)  No  hay  asíntotas.  La  curva  es  cerrada.  3o)  Tangentes  en  el  origen:  9  =  -y-,  4o)  Máximos  y 

mínimos:  Máximo  de  I  1  =  1;  mínimo  de  I  1  =0.  5o)  Tabla  de  valores: 


9 

0o 

10° 

O 

O 

04 

O 

o 

o 

O 

'ñC 

o 

O 

OS 

O 

O 

P 

a 

0 

0. 707 

0. 931 

l 

0. 931 

0. 707 

0 
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Los  valores  se  repiten  en  intervalos  de  60°.  6o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  197-  Dibujarla  curva  p2  =  a 2  s^n  ^  . 

J  ^  eos# 

Solución:  Io)  Intervalo  de  existencia  y  simetría:  No  hay  curva  para  sin 30  •  eos#  <  0,  es  decir  para 

60°  <  9  <  90°,  120°  <  9  <  180°,  240°  <  9  <  270°,  300°  <  9  <  360°;  la  curva  es  simétrica  respecto  al 

polo;  |  77- 1  =  J  cosé^  4  2°)  Asíntota:  9  =  .  3o)  Tangentes  en  el  origen:  9  =  0o,  60°,  120°.  4o)  Tabla  de 

valores: 


9 

0o 

15° 

30° 

45° 

Os 

O 

o 

so 

O 

o 

o 

O 

O 

110° 

120° 

P 

a 

0 

0. 856 

1.075 

1 

0 

00 

2.233 

1.209 

0 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


Solución:  Io)  Diagrama  cartesiano:  p  en  el  eje  de  abscisas,  9  en  el  de  ordenadas;  simetría  respecto  al  eje 
de  abscisas;  asíntotas:  9  =  0,  p  =  2,  p  =  3. 


2o)  Diagrama  en  polares:  asíntota:  9  =  0°;  círculo  asintótico:  p  =  2;  círculo  asintótico:  p  =  3;  resolviendo 
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la  ecuación  en  p,  se  tiene:  p  =  - ^ - .  3o)  Tabla  de  valores: 


9  ( radianes ) 

0 

0.1 

0.2 

0.5 

1 

2 

3 

4 

5 

10 

20 

50 

00 

J,  +  f 

00 

20.025 

10.050 

4.123 

2.236 

1.414 

1.202 

1.118 

1.077 

1.020 

1.005 

1.008 

1 

P  i 

00 

12.512 

7.525 

4.562 

3.618 

3.207 

3,101 

3.059 

3.039 

3.010 

3.002 

3.001 

3 

P2 

—00 

-7.512 

-2.525 

0.438 

1.382 

1.793 

1.899 

1.941 

1.961 

1.990 

1.998 

1.999 

2 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  199-  Dibujar  la  curva  p  =  a sin3@,  siendo  a  >  0. 

Solución:  Io)  Simetría:  Respecto  a  la  perpendicular  al  eje  polar  por  el  polo.  2o)  Curva  cerrada,  sin 

asíntotas.  3o)  Tangentes  en  el  origen:  9  =  0o,  60°,  120°.  4o)  Tabla  de  valores: 


9 

0o 

10° 

20° 

30° 

O 

O 

O 

O 

i/T 

os 

o 

o 

--4 

O 

o 

O 

O 

OC 

so 

O 

o 

o 

O 

O 

110° 

O 

O 

<N 

P 

a 

0 

0.5 

0.866 

1 

0.866 

0.5 

0 

-0.5 

-0. 866 

-1 

-0. 866 

-0.5 

0 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  200-  Representar  la  función  p  =  -± — . 

l-2cos  6 

Solución:  Io)  No  hay  simetría;  el  ciclo  de  variabilidad  es  2n.  2o)  Asíntotas:  Para  1  -2cos0  =  0, 

0  =  2 kn  ±  60°,  es  decir,  dentro  del  ciclo  de  variabilidad,  se  tiene  que:  9  =  60°,  9  =  300°.  Perpendículo: 

8  =  limpsin(@  -  a);  para  a  =  60°,  5  =  ^ ^  ^  ;  para  a  =  300°,  5  =  ^ ^  .  3o)  Tangentes  en  el  polo: 

9  =  30°  +  2 kn,  9  =  -30°  +  2kn.  4o)  Tabla  de  valores: 


9 

0° 

30° 

60° 

so 

O 

O 

120° 

O 

O 

O 

O 

00 

210° 

240° 

270° 

300° 

330° 

360° 

P 

-1 

0 

co 

-1 

-0.366 

0 

0.333 

0. 732 

1.366 

3 

00 

-2.732 

-1 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


p(0 

E  201-  Dibujar  la  curva  p  = 

Solución:  Io)  No  hay  simetría.  El  ciclo  de  variabilidad  es  -oo  a  +co.  2o)  Asíntota:  co  =  0,  perpendículo 

5  =lim  (  6  |',n  10  )  =  1.  3o)  No  hay  tangentes  en  el  polo.  4o)  Punto  asintótico  para  p  =  0.  5o)  Tabla  de 
®=0  '  ' 
valores: 


co  ( radianes ) 

— OO 

-5 

-2 

-1 

-0.5 

-0.1 

0 

0.1 

0.5 

1 

2 

5 

OO 

P 

0 

-0. 001 

-0068 

-0.367 

-1.21 

-9.05 

CO 

11.05 

3.30 

2.72 

3.70 

29.68 

OO 

6o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


7o)  Seguidamente  se  presentan  cinco  dibujos  correspondientes  al  entorno  del  polo  (punto  asintótico), 
utilizando  diferentes  escalas: 


0.000  1 


-0.0 


E  202-  Dibujar  la  curva  p  =  - - —7 - — ,  co  =  - - —7 - — . 

Solución:  Io)  Diagrama  cartesiano:  co  en  el  eje  de  abscisas,  p  en  el  de  ordenadas.  Asíntotas:  para  t  =  -2, 
co  =  co,  p  =  y;  para  t  =  - 1,  p  =  co,  co  =  para  t  =  1,  p  =  co  =  co,  por  tanto,  se  tiene  que: 
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a  =lim  w  = 

t=  1 

origen:  p  =  co. 


t  +  2 
t+  1 


=  y,  ¿>  =lim  (p  -  -y-^  =  yy,  la  asíntota  es:  p 


=  -y-  -  yy .  Tangente  en  el 


2o)  Asíntotas  en  polares:  Para  t  =  -2,  círculo  asintótico:  p  =  y;  para  í  =  -1, 


co  = 


1 


1 


5  =lim  pico  -  a)  =lim  —  ,w  , 

^1  ^1  i)  L  (t-  1)0  +  2) 

t  =  1,  p  =  co  =  oo,  rama  en  espiral.  3o)  Tabla  de  valores: 


2 


=  -J-,  asíntota:  p  = 

O 


-1 


8  sinoco  +  y  ^ 


-1 

2  ’ 

para 


t 

—oo 

-10 

-5 

-3 

-2.1 

-2 

-1.9 

-1.1 

-1 

-0.9 

0 

0.5 

co 

0 

0.011 

0.056 

0.250 

3.226 

co 

-3.448 

-0.529 

-0. 500 

-0.478 

-0.500 

-0. 800 

p 

0 

0.010 

0.063 

0.125 

0.293 

0.333 

0.383 

4.762 

OO 

-5,263 

-1 

-1.333 

t 

0.9 

1 

1.1 

2 

3 

5 

10 

+00 

co 

-3.449 

co 

3.226 

0.250 

0.100 

0.036 

0. 009 

0 

P 

-5.263 

co 

4.762 

0.333 

0.125 

0. 042 

0.010 

0 

El  dibujo  de  la  curva  en  coordenadas  polares,  es  el  siguiente: 


E  203-  Representar  la  curva  p2  sinco  -  p  +  cos2&>  =  0. 

Solución:  Io)  Ciclo  de  variabilidad:  2n.  2o)  Simetría  respecto  a  la  perpendicular  al  eje  polar  por  el  polo. 
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3o)  Asíntotas:  Como  p  = 
perpendículo  es:  8  =  J 


1  ±  Jl  -  4sin©cos2© 


2  sin  © 


para  p  = 


=  oo. 


=  ±1.  4o)  Tangentes  en  el  polo:  ©  =  ^ 


sin©  =  0.  Luego:  ©  =  0,  co  =  n.  El 
“4^-  5°)  Tabla  de  valores: 


© 

0° 

oo 

o 

o 

o\ 

O 

o 

90° 

O 

O 

<N 

O 

O 
i r) 

O 

O 

OO 

210° 

240° 

270° 

300° 

360° 

Jl  - 4sin©cos2© 

1 

0 

1.653 

2.236 

1.653 

0 

1 

1.414 

- 

- 

- 

1 

Pi 

00 

1 

1,532 

1.618 

1.532 

i 

00 

-2.414 

- 

- 

- 

OO 

P2 

1 

1 

-0.377 

-0.618 

-0.377 

i 

00 

0.414 

- 

- 

- 

1 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  204-  Dibujar  la  curva  p  = 


sin2© 


Solución:  Io)  Simetría  respecto  al  eje  polar  y  a  su  perpendicular  por  el  polo,  por  tanto,  simetría  respecto 


al  polo.  2o)  Asíntotas:  p  =  oo  para  co  =  0;  8  =lim  psin©  =1im 


1 


sin© 


=  oo,  luego  se  trata  de  una  rama 


£0=0  £0=0 

parabólica  según  el  eje  polar.  3o)  Tangente  en  p  =  1,  ©  =  90°,  =  sin©.  El  dibujo  de  la  curva  es  el 

siguiente: 


E  205-  Dibujar  la  curva  p  =  sin 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  polar,  a  su  perpendicular  por  el  polo,  y  respecto  a  las 
dos  bisectrices.  2o)  Es  suficiente  estudiar  la  curva  en  el  intervalo  0  <  6  <  4^- .  3o)  La  curva  es  cerrada,  no 

tiene  asíntotas  ni  ramas  parabólicas.  4o)  Pasa  por  el  polo,  que  es  punto  cuádruple,  con  dobles  tangentes: 

JJ  JJ 

9  =  0,  6  =  y.  Corta  al  eje  polar  en  p  =  ±^— .  Corta  a  su  perpendicular  por  el  polo,  en  p  =  ±^— . 

Corta  a  las  bisectrices  en  p  =  ±y,  p  =  ±1.  5o)  Tabla  de  valores: 
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9 

0o 

30° 

45° 

O 

O 

so 

SO 

O 

O 

120° 

135° 

P 

0 

0.342 

0.5 

0.643 

0^866 

0.985 

1 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  206-  Dibujar  la  curva  p  =  ^cos3 9  . 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  polar.  Variación  de  9\  0  <  9  <  No  tiene  asíntotas 

ni  ramas  parabólicas,  es  cerrada.  2o)  Las  tangentes  en  el  polo,  son:  9  =  30°,  90°,  150°.  3o)  Corta  al  eje 
polar,  además  del  polo,  en  p  =  1,  con  tangente  perpendicular  al  eje  polar.  4o)  Tabla  de  valores: 


e 

0o 

10° 

20° 

O 

O 

o 

O 

50° 

Os 

O 

O 

p 

1 

0.953 

0.794 

0 

-0.794 

-0.953 

-1 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  207-  Dibujar  la  curva  p  =  9tan9. 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  polar.  Variación  de  9:  0  <  9  <  +<x>.  2o)  Tiene  infinitas 

±(f  +kn) 

asíntotas  de  ecuación  p  =  - -  .  .  3o)  Pasa  por  el  polo,  donde  la  tangente  es  el  eje  polar. 

sin  [9  -  kn  -  j 

4o)  Tabla  de  valores: 


e 

0 

7t/6 

7t/4 

7t/3 

n/2 

2tt/3 

37r/4 

5n/6 

K 

p 

0 

0.577 

0.785 

1.814 

00 

-3.628 

-2.356 

-1.511 

0 

e 

ln!6 

5tt/4 

47t/3 

3tt/2 

5k/3 

77t/4 

IItt/6 

2  K 

p 

2.116 

3.927 

7.255 

00 

-9069 

-5498 

3.325 

0 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


fj 

E  208-  Dibujar  la  curva  p  =  tan#  +  tan  -y. 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  a  la  perpendicular  al  eje  polar  por  el  polo.  Variación  de  9: 
0  <  9  <  n.  2o)  Asíntotas:  La  curva  tiene  las  siguientes  asíntotas:  p sin(@  -  n)  =  -2,  psin(0  -  -y)  =  -1  y 

su  simétrica.  3o)  Las  tangentes  en  el  polo  son:  9  =  0,  9  =  4o)  Tabla  de  valores: 


e 

0° 

30° 

45° 

60° 

'sO 

O 

O 

120° 

135° 

150° 

O 

O 

OO 

p 

0 

0.845 

1.414 

2.309 

OO 

0 

1.414 

3.155 

OO 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  209-  Dibujar  la  curva  p 


J 1  +  sin0 

fj 

cos  2 


Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  al  polo.  Variación  de  9:  0  <  9  <  2 n.  2o)  Las  asíntotas  son: 
psin(@  -  n)  =  -2,  y  su  simétrica.  3o)  La  tangente  (doble)  en  el  polo  es:  9  =  y.  4o)  La  intersección  con  el 

eje  polar  es:  p  =  ±1.  La  intersección  con  la  perpendicular  al  eje  polar  por  el  polo,  es:  p  =  ±2.  5o)  La  curva 
tiene  el  punto  doble  (además  del  polo):  9  =  y ,  p  =  J2  ,  y  su  simétrico.  6o)  Tabla  de  valores: 


e 

0° 

30° 

45° 

60° 

O 

O 

120° 

135° 

150° 

o 

O 

OO 

p 

i 

1.268 

1.414 

1.577 

0 

2.732 

3.414 

4.732 

OO 

e 

210° 

225° 

240 

270° 

300° 

315° 

330° 

360° 

p 

-2.732 

-1.414 

-0.732 

0 

-0.423 

-0.586 

-0.732 

1 
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El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  210-  Dibujar  la  curva  p  =  - - — 

1  +  tan  y 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  al  polo.  Variación  de  0:  0  <  0  <  3 n.  2o)  La  curva  tiene  las 
asíntotas:  psin^0-  =  y,  y  su  simétrica.  3o)  La  tangente  (doble)  en  el  polo  (punto  doble)  es: 

6  =  ^r.  4o)  La  curva  corta  al  eje  polar  en:  p  =  1,  p  =  - ,  y  sus  simétricos.  Corta  a  la  perpendicular 

2  1  +  73 

73 

al  eje  polar  por  el  polo,  en:  p  =  — — - ,  y  su  simétrico.  5o)  Tabla  de  valores: 

73  +  1 


e 

0° 

30° 

45° 

60° 

VO 

O 

o 

120° 

135° 

150° 

O 

O 

OO 

210 

240° 

270° 

300° 

330° 

360° 

p 

i 

0.85 

0.79 

0.73 

0.63 

0.54 

0.5 

0.46 

0.37 

0.27 

0.15 

0 

-0.21 

-0.57 

-1.37 

e 

390° 

420° 

450° 

480° 

510° 

540° 

P 

-5.22 

6.22 

2.37 

1.57 

1.21 

1 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  21 1-  Dibujar  la  curva  p  = 


O2-  1 


Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  a  la  perpendicular  al  eje  polar  por  el  polo.  2o)  La  curva  tiene 
dos  asíntotas:  psin(@  ±  1)  =  y.  3o)  Para  p  =  0,  hay  dos  valores  de0:0  =  Oy0  =  co  (punto  asintótico). 


4o)  Intersección  con  el  eje  polar  (además  del  polo):  p  = 


kn 


k2n 2  -  1 

con  la  perpendicular  al  eje  polar  por  el  polo  (además  del  polo):  p  = 


=  0.354,  0. 163,  0. 107,...  Intersección 
=  1.07,0.222,... 


í +kn 


(i +kK)' 


-  1 
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5o)  Tabla  de  valores: 


e 

0 

7t/6 

nt  3 

1 

n/2 

n 

3tt/2 

2  K 

5  K 

1Ü7T 

p 

0 

0.015 

10.84 

oo 

1.07 

0.35 

0.22 

0.16 

0.11 

0.064 

0.032 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


En  el  dibujo  siguiente  se  presenta  un  detalle  del  punto  cíclico  para  el  intervalo  0. 02  <  \p\  <  0. 1. 


E  212-  Dibujar  la  curva  p  =  g  +  _g  . 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  al  eje  polar.  2o)  La  curva  no  tiene  asíntotas  ni  ramas 

parabólicas.  3o)  Para  p  =  0,  9  =  <x>,  luego  el  polo  es  un  punto  asintótico.  4o)  Intersección  con  el  eje  polar: 
p  =  kn  +  _kn  =  0.5,  0.043,  0.00187,...  Intersección  con  la  perpendicular  al  eje  polar  por  el  polo: 

p  =  — — — - — -n  =  0.2,  0.009,...  5o)  Para  9  =  0,  tanF=  <x>.  Para  9  =  tan  V  =  -1.09.  6o)  Tabla  de 

g  2  "™7r  -j-  C  2 

valores: 


e 

0 

n/2 

n 

2n 

p 

0.5 

0.2 

0.043 

0.00187 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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En  el  dibujo  siguiente  se  incluye  un  detalle  del  entorno  del  polo. 


1 

E  213-  Dibujar  la  curva  p  =  e  sin0  . 

Solución:  Io)  La  curva  es  simétrica  respecto  a  la  perpendicular  al  eje  polar  por  el  polo.  Variación  de  0: 
-Ir-  <  0  <  -y.  2°)  Para  6  =  0,  5  =lim  psin0  =  oo,  la  curva  tiene  una  rama  parabólica.  3o)  Como  para 

p  =  0,  =  -oo,  sin0  =  0  -  e,  0  =  0  -  e,  es  decir  la  tangente  en  el  polo  es:  0  =  0.  4o)  La  curva  corta  a 

la  perpendicular  al  eje  polar  por  el  polo,  en:  p  =  e,  y  en:  p  =  5o)  Tabla  de  valores: 


e 

1 

vo 

O 

o 

-60° 

-45° 

-30° 

0o 

30° 

45° 

60° 

bO 

O 

o 

p 

0.368 

0.315 

0.243 

0.135 

OO 

7.389 

4.113 

3.173 

2.718 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  214-  Dibujar  la  curva  p  =  ln (02  -3 0  +  2). 


Solución:  Io)  Existe  curva  para  0  >  2  y  0  <  1.  No  tiene  simetrías.  2o)  La  curva  tiene  dos  asíntotas:  0=1, 
0  =  2.  3o)  Para  0  ->■  ±oo,  p-»oc,  luego  la  curva  tiene  dos  ramas  parabólicas  que  giran  en  sentido  contrario 
alrededor  del  polo,  alejándose  indefinidamente  de  este.  4o)  Intersección  con  el  eje  polar:  0  =  kn, 
p  =  ln {k2n2  -  3kn  +  2),  obteniéndose  los  siguientes  valores: 


0 

-100tt 

—  107 T 

-3  71 

-71 

0 

71 

3  7t 

1  0k 

100tt 

P 

11.509 

6.988 

4.780 

3.058 

0.693 

0.894 

4.136 

6.797 

11.490 

5o)  Intersección  con  la  perpendicular  al  eje  polar  por  el  polo:  0 
valores: 


(2k  +  1  )n 
2 


obteniéndose  los  siguientes 


0 

-199 7T 

-9  n 

-71 

3  7t 

1 1 7T 

101  n 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

P 

11.519 

6.890 

2.217 

2.309 

5.306 

11.500 
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6o)  El  valor  de  tan  V  =  -^-r 
P 


(92  -39  +  2)  •  ln(02 
29-3 


39  +  2 ) 


se  incluye  en  la  siguiente  tabla: 


9 

0 

n 

-71 

3  n 

2 

-3  n 

2 

tan  V 

-0.462 

0.666 

-7.016 

3.620 

-11.253 

V 

-24°,  8 

33°,  65 

-81°,  89 

74°,  56 

-84°,  92 

El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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TIPOS  PARTICULARES  DE  CURVAS 


E  215-  Estudiar  y  dibujar  la  función  y  =  \x\x,  siendo  x  real. 

Solución:  Io)  Para  x  >  0,  la  ecuación  de  la  curva  es:  y  =  xx.  Para  x  <  0,  la  ecuación  de  la  curva  es: 

y  =  (~x)x.  Para  x  =  0  +  e,  y  -*■  1.  Para  x  =  0  -  e,  y  -*■  1.  Siempre  y  >  0.  2o)  Máximos  y  mínimos:  Para 
x  >  0,  y'  =  x*(lnx+  1).  Luego  la  curva  tiene  un  mínimo  para  x  =  -i-  =  0.368,  y  =  -4¡-  =  0.692,  es 

decir  (0.368,0.692).  Para  x  <  0,  y'  =  -x  *(1  +  lnx).  Luego  la  curva  tiene  un  máximo  para  x  =  -¿L  = 

_L  '  y 

=  -0.368,  y  =  e  e  =  1.447,  es  decir  (-0.368,1.447).  3o)  Parax  ->■  +co,  y  -*■  +go,  lim  y  =  +co.  Luego  la 

y  x 

curva  tiene  una  rama  parabólica  según  el  eje  OY.  4o)  Para  x  ->  -qo,  y  ->  0,  lim  =  0.  Luego  la  curva 

X-»— OO 

tiene  la  asíntota:  y  =  0.  5o)  La  pendiente  de  la  tangente  en  (0, 1),  es  para  x  =  0  +  s,  y'  =  -qo,  y  para 
x  =  0  -  s,  y'  =  +co,  siendo  dicho  punto  de  inflexión.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  216-  Dibujar  la  curva  y  =  ex  -  ln|x|. 

Solución:  Io)  Para  x  >  0,  la  ecuación  de  la  curva  es:  y  =  ex  -  lnx.  Para  x  <  0,  la  ecuación  de  la  curva  es: 
y  =  ex  -  ln(-x).  2o)  Máximos  y  mínimos:  Para  x  >  0,  y'  =  ex  -  -i-  =  0.  La  solución  de  esta  ecuación  es 
x  =  0.567.  Luego  la  curva  tiene  un  mínimo  en  (0.567,2.33).  La  curva  no  tiene  máximo.  3o)  Parax  =  0, 
lim  =  qo.  La  curva  tiene  la  asíntota:  x  =  0.  4o)  Para  x  ->■  +co,  y  -»■  +<x>,  lim  \  =  +<x>.  La  curva  tiene  una 
rama  parabólica  según  el  eje  OY.  5o)  Para  x  ->  -qo,  y  ->  -qo,  lim  y  =  0.  La  curva  tiene  una  rama 
parabólica  según  el  eje  OX'.  6o)  La  curva  corta  al  eje  XV,  en  el  punto  (-1.31,0),  siendo  la  pendiente  de  la 
tangente  en  este  punto, y'  =  1 . 03.  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  217-  Dibujar  la  curva  ||x|  -  |y||  =  x3  -y3. 

Solución:  Como  x3  -y3  >  0,  solo  existe  curva  en  la  primera  bisectriz  y  por  debajo  de  ella.  Estudiando  la 
curva  por  cuadrantes,  se  tiene:  Cuadrante  Io:  |x  —  y |  -  |x3  -y3|  =  0,  cp\  =  x -y  =  0,  cp2  =  x3  -y3  =  0, 
(pi  >  0,  (pi  >  0;  de  donde:  (x  -  y )  (x2  +  xy  +  y 2  -  1 )  =  0.  La  curva  está  formada  por  la  primera  bisectriz  y 
por  el  arco  AD.  Cuadrante  2o:  no  hay  curva.  Cuadrante  3o:  <p i  =  -x+y  =  0,  cp2  =  x3  -y3  =  0,  (p\  <  0, 
(p2  >  0,  de  donde:  (x  -  y )  (x2  +  xy  +  y 2  -  1 )  =  0.  La  curva  está  formada  por  la  primera  bisectriz  y  por  el 
arco  BF.  Cuadrante  4o:  cpx  =x+y,  <p2  =  x3 -y3,  pudiendo  ser:  a)  cp{  >0,  q>2  >  0,  de  donde: 
y3  -x3  +X  +y  =  0,  o  bien,  b)  cpi  <  0,  (p2  >  0,  de  donde:  x3  -y3  +x  +  y  =  0.  La  curva  está  formada  por 
los  arcos  OCD  y  OEF.  Resumiendo,  la  curva  está  formada  por  la  primera  bisectriz  en  toda  su  longitud,  y 
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por  los  arcos  AD,  OCD,  BF  y  OEF,  como  se  indica  en  el  dibujo  siguiente: 


Por  tanto,  el  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 


E  218-  Dibujar  la  curva  (y  +  |2x|  -  2)2  +  (y  -  [y |)2  =  0. 

Solución:  Siendo  una  suma  de  dos  cuadrados  igual  a  cero,  cada  uno  de  los  dos  sumandos  ha  de  ser  nulo, 
luego:  y  +  |2x|  -  2  =  0,  y  -  |y|  =  0.  De  la  primera  igualdad  se  tiene  que:  |2x|  =  2  -y,  de  donde:  2  -y  >  0, 
y  <  2.  De  la  segunda  igualdad  se  tiene  que:  [y|  =  y,  luego:  y  >  0.  Por  tanto,  0  <  y  <  2.  Para  x  >  0,  se 
obtiene  de  la  primera  igualdad,  la  recta:  2x+y-2  =  0,  y  para  x  <  0,  la  recta:  2x-y  +  2  =  0.  De  la 
primera  recta  es  solución  el  segmento  AB,  siendo  .4(0,2)  y  5(1,0).  De  la  segunda  recta  es  solución  el 
segmento  AC,  siendo  C(-l,  0).  La  curva  está  formada  por  los  segmentos  AB  y  AC. 


E  219-  Dibujar  la  curva  de  valores  absolutos  |x2  +y2  -  4|  +  |x  -y |  -  |x  +  y  -  1 1  =  0. 

Solución:  Io)  Se  dibujan  las  curvas  <p\  =  x2  +y2  -4  =  0,  cp2  =  x-y  =  0,  cp2  =  x  +  y-  1  =  0.  2o)  Se 

halla  el  signo  de  cada  una  de  las  ocho  regiones  que  delimitan  en  el  plano.  Estos  signos,  recuadrados,  se 
han  incluido  en  el  dibujo,  en  cada  región.  3o)  En  la  región  definida  por:  cp\  >  0,  <p2  >  0,  <p3  <  0,  se  dibuja: 
f\  =  +(x2  +y2  -  4)  +  (x  -y)  -  [-(x  +  y  -  1 )]  =  x2  +y2  +  2x  -  5  =  0,  obteniéndose  el  arco  AD.  4o)  En  la 

región  definida  por:  cpi  >  0,  cp2  <  0,  cp 3  <  0,  se  dibuja:  f2  =  +(x2  +y2  -4)  -  (x-y)  -  [-(x+y  -  1)]  = 

=  x2  +y2  +  2y  -  5  =  0,  obteniéndose  el  arco  AB.  5o)  En  la  región:  cpi  >  0,  cp2  >  0,  ^3  >  0,  se  dibuja: 

/3  =  +(x2  +y2  -  4)  +  (x  -y)  -  [+(x  +  y  -  1 )]  =  x2  +y2  -  2y  -  3  =  0,  obteniéndose  el  arco  GH.  6o)  En  la 

región:  cp\  >  0,  cp2  <  0,  <p3  >  0,  se  dibuja:  /4  = +(x2 +y2  -  4)  -  (x -y)  -  [+(x +y  -  1 )]  =  x2 +y2 - 

-2x  -  3  =  0,  obteniéndose  el  arco  FG.  7o)  En  la  región:  (p\  <0,  cp2  <  0,  <p3  >  0,  se  dibuja  f\, 
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obteniéndose  el  arco  FE.  8o)  En  la  región  definida  por:  <p  i  <  0 ,(p2>  0,  cp3  >  0,  se  dibuja  f2,  obteniéndose 
el  arco  EH.  9o)  En  la  región  definida  por:  cp\  <  0,  cp2  <  0,  cp3  <  0,  se  dibuja f3,  obteniéndose  el  arco  BC. 
10°)  En  la  región  definida  por:  (pi  <  0,  cp2  >  0,  cp3  <  0,  se  dibuja /4,  obteniéndose  el  arco  CD.  11°)  La 
curva  pedida  está  formada  por  los  dos  cuadriláteros  curvilíneos  ABCD  y  EFGH ,  como  se  indica  en  el 
dibujo  siguiente. 


Y 


E  220-  Dibujar  la  curva  de  valores  absolutos  |x  +  y  -  3|  +  |2x  -  2y  +  6\  +  2y -x  =  5. 

Solución:  Io)  Se  dibujan  las  rectas  (pi  =  x  + y  -  3  =  0,  cp2  =  2x  -  2>y  +  6  =  0.  2o)  Se  halla  el  signo  de 
cada  una  de  las  cuatro  regiones  que  estas  rectas  delimitan  en  el  plano.  3o)  En  la  región  (p  i  >  0,  cp2  >  0,  se 
dibuja:  /j  =  +(x  +  y  -  3)  +  (2x  -  3y  +  6)  +  2y -x  -  5  =  2x  -  2  =  0,  luego:  fi=x-í=0.  4o)  En  la 
región  (p\  <0,  cp2  >  0,  se  dibuja:  f2  =  -(x  +y  -  3)  +  (2x  -  3y  +  6)  +  2y  -x  -  5  =  -2_y  +  4  =  0,  luego: 
f2  =  y  -  2  =  0.  5o)  En  la  región  q> i  <  0,  cp2  <  0,  se  dibuja:  /3  =  -(jc  +  y  -  3)  -  (2x  -  3y  +  6)  + 
+2y-x-5  =  -4x  +  4y-8  =  0,  luego:  f3  =x -y  +  2  =  0.  6o)  En  la  región  (p¡  >  0,  cp2  <  0,  se  dibuja: 
/4  =  +(x  +  y  -  3 )  -  (2x  -2>y  +  6)  +  2y  -x  -  5  =  -2x  +  6y  -14  =  0,  luego:  /4  =  x  -  3y  +  7  =  0.  7o)  Las 
intersecciones  de  las  rectas: /i,/2,/3,./4,  dan  los  cuatro  puntos:  ^4(1,2),  5(0,2),  y  D^l,  y  El 

cuadrilátero  ABCD  es  la  curva  pedida. 
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E221-  Estudiar  la  función  y  =  \E(x)~\x,  en  el  intervalo  1  <  x  <  4.  Dibujarla  e  indicar  la  naturaleza  de  sus 
discontinuidades. 

Solución:  Cuando  x  toma  valores  en  el  intervalo  1  <  x  <  2,  la  función  permanece  constante,  igual  a  1 .  En 
el  intervalo  2  <  x  <  3,  la  función  es  la  exponencial  y  =  2X.  En  el  intervalo  3  <  x  <  4,  la  función  es  la 
exponencial  y  =  3*.  Por  tanto,  la  curva  solo  es  discontinua  en  los  valores  enteros  de  x,  siendo  la 
discontinuidad  de  primera  especie.  El  dibujo  de  la  curva,  en  el  que  las  ordenadas  no  conservan  la  escala, 
es  el  siguiente: 


E  222-  Representar  la  función  de  valores  enteros  E(x)  +  E(y )  =  E(x  +y). 

Solución:  Se  divide  el  plano  en  escaques  de  lado  la  unidad,  a  partir  del  origen.  Siendo  {a,  ¡5)  las 

coordenadas  de  un  punto  respecto  al  vértice  inferior  izquierdo  del  escaque  en  que  está  situado  (es  decir: 
0  <  a  <  1,  0  <  f3  <  1),  las  coordenadas  de  dicho  punto  respecto  al  origen  de  coordenadas,  se  exponen 
seguidamente  para  cada  cuadrante:  Io)  Primer  cuadrante:  x  =  E(x)  +  a,  y  =  E(y)  +  (3,  E(x+y)  = 
=  E[E(x)  +  a  +  E(y)  +  ¡5]  =  E(x)  +  E (y)  +  E(a  +  ¡3).  Para  un  escaque  determinado,  la  curva  corresponde 
a  la  parte  rayada,  en  la  que:  E{a  +  ¡3)  =  0.  2o)  Segundo  cuadrante:  x  =  -E{x)  +  a,  y  =  E(y)  +  ¡3, 
E{x  +  y)  =  E[-E{x)  +  a  +  E{y>)  +  ¡3]  =  -E{x)  +  E{}’)  +  E{+a  +  ¡3).  Para  un  escaque  determinado,  la  curva 
corresponde  a  la  parte  rayada,  en  la  que:  E(a  +  (3)  =  0,  como  en  el  primer  cuadrante.  3o)  Tercer  cuadrante: 
la  solución  es  la  misma  que  en  los  dos  casos  anteriores,  puesto  que  siendo:  x  =  -E(x)  +  a,  y  =  - E(y )  +  f3, 
se  tiene  que:  E(x+y)  =  E[-E(x)  +  a  -  E (y)  +  [3]  =  -E{x)  -  E(y)  +  E{a  +  ¡3).  4o)  Cuarto  cuadrante:  la 
solución  es  la  misma  que  en  los  casos  anteriores,  pues:  x  =  E(x)  +  a,  y  =  -E (y)  +  ¡3,  por  tanto  se  tiene 
que:  E(x  +y)  =  E[E(x)  +  a  -E(y)  +  ¡3]  =  E{x)  -  E{y)  +E{a  +  ¡3).  5o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el 
siguiente: 


218 


E  223- 


Dibujar  la  curva  de  valores  enteros 


E(x) 

E(y) 


X_ 

y  • 


Solución:  Se  divide  el  plano  en  escaques  cuadrados  de  lado  la  unidad.  Io)  Primer  cuadrante:  Como  en  el 
problema  anterior  E  222,  se  tiene  que:  x  =  E(x)  +  a,  y  =  E(y )  +  ¡3;  luego,  situando  el  origen  en  el  vértice 

a  _  E(x) 


inferior  izquierda  de  un  escaque, 


que  es  la  ecuación  de  una  recta  que,  para  valores  dados  de 


P  Eiy) 

E(x)  y  de  E(y),  parte  del  origen.  En  el  primer  escaque,  todo  él  es  solución  (está  rayado  en  la  figura).  En  el 
resto  de  escaques  adyacentes  al  eje  OX,  la  solución  es  el  propio  eje  OX.  En  los  escaques  adyacentes  al  eje 
OY,  la  solución  es  el  propio  eje  OY.  En  los  escaques  atravesados  por  la  primera  bisectriz,  la  solución  es  la 
propia  bisectriz.  En  cualquier  otro  escaque,  la  solución  corresponde  al  segmento  (comprendido  dentro  del 
escaque)  de  la  recta  que  une  el  origen  O  con  el  vértice  inferior  izquierdo  de  dicho  escaque.  2o)  Cuarto 

cuadrante:  x  =  E(x)  +  a,  y  =  - E(y )  +  [3;  luego:  E(y)  =  E[-E(y)  +  (3]  =  ~E(y),  =  ~a~-  Para  l°s 

E[}’)  p 

escaques  adyacentes  a  la  parte  negativa  OY' ,  del  eje  vertical,  la  solución  es  OY' .  En  cualquier  otro 
escaque,  la  solución  corresponde  al  vértice  inferior  izquierdo.  3o)  Segundo  cuadrante:  x  =  -E(x)  +  a, 

T?  (  \ 

y  =  E(y)  +  p,  =  -jj.  Para  los  escaques  adyacentes  a  la  parte  negativa  del  eje  JO*,  la  solución  es  el 

propio  eje  OX'.  Para  los  restantes  escaques,  la  solución  es  el  vértice  inferior  izquierdo  de  dicho  escaque. 

77»  /  \ 

4o)  Tercer  cuadrante:  x  =  -E(x)  +  a,  y  =  -E(y)  +  [3,  ,  =  Para  los  escaques  atravesados  por  la 

~E  (y)  p 

primera  bisectriz,  la  solución  es  la  propia  bisectriz.  En  cualquier  otro  escaque,  la  solución  corresponde  al 
segmento  (comprendido  dentro  del  escaque)  de  la  recta  que  une  el  origen  O  con  el  vértice  inferior 
izquierdo  de  dicho  escaque.  5o)  El  dibujo  de  la  curva  es  el  siguiente: 
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Geometría  Analítica  del  Espacio 


Sección  F  -  ELEMENTOS.  LUGARES  GEOMÉTRICOS 


F  1-  Las  coordenadas  de  un  punto  referidas  a  unos  ejes  rectangulares  OXYZ,  son  (-1,2,3)-  Hallar  las  nuevas 
coordenadas  cuando  se  toman  unos  ejes  OXY'Z'  con  las  siguientes  condiciones:  el  origen  es  el  mismo,  el 

ángulo  XA  =  60°,  el  ángulo  X7  =  45°,  sabiendo  que  el  eje  Y1  está  situado  en  el  plano  XO Y. 

Solución:  Sean:  a', a", a'",  los  cosenos  de  los  ángulos  que  forma  el  eje  OX  con  los  nuevos  ejes 

OX  ,OY'  ,OZ' .  Sean:  b' ,b" ,b'",  los  análogos  correspondientes  al  eje  OY.  Sean:  c',c",c"',  los  del  eje  OZ.  Se 


J2 


c"  =  0.  Se  tiene:  a' 


y'2  +  c'2  =  1,  de  donde:  c'  =  ±y  (para  los  cálculos 
JJ 

siguientes,  se  toma  el  signo  +);  c 12  +  c"2  +  c'"2  =  1,  de  donde:  c"'  =  ±A>—  (para  los  cálculos  siguientes,  se 


conocen:  a'  =  y,  b'  =  ^ 


toma  el  signo  +);  b'c' +  b"c"  +  b"'c'"  =  0,  de  donde:  b"' = - 
73 


76 


Jll  2 


Jll  2 


a"'  =  - 


(  el  signo  +  no  es  válido,  pues  en  este  caso:  a  a 


6 

b'b'" 


c  2  =  1,  de  donde: 


■c'c"’  *  0 )■  a'2  +  a"2  +  a"'2  =  1,  de 


76  ÍJ 

donde:  a "  =  +—3— ;  a'b'  +  a"b"  +  a"'b"'  =  0,  de  donde:  b "  =  ±-y— -  Con  estos  resultados  se  completa  el 

cuadro  siguiente,  en  el  que  se  han  escrito  con  tipos  mayores  las  letras  a',b',c ",  correspondientes  a  los 
datos  iniciales  conocidos: 


X 

y 

Z 

y 

X 

a-J 

b=4- 

C’=± 

2 

y 

y 

„  _  76 

a  =+  3 

c”=o 

z’ 

75" 

a  =-—r~ 

6 

75" 

C  =  2 

Los  datos  pedidos,  son:  x'  =  -1  •  y  +  2  •  -y-  +  3  •  y  =  1  +  72 ;  y'  =  -1  •  +  ^  +  2  •  +  ^  +  3  •  0  = 

,  76"+275"  /  ,  -75"  o  -76"  o  75"  5J3-J6  T  .  ,  , 

=  ± - » - ;  z  =  - 1  •  — t - b  2  •  — 7 - b  3  •  —= —  =  - ^ - .  Luego  las  nuevas  coordenadas 

3  o  o  ¿  3 

J  .  7,  ,  pt  J.  76  +  275"  5JJ  -J6  \ 

del  punto,  son:  11  +  y2  ,± - ^ ^ -  )• 


F  2-  Se  consideran  unos  ejes  oblicuos  OXYZ ,  tales  que  los  ángulos  que  forman  entre  sí,  son  todos  iguales  a 
60°.  Se  considera  una  recta  que  forma  con  OX  y  OY  ángulos  de  45°.  Hallar  el  ángulo  que  forma  con  OZ. 


Solución:  Siendo  A  =  XY,  ¡u  =  YZ,  v  =  ZX ,  y  siendo  a, ¡3, y  los  ángulos  que  la  dirección  dada  forma  con 


1 

1 

1 

72 

1 

cosA 

cosv 

cosa 

2 

2 

2 

los  ejes,  se  tiene: 

eos  A 

1 

COS  jU 

eos  P 

=  0,  es  decir: 

1 

2 

1 

1 

2 

72 

2 

cosv 

COS  P 

1 

eos  y 

1 

1 

1 

X 

cosa 

cosfi 

cos  y 

1 

2 

2 

72 

2 

72 

2 

X 

1 

x  =  eos  y.  Operando,  se  obtiene: 

-3  2 
4  * 

72 

+  2  x 

=  0,  cuyas  raíces  son  x\ 

=  o, 

X2  = 

272 

3 

=  0,  siendo 


.  Luego,  para 
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cosy  =  O,  7  =  y-;  y  para  cosy  =  — ^ — >  7  =  19°28'16". 

F  3-  Se  considera  un  triángulo  ABC,  cuyos  vértices  tienen  las  siguientes  coordenadas:  A(  1,2, -3),  5(2, 0,-5), 
C(-4,3, 1 ).  Io)  Hallar  las  coordenadas  de  estos  vértices  cuando  se  toman  unos  nuevos  ejes  que  cumplen 
las  siguientes  condiciones:  el  nuevo  origen  es  el  punto  0'(-4,3,2),  y  los  ejes  son  paralelos  a  los  antiguos, 
pero  sus  sentidos  positivos  son  los  opuestos  a  los  antiguos.  2o)  Hallar  las  coordenadas  del  baricentro  G. 


Solución:  Io)  A  :  [-(1 +4),  (3 -2), -(-3 -2)]  =  (-5,1,5);  B  :  [-(2 +  4),(0  +  3),-(-5 -2)]  = 

=  (-6, 3, 7);  C  :  [(-4  +  4),  (3  -  3 ),  — (1  -  2)]  =  (0,0, 1 ).  2o)  En  los  ejes  iniciales,  y,  en  los 

ejes  nuevos,  G^^y-,  y,  -y-). 


F  4-  Dada  la  curva  x2  +  y2  -z2  =  4,  2x  -  3 y  +  z=  1,  hallar:  Io)  Las  ecuaciones  de  sus  proyecciones  sobre 
los  planos  coordenados.  2o)  Las  trazas  de  la  curva  con  dichos  planos. 

Solución:  Io)  La  proyección  sobre  el  plano  z  =  0,  es:  (1  -  2x  +  3y)2  =  x2  +y2  -  4,  es  decir: 

3x2  +  8 y2  -  12 xy  -  4x  +  6y  +  5  =  0,  z  =  0.  Las  restantes  proyecciones  sobre  los  planos  y  =  0,  x  =  0,  son: 
13x2  -  8z2  +  4xz  -  4x  -  2z  -  35  =  0,  y  =  0;  13y2  -  3z2  -  6 yz  +  6y  -  2z  -  15  =  0,  x  =  0.  2o)  Para  el  plano 

2  ±  3-/5T  -3  ±  2/5T 


z  =  0,  se  resuelve  el  sistema:  2x  -  3 y  =  1,  x2  +y2  =4,  siendo  las  trazas 


13 


13 


,0 


Las  restantes  trazas  son: 
últimas  trazas  no  son  reales. 


2±  J-ñ  A  -1  +2V-TT 


,0, 


-3±VYn 


Estas  dos 


F  5-  Dada  la  curva  de  ecuaciones  xyz-x2-y2+z 2  =  0,  x2+x  +  y  +  z  =  0,  hallar:  Io)  La  ecuación  del 
cilindro  proyectante  sobre  el  plano  XY.  2o)  Las  ecuaciones  de  la  proyección  sobre  XZ.  3  o)  Las  trazas  con  el 
plano  YZ. 

Solución:  Io)  La  ecuación  del  cilindro  proyectante,  es:  xy(-x2  -x -y)  -x2  -y2  +  (-x2  - x-y)2  =  0,  es 
decir:  x3  -  x2y  +  2x2  +  xy  -y2  +  2y  =  0.  2o)  y  =  0,  x3  +  x2z  +  2x2  +  3xz  +  z2  +  2x  +  2z  =  0.  3o)  x  =  0, 

y  +  z  =  0;x  =  0,y-z  =  0  (ecuaciones  de  las  dos  bisectrices  de  YOZ,  situadas  en  el  plano  x  =  0). 

F  6-  Demostrar  que  si  una  recta  forma  ángulos  iguales  con  tres  semirrectas  de  un  plano,  es  perpendicular  a 
dicho  plano. 


Solución:  Sea  el  plano  z  =  0.  Sean  los  cosenos  directores  de  las  tres  rectas  de  dicho  plano  (ai,6%0), 
(«2, ¿2,0),  (<23,63,0).  Y  sean  ( a,fi,y )  los  de  la  recta  cuya  perpendicularidad  se  estudia.  Se  tiene  el 
sistema:  a\a  +  bip  +  0  •  y  =  a2a  +  b 2p  +  0  •  y  =  a2a  +  b2p  +  0  •  y  =  cos90°  =  0,  de  donde:  a  =  P  =  0. 
Como  a2  +  P2  +  y2  =  1,  y  =  1.  Como  los  cosenos  directores  de  z  =  0,  son  (0, 0, 1 ),  se  tiene  que,  siendo  V 
el  ángulo  de  la  recta  con  el  plano  z  =  0,  sinF=0*0  +  0*0+l  -1  =  1,  por  lo  que  V  =  90°. 

F  7-  Dada  la  curva  x2  +  y2  +  z2  =  4,  x  -y  +  2z  =  3,  hallar:  Io)  La  ecuación  del  cilindro  proyectante  sobre  el 
plano  XY.  2o)  Las  ecuaciones  de  la  proyección  sobre  YZ.  3o)  Las  trazas  con  YZ. 


Solución:  Io)  Ecuación  del  cilindro  proyectante  sobre  el  plano  XY:  5x2  +  5y2  -  2 xy  -  6x  +  6y  -  7  =  0. 

2o)  Ecuaciones  de  la  proyección  sobre  XZ\  y  =  0,  2x2  +  5z2  +  4xz  -  6x  -  12z  +  5  =  0.  3o)  Trazas  con  YZ: 

Q  -3  ±2/¡T  6±  /jT 


F  8-  Hallar  la  ecuación  del  plano  que  pasa  por  el  punto  ( 1 , 3 , 2 )  y  es  perpendicular  a  la  recta  2x  +  3 y  -  z  =  1 , 
x  -y  +  3z  =  2. 


Solución:  Los  parámetros  directores  de  la  recta  vienen  dados  por: 


3  -1 
-1  3 


2  -1 

1  3 


=  -7, 


=  -  5.  La  ecuación  del  plano  pedido,  es:  8(x  —  1)  —  7(y— 3)  —  5(z  -  2)  =  0,  es  decir: 


8x  -  ly  -  5z  +  23  =  0. 


F  9-  Dados  los  puntos  M i  (2, 1,-1),  M2(- 3,0,2),  hallar  la  ecuación  del  plano  que  pasa  por  dichos  puntos  y  es 
perpendicular  al  plano  proyectante  de  M\M2  sobre  XOY. 
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Solución:  M  ¡  M2  =  x  ^ 


y- 1  _  z+  1 


^  ^  ^  ,  cuyo  plano  proyectante  es:  3x  -  15y  +  4  =  0.  Los  planos 

que  pasan  por  M\M2,  son:  3x  +  5z  -  1  +  2(3y  +  z  -  2)  =  0,  es  decir:  3x  +  3 Ay  +  (5  +  2)z  -  1  -  22  =  0. 
Por  ser  perpendiculares  ambos  planos,  se  tiene:  3  •  3  -  15  •  32  =  0,  de  donde:  2  =  y.  El  plano  pedido  es: 
15x  +  3y  +  26z  -7  =  0. 

F  10-  Dado  el  punto  ( 1, 2, — 1 ),  la  recta  2x  +  3y-z  =  1,  x-2 y  =  0,  y  el  plano  x  +  y  +  Az  =  0,  hallar  la 
ecuación  de  la  recta  que  pasa  por  dicho  punto,  es  paralela  al  plano  dado,  y  se  apoya  en  la  recta  dada. 
Poner  la  ecuación  de  la  recta  en  forma  continua. 

Solución:  Coordenadas  de  un  punto  genérico  de  la  recta  dada:  (22, 2, 72  -  1 ).  Ecuaciones  de  la  recta  que 
pasa  por  el  punto  dado  y  por  el  punto  genérico:  *  ~  ,  =  4 — =  z7.  .  La  condición  de  paralelismo 
con  el  plano  dado,  es:  22  -  1  +  2  -  2  +  4  •  72  =  3 12  -  3  =  0,  de  donde:  2  =  y p  Luego  la  ecuación  de  la 

.  x  - 1  _  y  ~  2  _  z  + 1 


recta  en  forma  continua,  es: 


-25 


-59 
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F  11-  Hallar  las  ecuaciones  de  la  recta  que  pasa  por  el  punto  (1,-1, 3)  y  es  perpendicular  al  plano 
2x  +  5y  +  z  -  1  =0,  determinando  las  coordenadas  del  punto  de  corte  con  el  plano. 


Solución:  Ecuación  de  la  recta: 


.  x-  1  _  Z±i  _  z- 


-A  Punto  de  intersección:  (  44 ,  -A  44  ]. 
1  V  15  o  3U  / 


F  12-  Un  triángulo  de  lados  a,b,c,  tiene  los  puntos  medios  de  los  lados,  situados  sobre  los  ejes  X,Y,Z 
respectivamente.  Calcular  las  coordenadas  de  los  vértices. 

Solución:  Las  coordenadas  de  los  puntos  medios  son:  (a, 0,0),  (0, /3, 0),  (0,0, y),  y  las  de  los  vértices 
son:  ( a,¡3,-j ),  {-a,¡3,y),  (a, -(3,  y).  Como  {a  +  a)2  +  {¡3  -  ¡3)2  +  {-j  -  j)2  =  Aa2  +  Aj2  =  b2 ,  y  sus 

I  2 

análogas,  4a2  +  A/32  =  c2,  A¡32  +  4y2  =  a2,  se  tiene:  a  =  ±  J 
2  +  b2-c2 


-  b2 
8 


P  =  ± 


a2  -  b2  +  c2 
8 


y  =  ± 


8 


.  Hay  ocho  soluciones  según  los  siguientes  conjuntos  de  signos:  (+  +  +),  ( - ), 


(+  +  -),  (  h),  (-  +  +),  (-1  ),  (-1  h),  (-  +  -). 

F  13-  Hallar  las  ecuaciones  de  una  recta  que  se  apoya  en  la  recta  x  =  3 y  =  -5 z,  y  en  la  recta  x  +  2y  -  Az  =  1, 
2x  -  y  -  3z  =  0,  y  es  paralela  a  la  recta  3x  -  5y  +  7z  =  0,  x  +y  -  2z  =  0. 

Solución:  La  ecuación  del  haz  de  planos  que  pasan  por  la  segunda  recta  dada,  es: 

x  +  2y  -  Az  -  1  +  2(2  x-y  -  3z)  =  (1  +  22  )x  +  (2  -  2  )y  -  (4  +  32)z  -1=0.  Los  parámetros  directores  de 
la  tercera  recta  dada,  son:  (3, 13,8).  La  condición  de  paralelismo  entre  el  plano  y  dicha  tercera  recta,  es: 
3(1  +  22)  +  13(2  -  2)  -  8(4  +  32)  =  0,  de  donde  se  obtiene:  2  =  yp  Luego  la  ecuación  del  plano  es: 

25x  +  65y-  1 1 5z  —31  =  0,  cuya  intersección  con  la  primera  recta  dada,  es:  ^09~’  1045  )' 

93  „  31  „  ,  93 


ecuación  continua  de  la  recta  pedida  es: 


x  - 


209 


y- 


209 


1045 


13 


8 


F  14-  Se  conocen  las  coordenadas  (xg,yg,zg)  del  centro  G  de  un  triángulo  equilátero,  y  las  de  uno  de  sus 
vértices  A(a,¡3, y).  Hallar  las  de  los  otros  dos  vértices. 

Solución:  Las  coordenadas  del  punto  medio  A'  del  lado  opuesto  al  vértice  A  son  conocidas, 

3xg^  a  ,  3 yg^  f3  ,  3zg^  y  \  agj  como  ja  distancia  R  de  los  vértices  B  y  C  a  A'  que  es  igual  a 

-J(xg  -  a)2  +  (yg  -  (3)2  +  (zg  -  y)2  .  Por  tanto,  B  y  C  son  puntos  diametralmente  opuestos  en 

v3  2 

la  circunferencia  intersección  de  la  esfera  de  centro  A'  y  radio  R ,  con  el  plano  que  pasando  por  A'  es 
perpendicular  a  AA',  por  lo  que  hay  infinitas  soluciones.  Tomando  A'  como  origen  de  coordenadas,  y  AA' 
como  eje  de  las  X,  las  coordenadas  de  A  son  (a,  0,0),  R  =  — la  esfera  es:  y 


AA' 


73 

perpendicular  a  AA'  es  x  =  0.  Las  coordenadas  del  punto  B  son:  (  0 
„nn.  (  n  -nsinfl  -a  eos  9  \ 

A’  73  ’  73  / 


z2  =  ■y — ,  y  el  plano 


usinfl  ci  eos  9 

73  ’  73 


y  las  del  punto  C 
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F  15-  Se  da  la  recta  2x  +  3y  -  Az  =  1,  x  -  2y  -  3z  =  O,  y  la  recta  x  +y  -  7z  =  O,  4x  +  3y  =  3.  Hallar  las 
ecuaciones  de  la  perpendicular  común  y  el  valor  de  la  mínima  distancia. 


Solución:  Las  ecuaciones  en  forma  continua,  de  las  dos  rectas  dadas,  son: 


.  x  +  i  _  y  -  1 


x+  18  _  y-2 5 


17 


-2 


7 


-21  28 
de  los  dos  planos  siguientes: 

x  +  7  y-  1  z  +  3 

17  -2  7 


=  z  -  1.  Las  ecuaciones  de  la  recta  pedida  corresponden  al  conjunto  de  las  ecuaciones 


-2  7 

7  17 

17 

-2 

28  1 

1  -21 

-21 

28 

x  +  7  y  -  1  z  +  3 
7-2  7 

-198  -164  434 


=  0, 


x  +  18  y  -  25  z  —  1 
— 2 1  28  1 
_198  -164  434 


=  0.  La  mínima  distancia  es: 


-18  +  7  25  -  1  1  +3 
17  -2  7 

-21  28  1 


V 1 982  +  1642  +  4342 


=  0,0436. 


F  16-  Hallar  la  ecuación  del  plano  simétrico  del  plano  x  +  2y  -  3z  =  1,  respecto  de  la  recta  x  =  y  =  z. 

Solución:  Siendo  el  plano  dado  paralelo  a  la  recta  dada,  la  ecuación  del  plano  simétrico  es  de  la  forma 
x  +  2y  —  3z  —  m  =  0.  Este  plano  pasará  por  el  punto  simétrico  de  un  punto  cualquiera  del  plano  dado.  Sea 
este  punto  (1,0,0),  y  su  simétrico  respecto  al  punto  (0,0,0)  de  la  recta  dada,  es  (-1,0,0).  Luego: 
-1  -  m  =  0,  m  =  -1.  El  plano  simétrico  es:  x  +  2y  -  3z  +  1  =0. 


F  17-  Hallar  las  ecuaciones  de  la  recta  simétrica  de  la  recta  x  +  3y  -  z  =  3,  2x  -  y  +  z  =  2,  respecto  a  la  recta 
x  =  y  =  z. 


Solución:  Las  dos  rectas  dadas  se  cortan  en  (1, 1, 1).  Un  punto  de  la  primera  recta  es  (3, -2, -6).  El  plano 
perpendicular  a  la  segunda  recta,  pasando  por  este  punto,  es:  x-3+y  +  2+z  +  6  =  0,  o  bien: 


x  +  y  + 


z  +  5  =  0,  que  corta  a  la  segunda  recta  en  ^ 


-5  -5  -5 


respecto  a  este  punto,  es 
x  —  i  _.y-i  _ z  —  i 


:  -y2,  y)-  La  recta  pedida  es:  — - 


El  punto  simétrico  de  (3, -2, -6) 
y- 1  z-  1 


x  -  1 


19 


-  1 


-4 


-  1 


4-i 


o  bien: 


-22  -7  5 


F  18-  Una  recta  forma  con  las  cuatro  diagonales  de  un  cubo  los  ángulos  a,  ¡3,  y, 8.  Hallar  el  valor  de  la 
expresión  E  =  eos  2a  +  eos2  (3  +  cos2y  +  cos25. 

Solución:  Sean  los  vértices  del  cubo:  (0,0,0),  (1,0,0),  (1,1,0),  (0,1,0),  (0,0,1),  (1,0,1),  (1,1,1), 
(0, 1, 1 ).  Los  parámetros  directores  de  las  cuatro  diagonales,  son:  (1,-1, 1 ),  (1,1,1),  (1, 1,-1 ),  (-1, 1, 1 ),  y 
los  de  la  recta  dada,  ( a,b,c ).  Luego  el  valor  de  la  expresión  del  enunciado  viene  dado  por: 
_  (a  -  b  +  c)2  +  {a  +  b  +  c)2  +  (a  +  b  -  c)2  +  (-a  +  b  +  c)2  _  4 (a2  +  b2  +  c2)  _  4 
3(a2  +  ú2  +  c2)  3(a2+ú2+c2)  3' 


F  19-  Se  da  la  recta  2x-3y+  1  =0,  x-y  +  z  =  0,  y  la  recta  x  =  y  =  z.  Se  pide:  Io)  Ecuaciones  de  la 
perpendicular  común  y  valor  de  la  mínima  distancia.  2o)  Ecuación  del  plano  paralelo  a  las  dos  rectas  y  que 
dista  del  origen  la  mínima  distancia  entre  las  dos  rectas.  3  o)  Ángulos  de  este  plano  con  los  planos 
coordenados. 


Solución:  Io)  Las  rectas  dadas  en  forma  continua,  son: 


La  perpendicular  común  viene  dada  por  las  ecuaciones: 


x  ■ 


1  _  L-l 

2 

=  ~fj~,x=y  =  z 

x  -  1 

y  -  1  z 

3 

2  -1 

2-1 

-13  3  2 

1  1 


1  1 


1  1 


=  0, 
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X 

3 


y 

2 


z 

-1 


2  -1 

-1  3 

3  2 

1  1 

1  1 

1  1 

=  O,  es  decir:  x  +  3y  +  9z  -  4  =  O,  5x  +  2y  -  7z  =  0.  La  mínima 


distancia  es: 


-1  -1 
3  2 

1  1 


0 

-1 

1 


2  -1 

1  1 


-1  3 

1  1 


3  2 

1  1 


J26 


.  2o)  La  ecuación  del  plano  pedido  es: 


2  -1 

-1  3 

3 

2 

x  + 

L  + 

1  1 

1  1 

1 

1 

z  +  D  =  3x-4y  +  z  +  D  =  0.  Como 


D 


V32  +  42  +  l; 


726 


se 


tiene  que  D  =  ±  1.  Luego  son  dos  planos  cuyas  ecuaciones  son:  3x-4y  +  z±  1  =0.  3o)  Siendo  a  el 
ángulo  conx  =  0,  se  tiene:  cosa  =  ,  luego  a  =  53°57'36"4.  Siendo  B  el  ángulo  con  y  =  0,  se  tiene: 

J26 

cos/1  =  ~jl  ,  luego:  P  =  141°40'16"3.  Siendo  y  el  ángulo  con  z  =  0,  se  tiene:  cosy  =  _L_  ,  luego: 

726  J26 

y  =  78°41'24"2. 

F  20-  Dados  los  planos  variables  x(l  -  t2)  +  y(  1  +  t2)  +2 tz  =  a  +  pt  +  yt2,  demostrar:  Io)  Que  los  planos 
pasan  por  un  punto  fijo,  hallando  sus  coordenadas.  2o)  Que  forman  un  ángulo  fijo  con  una  recta  fija, 
hallando  recta  y  ángulo. 

Solución:  Io)  Ordenando  la  ecuación  en  t,  se  tiene:  (-x  +y-  y)t2  +  (2z  -  P)t  +  x  +  y-  a  =  0.  Luego  se 
tiene  el  sistema:  -x+y-y  =  0,  2z - p  =  0,  x  +  y-a  =  0,  cuyas  soluciones  dan  las  coordenadas  del 

f  n  —  'v  n  4-  v  R  \ 

punto  fijo: 

(1  -  t2)a  +  (1  +  t2)b  +  2 te 


2  ’  2  ’  2  J  '  - 

parámetros  directores  son  ( a,b,c ),  se  tiene  que:  sin#  = 


( — a  +  bp2  +  2  ct  +  ci  ■+■  b 


Ja 


sin0  = 


2-62+c2  72(1  +t2) 
72 


J[(l  -  t2)2  +  (l  +  t2)2  +  4t2](a2  +  b2  +  c2) 

.  Para  que  sea  independiente  de  t,  ha  de  cumplirse  que  a  =  c  =  0,  con  lo  que 

.  x  _  y  _  z 


2  ,  es  decir:  0  =  45°,  siendo  la  recta  fija:  es  decir:  x  =  0,  z  =  0 


F  21-  Dado  el  punto  A (2, 1,-3)  y  el  plano  2x  +  3y  -  4z  =  3,  se  pide:  Io)  Ecuación  de  la  perpendicular  trazada 
por  el  punto  al  plano.  2o)  Siendo  M  el  punto  de  intersección  de  la  perpendicular  con  el  plano,  hallar  las 
coordenadas  de  un  punto  B  de  la  perpendicular,  tal  que  la  distancia  MB  =  4,  estando  situado  B  a  distinto 
lado  de  A  respecto  al  plano. 


Solución:  Io) 


x  -  2  _  y  -  1 


-4 


-.  2o)  MÍ 


26  -19  -23 


29’  29  ’  29 


Siendo  un  punto  genérico  de  la 


perpendicular  (22  +  2,32  +  1,-42  -  3),  se  tiene  que  el  cuadrado  de  la  distancia  entre  este  punto  genérico 


el  punto  M,  es:  ^ 


22- 


9  _  26 
29 


J  +  ^32  +  1  +  +  ^-42  -  3  +  -2^-^  =  42.  De  donde  operando,  se 


tiene:  2  =  -^j-(-4±  J29^.  Como  al  sustituir  las  coordenadas  de  A  en  la  ecuación  del  plano,  el  valor 
obtenido  es  positivo,  para  que  B  esté  situado  a  distinto  lado  que  A,  al  sustituir  sus  coordenadas  en  la 
ecuación  del  plano,  ha  de  obtenerse  un  valor  negativo,  por  lo  que  el  valor  válido  de  2  es:  -=^-  (4  +  729  )• 


Por  tanto  las  coordenadas  de  B  son: 


26-8729  -19-  12729  -23  +  16729  ^ 

29  29  ’  29  )' 


F  22-  Io)  Hallar  la  ecuación  del  plano  que  pasa  por  la  intersección  de  los  planos x  +  z-1  =0, y-z  +  2  =  0, 
y  es  perpendicular  al  plano  z  =  0.  2o)  Hallar  la  ecuación  del  plano  que  pasa  por  dicha  intersección  y  por  el 
origen.  3o)  Hallar  el  ángulo  de  los  dos  planos  calculados  en  los  puntos  anteriores.  4o)  Hallar  su  plano 
bisector. 
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Solución:  Io)  La  ecuación  de  los  planos  que  pasan  por  la  intersección  de  los  planos  dados,  es: 

x  +  z  -  1  +  A  (y -z  +  2)  =  x  +  Ay  +  (1  -  A)z  -  1  +  2A  =  0.  La  condición  de  perpendicularidad  da: 
1  -  A  =  0.  Luego  el  plano  pedido  es:  x+y+l  =  0.  2o)  Como  debe  cumplirse  que:  -1  +  2A  =  0,  la 
ecuación  del  plano  es:  2x  +  y  +  z  =  0.  3o)  Siendo  0  el  ángulo  formado  por  los  dos  planos  calculados,  se 

’2+1  -^,luego9  =  30”.4»)iÍX±i=í2í+2'  +  z 

2  a/2 


tiene  que:  cos0  = 


a/(12  +  12)(22  +  12  +  12) 

tanto,  la  ecuación  de  los  planos  bisectores  es:  (2  ±  JJ  Jx  +  (l  ±  JJ^y  +  z  ±  JJ  =  0. 

L-l 


76 


Por 


F  23-  Se  da  la  recta 


x  -  1 


y_ 

3 


LyL,  y  Ia  recta  2"  =  3 


Z  —  1 

-1 


.  Hallar  la  paralela  media  y  sus 


proyecciones  sobre  XZ  y  XY. 


Solución: 
x-  — 


La  paralela  media  es: 


x  - 


y 


_  j_ 

=  —y  La  proyección  sobre  XZ  es:  y  =  0, 


x  - 


y- 


2 


=  -z,  o  bien:  y  =  0,  2x  +  4z  -  1  =  0.  La  proyección  sobre  XY  es:  z  =  0, 
o  bien:  z  =  0,  6x  -  4y  -  1  =  0. 

F  24-  Hallar  la  condición  para  que  las  tres  ecuaciones  x  =  cy  +  bz,  y  =  az  +  ex,  z  =  bx  +  ay,  representen  una 
recta,  y  hallar  la  ecuación  continua  de  esta  recta. 


Solución:  La  condición  es 


recta  en  forma  continua  es: 


1  -c  -b 
c  -1  a 

b  a  -1 
x  _ 


y 


X  =  _ 

1-a2  ab 


y 


a  +  be 
x 


b  +  ac 

_  y 


=  0,  es  decir:  a2  +  b2  +  c2  +  2 abe  -  1  =  0.  La  ecuación  de  la 


o  bien,  cualquiera  de  sus  ecuaciones  análogas: 


1  -c2  ’ 
z 


ac  +  b  ’  ab  +  c 


1  -b2 


a  +  be 


F  25-  Se  considera  un  cuadrado  ABCD,  tal  que  H(0,2,0),  5(3, 0,0).  El  plano  ABCD  forma  un  ángulo  de  60° 
con  el  plano  XY,  estando  inclinado  hacia  delante.  Hallar  las  coordenadas  de  los  vértices  del  cuadrado  y  las 
ecuaciones  de  sus  lados. 

Solución:  Las  ecuaciones  de  AB  son:  z  =  0,  2x  +  3y  -  6  =  0.  La  ecuación  de  los  planos  que  pasan  por 

A 


AB,  es:  2x  +  3y  +  Az  -  6  =  0.  Como  eos  9  =  4-  =  , _ 

2  JifTJ2 

l  — 

delante 


1  ^ 

-,  A  =  ±  J  -y-  ,  Al  estar  inclinado  hacia 


,  la  ecuación  es:  2x  +  3 y  -  J 4^-  z  -6  =  0.  Distancia  AB  =  y/9  +  4  =  y/TJ.  Proyectando  el  plano 


de  AB  es:  -j 


rpT 

sobre  z  =  0,  el  lado  perpendicular  a  AB,  mide:  AB  •  cos0  =  AB  •  y  =  — _ — .  En  este  plano,  la  ecuación 
Y  =  1,  y  la  de  su  perpendicular  por  B  es:  y  =  y  (x  -  3).  Siendo  C'  la  proyección  de  C,  se 

tiene  que:  C'B 2  =  ^  ^  =  =  (7-3)2  +  -|-(A-3)2,  de  donde:  Ai  =  4,  A2  =  2.  Este  segundo 

valor  no  es  válido,  pues  da  una  ordenada  negativa.  Por  tanto:  C  (7,  y  ^ .  Introduciendo  estos  valores  en  la 

f  3  /39  \ 

ecuación  del  plano  ABCD,  se  tienen  las  coordenadas  de  Cl  4,  y ,  — 3 —  j .  Procediendo  análogamente  con 

f  7  /39  \ 

D' ,  proyección  de  D,  las  coordenadas  de  D  son  I  1,  y ,  — ^ —  )■  Los  lados  del  cuadrado,  son:  AB  =  z  =  0, 


2x  +  3y  -  6  =  0;  AD  =  x  = 

739 


2 (y  -  2)  _  2z 


739 


BC  =  X  -  3  =  =  ~^=r 

3  739 


cd  =  xzz±  =  2y~7 
3  -4 


z  = 


F  26-  El  triángulo  cuyos  vértices  son  H(0,0,0),  5(3, 5,0),  C(6, 0, 0),  es  la  base  de  un  triedro  trirrectángulo. 
Hallar  las  coordenadas  de  su  vértice  y  las  ecuaciones  de  sus  caras. 

=  x  -  y_ 

b 


Solución:  Sea  el  vértice  D{a,b,c),  las  ecuaciones  de  las  aristas  son:  AD  = 


z  . 
C  ’ 


BD  =  x-3 


a  -  3 


Z _ É-  =  z_-  CD  =  _ 

b-5  ~  a- 6 


_  x  -  6 


=  -. -  =  -I-.  Como  son  perpendiculares  dos  a  dos,  se  tiene  el 
b  c 
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sistema:  a(a  -  3)  +  b{b  -  5)  +  c2  =  O,  a(a  -  6)  +  b2  +  c2  =  O,  (a  -  3)(n  -  6)  +  {b  -  5)b  +  c2  =  0.  Sus 
raíces  dan  las  coordenadas  D^3,  y,  J.  Tomando  el  valor  positivo  para  z,  la  ecuación  de  la  cara  DAB 


es: 


x  y  z 

■y  9_  i 2 

5  5 


=  5x  -  3y  -  4z  =  0.  Análogamente,  las  ecuaciones  de  las  caras  DAC  y  DBC  son, 


1 
1 

0  0  0  1 

3  5  0  1 

respectivamente:  -Ay  +  3 z  =  0,  5x  +  3y  +  4z  -  30  =  0 

F  27-  Hallar  las  distancias  desde  el  origen  a  los  planos  bisectores  de  los  planos  ax  +  by  +  cz  =  d  y 
a'x  +  b'y  +  c'z  =  d' ,  siendo  a2  +  b2  +  c2  =  1  y  a'2  +  b'2  +  c'2  =  1 . 

Solución:  De  acuerdo  con  las  condiciones  dadas,  las  ecuaciones  de  los  dos  planos  bisectores  son: 

(< a  ±a')x  +  (b±  b')y  +  (c  ±  c')z  -  (d  ±  d')  =  0.  Por  tanto,  las  distancias  desde  el  origen  a  los  dos  planos 

-d  +  d' _  _  _ -d  ±  d' _ 


bisectores,  son:  8  = 


±y¡(a±a1)2  +  {b±  b')2  +  (c±  c1)2  ±J 2(1  ±aa'  ±bb'  íce7) 


F  28-  La  superficie  x2+y2-3z2  =  0,  representa  un  cono  de  vértice  el  origen  de  coordenadas.  El  plano 
x+y-z  =  0,  lo  corta  según  dos  rectas,  cuyas  ecuaciones  se  piden. 


Solución:  La  ecuación  de  una  de  las  rectas  es:  =  y  =  z,  es  decir:  x  =  az,  y  =  bz.  Introduciendo 


estos  valores  en  las  ecuaciones  del  cono  y  del  plano,  y  resolviendo  el  sistema,  se  tiene:  a  = 


1  ±  75 


b  = 


1  +  75 


.  Las  ecuaciones  de  las  dos  rectas  son: 


y 


z^_ 
2  ' 


1  +  75  1  +  75 

F  29-  Se  dan  los  puntos  Z(0,0,2),  5(7, 10,8),  C(9,0,2),  Z)(8,6,7),  M^y,-6,-3^.  Hallar  la  ecuación  de  la 
recta  que  se  apoya  en  las  rectas  AB  y  CD,  y  es  paralela  a  OM. 

Solución:  Ecuación  de  AB  =  =  z  7  ^  >  0  bien:  lOx  -  7y  =  0,  6x  -  7z  +  14  =  0.  Planos  que 

pasan  por  AB:  6x  -  7z  +  14  +  A(10x  -  ly)  =  (10A  +  6)x  -  IXy  -  Iz  +  14  =  0.  Condición  de  paralelismo 
con  OM:  y (102  +  6)  +  422  +  21  =0,  de  donde:  X=  jj-  P°r  tanto  Ia  ecuación  del  plano  es: 

6x  +  A2y  -  77 z  +  154  =  0.  Procediendo  análogamente  con  el  plano  que  pasa  por  CD  y  es  paralelo  a  OM, 
se  tiene:  24x  +  29 y  -  30z-  156  =  0.  Las  ecuaciones  de  la  recta  son  el  conjunto  de  las  ecuaciones  de  los 
dos  planos:  6x  +  A2y  -  77 z  +  154  =  0,  24x  +  29 y  -  30z  -  156  =  0. 

F  30-  Hallar  las  ecuaciones  de  la  recta  que  pasa  por  el  punto  (6,6,0),  es  paralela  al  plano  XZ,  forma  un 
ángulo  de  60°  con  el  plano  XY,  y  corta  al  plano  YZ  en  su  parte  positiva. 

Solución:  La  recta  corta  al  plano  x  =  0  en  (0,6,  A),  siendo  tan 60°  =  73"  =  4+  Las  ecuaciones  de  la 

o 


recta  son: 


J-6 

6-6 


z  -  6j3 

-673 


,  o  bien:  y  =  6,  3x  +  JJ z  -  1 8  =  0. 


F31-  Hallar  el  ángulo  que  forman  entre  sí  las  rectas  intersección  del  plano  llx-  13y  +  2z  =  0  con  la 
superficie  4x2  +  8y2  +  z2  -  6yz  +  5xz  -  12 xy  =  0. 

Solución:  La  superficie  está  formada  por  los  planos:  x  -  2y  +  z  =  0,  4x  -  Ay  +  z  =  0.  Los  parámetros 
directores  de  la  recta:  1  lx  -  13y  +  2z  =  0,  x-2y  +  z  =  0,  son  (1,1,1).  Y  los  de  la  recta: 

1  lx  —  13y  +  2z  =  0,  4x-4y  +  z  =  0,  son  (5, 3,-8).  Por  tanto,  cos@  =  - ^  +  ^  ~  ^ -  =  0.  Luego  el 

73  725  +  9  +  64 

ángulo  pedido  es  6  =  90°. 


F  32-  Dada  la  recta  2x  -  2>y  +  5  =  0,  x  +  3 y-z  =  3,  hallar  las  ecuaciones  de  su  simétrica  respecto  al  eje  ZZ', 
así  como  las  ecuaciones  de  la  perpendicular  común  a  la  recta  dada  y  a  su  simétrica. 

Solución:  Dos  puntos  de  la  recta  dada  son,  por  ejemplo,  (-1, 1,-1 )  y  (2, 3, 8).  Sus  simétricos  respecto  al 
eje  ZZ',  son  (1.-1, -1)  y  (-2, -3, 8).  La  recta  que  pasa  por  estos  dos  puntos  es:  -  ~  ^  =  z  ^  , 
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que  es  la  recta  simétrica  pedida.  Las  ecuaciones  de  la  recta  dada,  en  forma  continua,  son: 
x  1  =  ~  g  ~  ■  Las  ecuaciones  de  la  perpendicular  común  son: 


x  +  1 
3 

2  9 
-2  9 


9  3 
9  -3 


z  +  1 
9 

3  2 

-3  -2 


x  -  1  y  +  1  z  +  1 
-3  -2  9 

36  -45  0 


=  0.  Es  decir: 


21  x  +  18y  +  13z  +  4  =  0,  27x  +  18y  -  13z  -  4  =  0.  Simplificando,  se  tiene:  z  =  -jj- ,  3x  +  2y  =  0. 

F  33-  Encontrar  la  posición  relativa  de  la  recta  2L  +  Z.  +  X  =  o,  -2L  +  -Z  +  =  o,  y  el  plano 


a'  ' 

V  b(-  +  -^~ 

b'  ' 

Y  c(^  +  ±- 

-¿Y 

V  b  c 

ct 

J  \  c  a 

b  . 

)  V  a  b 

c  J 

Solución:  La  recta  y  el  plano  dados  pasan  por  (0,0,0).  Las  coordenadas  de  un  punto  de  la  recta  son 


-1  J_ 
c  b 
-1  J_ 

c'  b' 


a  c 

1  -1 


a  jj 

J_  J_ 

a'  b1 


Haciendo:  a  =  -^-,/?=-^-,y=-^-,  las  coordenadas 


P~Y  Y  -  a  a  -  [i 
P-Y _ + 

Operando,  se  tiene:  *  ' 


Introduciendo  estas  coordenadas  en  la  ecuación  del  plano,  se  tiene: 

_  ,  _ a~P _  =  n 


Y  -  a 

bacaY (4  +  ^ 


a  -  P 

Í)2  cabap^  +  f 

Y  -  a  a  -  P 


~  1  /i  -  y  y  -  a  a-  P  „ 

Operando,  se  tiene:  — j—  - T  - - - —  h - - - T  =  0. 

obc  \_  Py(P  +  y  -  a)"  ay(y  +  a  -  P)~  aP(a  +  P~y)~ 

Reduciendo  las  tres  fracciones  a  un  denominador  común,  la  suma  de  los  tres  numeradores  resultantes,  es 
la  siguiente  expresión:  S  =  a(P  -  y)(y  +  a  -  P)2(a  +  P  -  y)2  +  PÍY  ~  a)(P  +  Y  ~  a)2(a  +  P  -  y)2  + 

+Y(a  -  P)(P  +  y  ~  a)2(Y  +  a  ~  P)2 ■  Operando,  se  obtiene  que  el  valor  de  esta  expresión  es  nulo.  Por 
tanto,  la  recta  está  contenida  en  el  plano. 

F  34-  P  y  Q  son  funciones  lineales  de  x,y,z.  La  función  J[P,  Q)  =  0  es  un  polinomio  homogéneo  en  P  y  Q  de 
grado  m.  Demostrar  que  la  función  J[P,Q)  =  0,  representa  un  haz  de  m  planos  que  pasan  por  una  misma 
recta. 


Solución:  f  =  Pm  +  APm' O  +...  +MPQm  l  +  NQm  =  Pm  1  +  A -f-  +. . .  +M  -f- 


Haciendo  -p-  =  a,  se  tiene  que:  1  +Aa 


■n( 


■  Na"’  =  0.  Esta  ecuación  tiene  m  soluciones: 


a\,...,a¡,...,am.  Luego,  Q-a¡P  =  0,  que  es  la  ecuación  de  un  plano  que  pasa  por  la  recta:  P  =  0, 
Q  =  0.  Por  tanto,  hay  m  planos,  uno  por  cada  valor  de  a¡,  que  pasan  todos  por  la  recta:  P  =  0,  Q  =  0. 

F  35-  Dada  la  ecuación  (m2  +  1  )x  +  m(m2  -  1  )y  +  m2(m2  -  2 m  +  1  )z  +  m4  -  m 2  +  1  =  0,  se  reemplaza  m  por 
cada  una  de  las  raíces  de  la  ecuación  m4  -  2m3  +  4 m2  +  pm  -1=0.  Hallar  el  valor  de  p  para  que  los 
cuatro  planos  correspondientes  a  las  cuatro  raíces  de  m,  sean  concurrentes,  y  hallar  las  coordenadas  del 
punto  de  intersección. 

Solución:  Sea  el  punto  P{a,  b,  c).  Se  tiene:  ( m 2  +  1  )a  +  m{m2  -1)6  +  m2(m 2  -  2 m  +  1  )c  +  m4  - 

-m2  +  1=0.  Es  decir:  (c  +  1  )m4  +  (b  -  2c )m3  +  (a  +  c  -  1  )m2  -  bm  +  a  +  1  =  0.  Se  plantean  las 


=  A.  Resuelto  el  sistema  de  ecuaciones,  las 


igualdades:  c+^  =  ^  ^  c  =  a  +  ^ *  =  A.  Resuelto  el  sistema  de  ecuaciones,  las 

—  1  —7  _  Q  _Q 

soluciones  son:  a  =  b  =  -2,  c  =  p  =  -y-,  A  =  -y-,  Luego:  p  =  -y,  y  el  punto  es 


-2  ^L' 

U  ’  ’  4  , 
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F  36-  Deducir  la  fórmula  que  da  el  volumen  del  tetraedro  en  función  de  las  coordenadas  de  sus  vértices. 

Solución:  El  volumen  del  tetraedro  es:  V  =  y  5  •  h,  siendo  S  el  área  de  una  de  las  caras,  y  h  la  distancia 


del  cuarto  vértice  al  plano  de  dicha  cara.  La  ecuación  del  plano  de  la  cara,  es: 


Luego:  h  = 


X4 

y  4 

z4 

1 

X4 

y  4 

z4 

1 

Xl 

yi 

Z 1 

1 

Xl 

5 1 

Zi 

1 

X2 

5  2 

Z2 

1 

X2 

52 

Z2 

1 

x3 

53 

^3 

1 

x3 

53 

Z3 

1 

X 

5 

z 

Xl 

51 

Zi 

X2 

52 

Z2 

x3 

53 

1 

Z3 

=  0. 


Xl 

51 

1 

2 

Xl 

Zi 

1 

2 

Zi 

51 

1 

X2 

52 

1 

+ 

X2 

Z2 

1 

+ 

Z2 

52 

1 

x3 

53 

1 

x3 

Z3 

1 

Z3 

53 

1 

25 


De  donde  se  obtiene  que:  V  =  y5- 


X4  J4  Z4  1 

xi  y  i  z\  1 
x2  y 2  z2  1 

X3  53  Z3  1 
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X4  J4  Z4  1 

xi  y  i  z  i  1 
x2  y2  z2  1 

X3  J3  z3  1 


F  37-  Dada  la  curva x2  +y2  -  4x  =  0 ,x  +  y-z  =  0,  hallar  su  simétrica  respecto  al  punto  (2,4,5). 

Solución:  Siendo  (x,y,z)  un  punto  de  la  curva  dada,  y  (a,  /J,  y)  un  punto  de  su  curva  simétrica  respecto  al 
punto  dado,  se  tiene  que:  x  =  2  •  2  -  a,  y  =  2  •  4  -  ¡3,  z  =  2  •  5  -  y.  Por  tanto,  sustituyendo  estos  valores 

de  x,y,z,  en  las  ecuaciones  de  la  curva  dada,  se  tiene:  (4  -  a)2  +  (8  -  [3)2  -  4(4  -  a)  =  0, 

4-a  +  8-j3-10  +  /  =  0.  Operando  y  sustituyendo  (a, ¡3, y)  por  (x,y,z),  se  tienen  las  ecuaciones 
pedidas:  x2  +  y2  -  4x  -  1 6y  +  64  =  0,  x  +  y  -  z  -  2  =  0. 

F  38-  Dada  la  curva  x2  +  3 y2  -  z2  -  2x  =  0,  x  +  y  -  3z  =  1 ,  hallar  su  simétrica  respecto  al  punto  (2, 3, 5 ). 

Solución:  Siendo  (x,y,z)  un  punto  de  la  curva  dada,  y  (a,  ¡3,  y)  un  punto  de  su  curva  simétrica  respecto  al 
punto  dado,  se  tiene  que:  x  =  2-  2~a,y  =  2-  3-/3,  z  =  2-  5-y.  Por  tanto,  sustituyendo  estos  valores 

de  x,y,z  en  las  ecuaciones  de  la  curva  dada,  se  tiene:  (4  -  a)2  +  3(6  -  [3 )2  -  (10  -  y)2  -  2(4  -  a)  =  0, 

4-a  +  6-  J3-30  +  3y-l  =0.  Operando  y  sustituyendo  (a, (3, y)  por  ( x,y,z ),  se  tienen  las  ecuaciones 
pedidas:  x2  +  3 y2  -z2  -  6x  -  36 y  +  20 z  +  16  =  0,  x  +  y  -  3z  +  21  =0. 

F  39-  Hallar  la  ecuación  de  la  superficie  simétrica  de  x2  +  3 y2  -  z2  =  1,  respecto  al  plano  y  =  x  +  z. 


Solución:  Desde  un  punto  (a, ¡3, y)  de  la  superficie  se  traza  la  perpendicular  al  plano  dado,  cuyas 


ecuaciones  son: 


x  -  a 


y-P 


i 

con  este  plano,  son: 


^2  a  +  $-y  a  +  2¡3  +  y  -a  +  ¡3  +  2y 


z  -  y 

~ r~ 


.  Las  coordenadas  del  punto  de  intersección  de  la  perpendicular 


2  ,  j  ,  2  j  ■  ^as  coordenadas  del  punto  simétrico  de 

.  n  \  .  .  ,  ,  .,  ,  a  +  2[3-2y  ,  2a  +  j3  +  2y 

{a,  ¡3,  y)  respecto  al  citado  punto  de  intersección,  son:  a  =  - ^ - — ,  [3  =  - ^ 

y'  =  ^ a  +  —  .  De  estas  tres  igualdades  se  obtienen  los  valores  de  a,  ¡3,  y  (es  decir,  x,y,z)  en  función 


de  a',/3',y',  que  son:  x  = 


a 


2¡3'-2y 


'  2a'  +  í3'  +  2y' 

y=  — 


z  = 


-2a' +  2/3'  +  /' 


Estos  valores  se 


3  ’  x  3  ’  3 

introducen  en  la  ecuación  de  la  superficie  dada,  y  se  sustituye  (a por  (x,y,z),  obteniéndose  la 
ecuación  pedida:  3x2  +  y2  +  5z2  +  8xy  +  8xz  -3  =  0. 


F  40-  Hallar  la  ecuación  de  la  recta  que  se  apoya  en  la  recta  x  =  y  =  -2 z,  y  en  la  recta  x  =  1 ,  y  +  2z  =  1 ,  y  es 
paralela  al  plano  x+y  -  z  =  3 . 
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Solución:  Plano  general  paralelo  al  dado:  x+y-z+m  =  0.  Su  intersección  con  la  primera  recta  es: 


-2  m  -2  m 


ambos  puntos  es: 


Y  con  la  segunda  recta:  ^1, 

5x  +  2m  _  1 5y  +  6m  _  1 5z  -  3m 


-1  -  2  m  2 


m 


La  ecuación  de  la  recta  que  une 


5  +  2  m 


-5  -  4 m 


10  +  2  m 


Hay  infinitas  soluciones. 


F  41-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  medios  de  los  segmentos  de  longitud  5,  uno  de  cuyos 
extremos  describe  la  recta  y  =  0,  z  =  0  y  el  otro  extremo,  la  recta  z  =  3,  y  =  2x. 

Solución:  Punto  genérico  de  la  primera  recta:  (o,  0, 0).  Punto  genérico  de  la  segunda  recta:  (¿,26,3). 
Cuadrado  de  la  distancia  entre  los  dos  puntos:  (a  -  b)2  +  4 b2  +  9  =  25.  Punto  medio:  ^  a  +  ^  ,b,  y  es 
decir:  b  =  y,  a  =  2x-y.  Introduciendo  los  valores  de  b  y  a,  en  la  expresión  anterior,  se  tiene: 
(2x  -  2 y)2  +  4 y2  -  16  =  0.  El  lugar  pedido  es:  x2  +  2 y2  -  2  xy  -  4  =  0,  z  =  y. 


F  42-  El  origen  de  coordenadas  es  el  centro  de  un  octaedro  regular,  del  que  se  conocen  las  coordenadas  de 
cuatro  vértices:  (4,0,0),  (-4,0,0),  (0,4,0),  (0.-4,0).  Io)  Hallar  las  coordenadas  de  los  otros  dos  vértices. 
2o)  Se  halla  el  simétrico  del  origen  respecto  a  cada  cara,  y  se  une  cada  punto  simétrico  así  hallado,  con  los 
vértices  de  la  cara  correspondiente.  Hallar  el  volumen  del  cuerpo  formado. 


Solución:  Io)  Las  coordenadas  de  los  otros  dos  vértices  son  (0,0,4)  y  (0,0, -4).  2o)  Se  forman  ocho 
pirámides  exteriores  al  octaedro,  cuyas  bases  son  cada  una  de  las  caras  del  octaedro,  y  su  altura  la 
distancia  del  centro  a  la  cara.  Luego  la  suma  de  los  volúmenes  de  las  ocho  pirámides  es  igual  al  volumen 
del  octaedro.  Por  tanto,  el  volumen  del  cuerpo  formado  es  el  doble  del  volumen  del  octaedro,  es  decir: 

^  ~3  -  ^L(4V2)3  =  Ap.. 


-a3  = 


F  43-  Hallar  el  valor  que  hay  que  dar  al  parámetro  m,  para  que  la  curva:  x  =  | +  |  ,  y  =  t2  +  1,  z  =  ^ +  ^  ,  se 
corte  con  la  curva:  x  =  1  +  6u,  y  =  15-3 m  +  u{ 90  -  1  Im),  z  =  mu. 

Solución:  Ha  de  verificarse  que:  |  =  1  +  6u,  t1  +  1  =  15  -  3m  +  u(90  -  \lm),  | +  ^  =  mu. 

Resolviendo  el  sistema  de  tres  ecuaciones  con  dos  incógnitas,  la  resultante  es: 
m{m 2  +  6 m  -  72)  =  m(m  -  6)(m  +  12)  =  0.  Se  obtienen  tres  valores  de  m:  0,  6,  -12. 


F  44-  Hallar  la  ecuación  de  la  superficie,  lugar  geométrico  de  las  perpendiculares  comunes  al  eje  de  las  Z  y  a 
una  recta  variable  que  encuentra  al  eje  de  las  X  a  una  distancia  del  origen  fija  e  igual  a  m,  y  que  está 
siempre  situada  en  el  plano  y  =  z. 


Solución: 


Eje  de  las  Z:  -4-  =  2-  =  Z-.  Recta  variable:  -  -.  m  =  A 

0  0  1  1  A 


y.  Perpendicular  común: 


x  y  z 

0  0  1 


A  A 

A  1 

1  A 

0  1 

1  0 

0  0 

=  0, 


x  -  m  y  z 
1  A  A 

A  -1  0 


=  0.  Operando,  se  obtienen  las  ecuaciones: 


x  +  Ay  =  0,  -z  +  A 2y  -  A2z  +  A(x  -  m)  =  0.  Eliminando  A,  se  tiene  el  lugar  pedido:  z(x2  +y2)  -  mxy  =  0. 


F  45-  Dentro  del  triedro  trirrectángulo  OXYZ,  formado  por  el  sentido  positivo  de  los  tres  ejes  coordenados,  se 
trazan  por  el  origen  cuatro  rectas.  Una  de  ellas,  R,  forma  ángulos  iguales  con  los  tres  ejes  coordenados. 
Las  otras  tres,  R' ,  R"  y  R1",  forman  entre  sí  ángulos  iguales,  e  iguales  a  60°.  Además  son  iguales  los  tres 
ángulos  que  forman  R'  con  OX,  R"  con  OY  y  R"'  con  OZ.  También  son  iguales  los  seis  ángulos  que 
forman  R'  con  OY  y  OZ,  R"  con  OX  y  OZ,  y  R"'  con  OX  y  OY.  Hallar  las  ecuaciones  de  R',  R"  y  R'",  y  el 
valor  del  ángulo  que  forman  R',  R"  y  R'"  con  R. 


Solución:  Las  ecuaciones  de  las  distintas  rectas  son:  OX  =  y  =  y  =  y;  OY  =  X  = 


OZ  =  —  = 
uz  -  o 

_  X 


y 


0  =  y ;  R  =  x  =  y  =  z;  R  = 

_  y  _ 


i  -  _ x 


y 


II  -  _ X 


R  = 


eos  P  cosfi 


cosa  eos  p  cos/U  eos p  cosa  cos/U 

CQSa  ■  Se  tiene:  cos2a  +  2cos2/I  =  1,  de  donde:  cosa  =  ^1  -  2cos 2p  ; 


2  eos  a  eos /I  +  cos2p  =  eos  60°  =  X  Resolviendo  el  sistema,  se  tienen  cuatro  valores  de  cos/L  ± 
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¡2  2j2 

±Jy— ,  siendo  los  correspondientes  valores  de  cosa:  ±0,  ± — ^ — .  Hay  dos  conjuntos  de  ecuaciones  para 
las  tres  rectas.  Primer  conjunto:  R1  =  ^  =  y  =  z,  R"  =  x  =  ^  =  z,  R"1  =  x  =  y  =  y.  Segundo  conjunto: 
R'  =  y  =  y  =  z,  R"  =  x  =  y  =  z,  R"'  =  x  =  y  =  y.  El  coseno  del  ángulo  que  forman  R1 ,  R" ,  R'"  con  R , 

es:  eos  V  =  =  ^-(  —2 —  +  Luego,  V  =  35°15'51"8. 

3  \3j2  3  y  3 


F  46-  Con  el  enunciado  del  problema  anterior  F  45,  hallar  el  radio  y  las  coordenadas  del  centro  de  las  esferas 
tangentes  a  i?',  i?"  y  i?"',  y  al  plano  que  corta  a  los  ejes  en  puntos  que  distan  del  origen  2  unidades.  Hallar 
el  área  de  la  superficie  de  estas  esferas,  visible  desde  el  origen. 


_  O 

Solución:  Siendo  el  centro  de  las  esferas  (A, A, A)  y  el  plano  x  +  y  +  z-  2  =  0,  se  tiene:  =  A,  de 

3±JJ  3±73  3±V3  ‘ 


3  ±  a/3" 

donde:  A  =  - ^ - .  Por  tanto,  los  centros  de  las  esferas  son: 

3  ±  a/3 


,  siendo  sus 


respectivos  radios:  - ^ - ■  P°r  tanto,  el  área  visible  (casquete  esférico)  de  la  esfera  de  menor  radio,  es: 


S  =  2nrh  =  2nr2(  \  -  sin  a)  =  2 n 


3  -  a/3 


radio:  S'  =  2 nr'tí  =  2nr'2(  \  -  sin  a)  =  2 n 


(1  -  sin35°15'51  "8)  =  0,4744.  Y  el  área  de  la  de  mayor 

2 

(1  -sin35°15/51"8)  =  6,6072. 


3  +  a/3 


F  47-  Se  dan  n  ladrillos  iguales,  de  aristas  a,  b  y  c.  El  primer  ladrillo  se  apoya  en  el  plano  horizontal  por  su 
cara  ab.  En  el  plano  vertical,  sección  recta  ac  de  dicho  ladrillo,  que  pasa  por  su  centro  de  gravedad  (cdg), 
se  toman  unos  ejes  OX  y  OY  (horizontal  y  vertical,  respectivamente),  de  forma  que  las  coordenadas  del 
cdg,  sean  Se  coloca  el  segundo  ladrillo  sobre  el  primero,  el  tercero  sobre  el  segundo,  y  así 

sucesivamente,  de  forma  que  los  planos  verticales  de  las  secciones  rectas  ac,  que  pasan  por  los  respectivos 
cdg,  coinciden  con  el  plano  XOY,  y  que  los  lados  de  estas  secciones  de  longitud  a,  sean  horizontales.  Si 
(xp,yp )  es  el  cdg  del  p-ésimo  ladrillo,  evidentemente:  yp  =  y  +  (p  -  1  )c,  xp  <  xp-\  +  y.  Se  supone  que 

xp  >  xp- 1,  para p  >  1.  Hallar,  manteniéndose  el  equilibrio  del  conjunto,  el  máximo  de  *„,  abscisa  del  cdg 
del  «-simo  ladrillo.  Se  resolverá  en  primer  lugar,  el  problema  para  n  =  2,  n  =  3  ,n  =  4. 


Solución:  Para  n  =  1,  la  abscisa  xi  del  centro  de  gravedad  (cdg)  del  ladrillo  es  y.  Para  n  =  2,  la 

posición  extrema  de  la  abscisa  del  cdg  del  ladrillo  superior  (ladrillo  2)  es  X2  =  a,  siendo  la  abscisa  del  cdg 

a+  YL 

1  r\  y 

del  conjunto  de  los  dos  ladrillos,  jci,2  =  — =  4  ■  ^ara  n  =  3>  ^a  posición  extrema  del  cdg  de  los  dos 
ladrillos  superiores  (ladrillos  2  y  3)  es  *2,3  =  a.  La  abscisa  *1,2,3  del  cdg  del  conjunto  de  los  tres  ladrillos 

1,2,3,  de  donde  *1,2,3  =  -y-.  Siendo  ¿2,3  el  desplazamiento  del  cdg  del 

—  =  3  •  de 
2  6  ’ 

Para  n  =  4,  con  los  mismos  razonamientos  se  obtiene: 


viene  dada  por  2a  +  y  =3* 


conjunto  de  los  ladrillos  2  y  3,  al  colocarlos  sobre  el  ladrillo  1,  se  tiene:  2^ -y-  +  52,3^ 


donde  ¿>2,3  =  y-  Luego  *3  =  a 


a_ 

4 


5a 

4 


3a  +  y  =  4*1,23,4,  de  donde  *1,23,4  =  -y-.  Luego:  3 

*1  =  +  -7-  =  -T7T--  Por  tanto,  la  abscisa  *„,  correspondiente  al  cdg  del  w-simo  ladrillo,  es: 

4  6  12  111 

a  1  a  1  a  .  a  a  ,  a  -  a  ri  ,  1  ,  1  ,  1  ,  ,  i  _)  =  A(|  +HP^),  siendo  Hp- 1  la 


a_  =  4 
2 


la 

8 


023,4  — 


g_ 

6  ’ 


2  '  2  '  4  '  6  . 2{p  -  1 )  2  (l  '  2  3  . p-1'  2 

suma  de  los  (p  -  1)  primeros  términos  de  la  serie  armónica.  Como  //„  -  ln  n  +  C  +  e,  siendo  e  <  y 

P 


1  H — L  +  J_ 
2  3 


C  =  0,5772156649  (constante  de  Euler),  xp  =  -^-(1  +  ln p  +  C),  con  error  menor  que  -jr. 


F  48-  Sea  una  esfera  de  centro  O  y  radio  R.  Sea  P  un  punto  exterior,  y  A  el  punto  de  la  esfera  más  cercano  a 
P,  siendo  PA  =  x.  Se  construye  el  cono  de  vértice  P,  circunscrito  a  la  esfera  (el  círculo  base  del  cono  es  el 
que  corresponde  a  la  circunferencia  de  tangencia).  Io)  Expresar  en  función  de  R  y  de  *,  el  volumen  V  del 
cono.  2o)  Hallar  la  superficie  total  S  del  cono.  3o)  Determinar  *  de  forma  que  sea  =  R  -y,  donde  y  es 

O 

una  constante  positiva  dada.  4o)  Definir  la  curva  representativa  de  la  variación  de  y  en  función  de  *. 
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Solución: 


Io)  V  = 


7rR2x"(x  +  2  R)~ 


2o)  5  = 


X  =  ~^V  4o)  y  = 

1-3  y'  )y  3  (x  +  R) 


£M£±^1  1 ~  =R>’d*  ^ 


3(x  +  R)3  ‘  (x  +  i?)2 

— -  Se  trata  de  una  hipérbola  de  centro  (-R,  y  una  de  cuyas  asíntotas  es 

1 


paralela  al  eje  OY,  siendo  la  pendiente  de  la  otra  asíntota: 


3(1  +R) 


F  49-  Dado  un  cuadrilátero  fijo  ABCD  como  base  de  una  pirámide  de  vértice  V,  para  cada  posición  de  V 
existe  un  sistema  de  planos  que  cortan  a  la  pirámide  según  paralelogramos.  Determinar  el  lugar 
geométrico  de  V,  para  que  las  secciones  sean  rectangulares. 

Solución:  Sean  My  N  las  intersecciones  de  los  pares  de  lados  opuestos:  AB  con  CD,  y  AC  con  BD.  Todo 
plano  paralelo  al  plano  VMN,  corta  a  la  pirámide  según  un  paralelogramo  cuyos  lados  son  paralelos,  dos  a 
VM  y  los  otros  dos  a  VN.  Para  que  el  paralelogramo  sea  rectángulo,  VM  y  VN  han  de  ser  perpendiculares, 
luego  V  ha  de  estar  en  la  esfera  de  diámetro  MN.  Siendo  la  ecuación  del  plano  ABCD,  z  =  0,  y  siendo 
M{a,  0, 0),  N(-a,  0, 0),  el  lugar  geométrico  de  V es  la  esfera:  x2  +y2  +z2  -  a2  =  0. 


F  50-  Se  dan  dos  rectas  r  y  r'  perpendiculares  que  se  cruzan,  y  se  considera  el  punto  medio  O  de  su  recta  de 
mínima  distancia.  Un  punto  A  describe  la  recta  r,  y  un  punto  B  describe  la  recta  r',  de  forma  tal  que  el 

ángulo  AOB  se  mantiene  constante.  Demostrar  que  el  área  del  triángulo  AOB  permanece  invariable. 


Solución:  Se  toma  como  plano  z  =  0  el  paralelo  a  ambas  rectas  trazado  por  el  punto  medio  O  de  su 
perpendicular  común.  Sea  el  eje  OX  el  paralelo  a  r,  y  el  eje  OY  el  paralelo  a  r',  trazados  ambos  por  O. 


Siendo  h  la  mitad  de  la  mínima  distancia,  la  ecuación  de 
x_  _  y_  _  z  +  h 

0  1  o 

h _  _ -h 


JL  -  y.  -  Z~h 
es-  1  _  0  0 


.  Siendo  0(0, 0,0),  A(X,0,h),  B(0,p,-h),  OA  =  -f  =  £  =  -f 

A  (J  n 


y  la  de  r'  es: 


OB  =  X  =  Z  =  _z_ 
0  P  — h  ’ 


se  tiene  que:  eos  AOB  = 


1 


J22  +  h2  J¡i2  +  li 2 


=  k,  constante.  Como  Saob  =  y  OA 


OB  •  sin  AOB,  se 


tiene  que:  Saob  =  y  Jk,2  +  h2  J^2  +  h2  J\  -  k2  =  ^  J\  -  k2 ,  que 


es  constante. 


F  51-  En  los  puntos  P„  de  una  circunferencia  de  radio  R  y  centro  el  origen,  cuyas  coordenadas  son  p  =  R, 
con  =  3?r(y  +  y  +...+yr^,  donde  n  =  1,2,3 ,...,«,  se  trazan  planos  tangentes  a  dicha  circunferencia, 

perpendiculares  a  su  plano.  En  estos  planos  se  dibujan  circunferencias  C„  con  centro  P„  y  radio 
rn  =  R  Jsin  .  Se  proyectan  todos  estos  círculos  C„  sobre  un  plano  que  pasa  por  el  origen.  Io)  Hallar 

este  plano  con  la  condición  de  que  la  suma  algebraica  de  todas  estas  áreas  sea  máxima.  2o)  Hallar  el  valor 
del  área  máxima.  3o)  Hallar  su  límite  cuando  n  -*■  oo.  Se  supone  que  las  C„  están  recorridas  por  puntos  en 
sentido  contrario  al  de  las  agujas  de  un  reloj,  si  se  miran  desde  el  origen.  Las  áreas  proyectadas  se 
consideran  positivas  o  negativas  según  el  sentido  del  recorrido. 

Solución: 


Io)  El  área  de  la  elipse  resultante  de  la  proyección  de  una  de  las  n  circunferencias  dibujadas,  es: 

(ún  =  3?z-(l  - 


S„  =  nR2  sin  -y-  sin(0  -  a>„).  Ahora  bien,  como 


S„  =  nR2  sin  -y-  sin^0  -  =  iy:i|^cos^+  -cos^0 

$  _  kR~  a  i  Tí  ^  1  —  ,r~r  D  2  om  íü  i  ?T  A  71 


n 


>  n-\ 


el  valor  de  esta  área  es: 
Dando  valores  y  sumando: 


cos6  -  cosí  6 -\ — )  =  nR2  sinf  9  +  )  sin  Esta  área  alcanzará  su  valor  máximo 

V  2"_1  JA  v  2 n  J  2" 

para  sin^0  +  y^-^  =  1,  es  decir  cuando:  9  =  y  -  -y-.  Luego  el  plano  buscado  es  el  que  pasa  por  el 
origen  y  forma  con  OX  el  ángulo  9  =  y  -  -y-,  2o)  Para  este  valor  de  9,  el  área  máxima  viene  dada  por: 
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Smáx  =  nR2  sin  -R-.  3o)  El  límite  pedido  es  lim  kR2  sin  =  0,  siendo  9  = 

2  n  oo  2  n  2 

F  52-  La  recta  y  =  0 ,x  =  b  +  az,  gira  alrededor  del  eje  OZ  con  movimiento  de  rotación  uniforme,  y  al  mismo 
tiempo  sufre  una  traslación  paralela  al  eje  Z  de  manera  que  cada  uno  de  sus  puntos  describe  una  hélice.  El 
paso  de  estas  hélices  es  2 n.  Io)  Hallar  la  ecuación  de  la  superficie  engendrada.  2o)  Dibujar  la  intersección 
de  dicha  superficie  con  z  =  0,  para  a  =  24,  b  =  12. 

Solución:  Io)  x  =  i?  cosé?,  y  =  RsinO,  z  =  1  +  9.  Como:  R  =  b  +  asinA,  eliminando  6  y  1,  se  tiene: 

Jx2  +  y2  -  b  v 

z  =  arcsin - - - b  arctan  jy.  2o)  La  intersección  con  z  =  O,  es  la  curva:  p  =  b-asin9.  En  el 

dibujo  siguiente  se  representa  esta  curva  para  b  =  12,  a  =  24. 


F  53-  Hallar  el  lugar  geométrico  del  punto  medio  de  una  recta  de  longitud  constante,  cuyos  extremos  se 
apoyan  en  dos  rectas  perpendiculares  que  no  se  cortan. 

Solución:  Sean  las  ecuaciones  de  las  dos  rectas:  y  =  0,  z  =  a;  x  =  0,  z  =  -a.  Sus  puntos  genéricos  son: 
(1,0, a)  y  (0 ,p,-a),  siendo:  l2  +  p2  +  4a2  =  d2.  Siendo  ( x,y,z )  las  coordenadas  del  punto  medio,  se 
tiene:  1  =  2x,  p  =  2y,  z  =  0.  Sustituyendo,  se  tiene  la  ecuación  pedida:  z  =  0,  x2  +y2  =  —  a2. 

F  54-  Dado  un  cilindro  recto  de  radio  R,  cuya  base  es  un  círculo  de  centro  O,  siendo  P  el  punto  en  que  el  eje 
OX  corta  a  dicho  círculo,  hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  M  del  cilindro  tales  que  la  distancia  MA, 
siendo  A  la  proyección  de  M  sobre  el  plano  z  =  0,  es  proporcional  al  arco  PA  del  círculo  de  la  base. 

Solución: Sea  (p  =  POA,  y  sean  (x,y,z)  las  coordenadas  de  M.  Estas  coordenadas,  en  función  de  (p  y  de  R, 
son  (ver  la  figura):  x  =  Rcos(p,y  =  Rsincp,  z  =  k  •  arco  AP  =  kcpR. 


Las  ecuaciones  del  lugar  pedido,  son:  y  =  xtan  -f—,  x2  +y2 
'  kK 


R2  (hélice  circular). 


F  55-  Se  da  un  plano  fijo  n  y  un  punto  A  fuera  del  plano.  Una  recta  variable  OP  que  pasa  por  el  origen  O, 
corta  al  plano  n  en  un  punto  P.  Por  P  se  traza  un  plano  perpendicular  a  OP  que  encuentra  en  M  a  la  recta 
paralela  a  OP  trazada  por  A.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  M. 


Solución:  Sea  TI  =  z  =  c,  y  sea  A(a,¡3,y).  Las  ecuaciones  de  OP  son:  x  =  Iz,  y  =  pz,  siendo 

P(lc,pc,c).  El  plano  por  P  perpendicular  a  OP,  es:  l(x  -  1c)  +  p(y  -  pe)  +  z  -  c  =  0.  La  recta  AM  es: 
x  -  a  _  P  =  z  _  ^  ¿onjg-  y  =  x~<*  ,p  = 


1  A 

Mes:  xzZy 


u  -  , , - -  z  -  y  ’f* 

(*-ÍZfc)  +  ZzÉ_(y-ZzÉ_c) 


Y 


La  ecuación  del  lugar  geométrico  del  punto 


-z  -  c  =  0 
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F  56-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  las  esferas  que  pasan  por  un  punto  y  son  tangentes  a  un 
plano. 

Solución:  Siendo  el  centro  de  las  esferas  (a, ¡3, y),  siendo  z  =  0  el  plano  dado,  y  siendo  el  eje  OZ  su 
perpendicular  por  el  punto  dado  (0,0,c),  la  ecuación  de  la  esfera  es:  (x  -  a)2  +  (y  -  ¡3)1  +  (z  -  c)2  =  R2. 
Para  que  pase  por  el  punto  dado,  ha  de  verificarse:  a2  +  (32  +  (c  -  y)2  =  R2.  Por  ser  tangente  a  z  =  0, 
y  =  R.  Luego  el  lugar  pedido  es,  sustituyendo  (a,  / 3 ,  y)  por  (x,y,z):  x2  +y2  -  2 cz  +  c2  =  0. 

F  57  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  que  equidistan  de  otro  dado  y  de  un  plano  dado. 

Solución:  Sea  el  punto  dado  el  origen  (0,0,0),  y  sea  z  =  c  el  plano  dado.  Luego  se  tiene  que: 

x2  +y2  +  z2  =  (z  -  c)2,  es  decir  x2  +y2  +  2 cz  -  c2  =  0.  Si  se  hubiera  tomado  como  origen  el  punto  medio 
de  la  perpendicular  trazada  desde  el  punto  dado  al  plano,  la  ecuación  del  plano  sería:  z  =  y  las 

coordenadas  del  punto:  (o,0,  y  siendo  la  ecuación  del  lugar:  x2  +  y2  -  2 cz  =  0. 

F  58-  Hallar  la  ecuación  de  la  superficie  engendrada  por  una  circunferencia  que  se  mueve  paralelamente  al 
plano  XY,  describiendo  su  centro  el  eje  OZ,  y  apoyándose  en  la  recta  x  =  z,  y  =  0. 

Solución:  El  centro  de  la  circunferencia  es  (0, 0,  A),  y  sus  ecuaciones:  x2  +y2  +  (z  -  A)2  =  R2,  z  =  A.  La 
condición  de  corte  con  la  recta  dada  (directriz)  es:  x  =  z,  y  =  0.  Luego:  z2  +  (z-  A)2  =  R2,  z  =  A,  es 
decir:  R2  =  z2.  La  ecuación  pedida  es:  x2  +y2  -  z2  =  0. 
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Sección  G  -  CUÁDRICAS 


NATURALEZA.  ELEMENTOS 


G  1-  Hallar  la  naturaleza  de  la  cuádrica  x2  +  5 y2  +  3 z2  -  2 xy  +  2 xz  -  6yz  +  Ay  -  2z  -  3  =  0. 

Solución:  y/T  =  x-y  +  z  =  0,  -^-fy  =  -x  +  5y  -  3z  +  2  =  0,  y/z  =  x  -  3y  +  3z -  1  =0.  Luego: 


A  = 


=  4.  El  adjunto  A  44  = 


=  4  *  0,  por  lo  que  la  cuádrica  tiene 


1-110 

-15-32 
1-33-1 
0  2-1-3 

1 

centro  único  propio.  El  cono  asintótico  es:  x2  +  5 y2  +  3 z2  -  2 xy  +  2 xz  -  6yz  =  0.  Cortado  por  z  =  1 ,  se 

1  -1 


1  -1  1 

-1  5  -3 

1  -3  3 


-1  5 


obtiene  la  cónica:  x2  +  5 y2  +  3  -  2 xy  +  2x-  6y  =  0,  que  es  una  elipse,  pues 
A  <  0,  la  cuádrica  es  un  elipsoide  real. 

G  2-  Hallar  la  naturaleza  de  la  cuádrica  x2  -  3 y2  -  2 xy  -  2 xz  +  6yz  +  2x-2y  -2z  =  0 


=  4  >  0.  Como 


1 

-1 

-1 

1  -1  1 

Solución:  A  44  = 

-1  -3 

3 

—  0,  H34  — 

-1  -3  -1 

-1 

3 

0 

-1  3  -1 

=  0,  luego  la  cuádrica  tiene  una  recta 


propia  de  centros.  Cortando  el  cono  asintótico  por  x  =  0,  se  tiene:  -3 y2  +  6yz  =  0,  luego  los  puntos  son 
reales.  Cortando  la  cuádrica  por  x  =  0,  se  obtiene  la  cónica:  -3 y2  +  6yz  -  2y  -  2z  =  0,  que  como  el 


adjunto  A  33  = 


-3  3 
3  0 


=  -9  <  0,  es  una  hipérbola  real.  La  cuádrica  es  un  cilindro  hiperbólico. 


G  3-  Hallar  la  naturaleza  de  la  cuádrica  x2  +  y2  -  2 xz  +  2 yz  -  2x  +  3y  -  1  =0. 

1  0  -1 

Solución:  A44  =  |  0  1  1  =-2*0,  luego  la  cuádrica  tiene  centro  único  propio.  Cortando  el 


0  1  1 

-1  1  0 

cono  asintótico  por  el  plano  z  = 


se  obtiene  la  cónica:  x1  +  y2  -2x  +  2y  =  0,  que  es  una  hipérbola  real. 


Como  el  determinante  A  = 


1  0-1-1 
0  11  4- 


-110  0 


-1 


0  -1 


>  0,  la  cuádrica  es  un  hiperboloide  de  una  hoja. 


G  4-  Hallar  la  naturaleza  de  la  cuádrica  x2  +  4y2  +  16z2  -  2x  -  \2y  -  8z  +  1 1  =0. 

10  0-1 
0  4  0  -6 

0  0  16  -4 

-1  -6-4  11 

1 

único  propio.  El  cono  asintótico  cortado  por  z  =  1,  da:  x2  +  4y2  =  0,  que  es  una  elipse  imaginaria.  Como 
A  =  0,  la  cuádrica  es  un  cono  imaginario. 


Solución:  A  = 


=  0.  Como  A 44  = 


1  0  0 
0  4  0 

0  0  16 


=  64  *  0,  la  cuádrica  tiene  centro 
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G  5-  Hallar  la  naturaleza  de  la  cuádrica  x2  +  y2  +  5 z2  -  2 xy  -  2xz  +  2 yz  -  4x  -  12z  +  7  =  0. 


Solución: 


A  = 


1  -1  -1  -2 
-1110 
-11  5-6 

-20-67 


=  -8.  El  adjunto  A44  = 


1  -1  -1 
-1  1  1 
-1  1  5 


=  0.  Como  el  menor 


A41  — 


-2  -1  -1 
0  1  1 
-6  1  5 


=  -8*0,  la  cuádrica  tiene  centro  único  impropio.  Cortando  el  cono  asintótico 


por  z  =  0,  se  tiene:  x2  +  y2  -  2 xy  =  (x-y)2  =  0,  una  recta  real  doble.  Cortándolo  por  z  =  1,  se  tiene  la 
cónica:  x2  +  y2  -  2xy  -  2x  +  2y  +  5  =  0,  es  decir:  (-x  +  y  +  1  )2  =  -4,  dos  rectas  imaginarias.  Como 
A  <  0,  los  puntos  son  elípticos.  La  cuádrica  es  un  paraboloide  elíptico. 

G  6-  Hallar  la  naturaleza  de  la  cuádrica  3 y2  +  z2  -  6. xy  +  2 xz  -  4 yz  +  4x  +  4y  -  4  =  0. 


Solución:  A  44  = 


0 

-3 

1 

-3 

1 

2 

-3 

3 

-2 

=  0.  El  menor  A43  = 

3 

-2 

2 

1 

-2 

1 

-2 

1 

0 

=  0.  Luego  la  cuádrica  tiene 


recta  propia  de  centros.  Cortada  la  cuádrica  por  z  =  0,  se  obtiene  la  cónica:  3 y2  -  6. xy  +  4x  +  Ay  -  4  =  0, 

0-3  2 

-3  3  2 

2  2-4 


de  la  que  A33  = 


0  -3 
-3  3 


=  -9  <  0,  y  A  = 


=  0,  por  lo  que  la  cónica  es  una  hipérbola 


degenerada  en  dos  rectas  reales.  La  cuádrica  es  el  conjunto  de  dos  planos  reales. 

G  7-  Discutir  la  naturaleza  de  la  cuádrica  x2  +  (2 m2  +  1  ){y2  +  z2)  -  2 (xy  +  xz  +  yz)  =  2 m3  -  3 m  +  1,  en 
función  del  parámetro  m. 


Solución:  I  °)  A 


1-1-1  0 

-1  2  m2  +  1-1  0 

-1  -1  2  m2  +  1  0 

0  0  0  —2/77 3  +  3/77  -  1 


=  —  (2/72 ^  -  3/77  +  1  ) 4 ( /77 4  -  1  ).  El  adjunto 


A  44 


1  -1  -1 
-1  2/77 2  +  1  -1 

-1  -1  2/77 2  +  1 


=  4 ( /77 4  -  1  ).  Para  m  +  ±1,  A44  +  0,  la  cuádrica  tiene  centro  único 


propio.  Para  m  =  ±1,  A44  =  0,  y  el  menor  A\4  =  0,  por  lo  que  la  cuádrica  tiene  una  recta  propia  de 
centros.  2o)  Para  m  +  ±1,  cortando  el  cono  asintótico  por  el  plano  z  =  1,  se  tiene  la  cónica: 
x2  +  (2/?72  +  1  )(y2  +  1 )  -  2(xy  +  x  +y)  =  0,  de  la  que  su  determinante  H  =  4(/??4-l),  el  adjunto 


A  33 


1  -1 

-1  2/77 2  +  1 


=  2/77 2  >  0,  y  el  coeficiente  022  =  2 m2  +  1.  Por  tanto,  se  tiene  el  siguiente  cuadro 


de  la  naturaleza  de  las  cuádricas: 


m 

<  -1 

-1  <  m  <  1 

>  1 

A  {cónica) 

>  0 

<  0 

>  0 

-a 22  ‘A  {cónica) 

<  0 

>  0 

<  0 

Naturaleza 

Elipsoide 

Hiperboloide 

Elipsoide 

Considerando  las  raíces 


-1  ±  73 
2 


del  determinante  A  de  la  cuádrica,  el  cuadro  se  completa  como  sigue: 
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m 

K 

1  <N 

7 

V 

-1-73  , 

- — -  <  m  <  —  1 

,  -1  +  73 

-1  <  m  <  - — - 

-1  +  73  , 

- — -  <  m  <  1 

m  >  1 

A 

>  0 

>  0 

>  0 

<  0 

<  0 

Naturaleza 

Elipsoide  I 

Elipsoide  R 

Hiperboloide  1 H 

Hiperboloide  2 H 

Elipsoide  R 

3o)  Casos  particulares:  Para  m  =  - — ,  centro  único  propio,  la  cónica  intersección  es  imaginaria  y  el 

determinante  A  de  la  cuádrica  es  nulo,  luego  es  un  cono  imaginario.  Para  m  =  -1,  recta  propia  de  centros, 

1  +  a/3" 

la  cónica  intersección  es  una  elipse  real,  luego  es  un  cilindro  elíptico  real.  Para  m  =  - ^ - »  centro 

único  propio,  la  cónica  intersección  es  real  y  el  determinante  A  de  la  cuádrica  es  nulo,  luego  es  un  cono 
real.  Para  m  =  1,  recta  propia  de  centros,  la  cónica  intersección  está  formada  por  dos  rectas  imaginarias, 
luego  son  dos  planos  imaginarios  con  recta  real  de  intersección.  4o)  Añadiendo  estos  casos  particulares,  el 
cuadro  definitivo  es  el  siguiente: 


m 

-1-73 
<  2 

-1-73 

2 

-1-73  , 

- ^ -  <  m  <  -1 

-1 

.  -1  +  73 

-1  <  m  <  - ^ - 

-1  +  73 

2 

Naturaleza 

Elipsoide  I 

Cono  I 

Elipsoide  R 

CER 

Hiperboloide  1 H 

Cono  R 

m 

-1  +  73 

- 2 -  <  m  <  1 

1 

>  1 

Naturaleza 

Hiperboloide  2 H 

2PI 

Elipsoide  R 

Leyenda:  /  :  Imaginario ;  R  :  Real,  CER  :  Cilindro  elíptico  real,  1 H  :  Una  hoja ;  2 H  :  Dos  hojas ; 
2 PI  :  Dos  planos  imaginarios  con  recta  real  de  intersección. 


G  8-  Dada  la  cuádrica  xy  +  xz  +  yz  -  2x  -  y  +  3z  +  l  =0,  hallar:  1  °)  Su  naturaleza.  2o)  El  plano  diametral 
conjugado  conx  =  5z, y  =  2 z.  3o)  El  diámetro  conjugado  con  el  plano  x -y  =  0.  4o)  El  centro. 


Solución:  I  °)  A 


—  2;  A 44 


0  1  1 
1  0  1 
1  1  0 


=  2.  Luego  la  cuádrica  tiene  centro 


único  propio.  El  cono  asintótico  cortado  por  z  =  1 ,  da  la  cónica:  xy  +  x+  y  =  0,  que  es  una  hipérbola  real. 
Como  A  >  0,  la  cuádrica  es  un  hiperboloide  de  una  hoja.  2o)  Un  punto  de  la  recta  dada  es  (5,2, 1 ).  Luego, 
5 fx  +  2 fy  +fz  =  3x  +  6y  +  7z  -  9  =  0,  que  es  la  ecuación  del  plano  diametral  conjugado  con  la  recta  dada. 
f  f  f 

3°)  -p  =  — j-  =  es  decir:  x+y  +  3  =  0,  z  =  3,  que  es  la  ecuación  del  diámetro  conjugado  con  el 
plano  dado.  4o)  La  solución  del  sistema:  fx  =  0 ,fy  =  0 ,fz  =  0,  da  el  centro  (-2, -1,3). 


G  9-  Hallar  las  secciones  circulares  de  3x2  +  5 y2  +  3z2  +  2xz  -4  =  0. 


Solución:  La  ecuación  en  S  de  la  cuádrica,  es: 


3 -S  0  1 

0  5-5  0 

1  0  3-5 


=  -53  +  1152  -385  +  40,  cuyas 


raíces  son:  2,4,5.  Considerando  la  raíz  intermedia  5  =  4,  se  tiene  que,  siendo  tp(x,y,z )  el  cono  asintótico, 
tp(x,y,z )  -  4(x2  +y2  +z2)  =  3x2  +  5 y2  +  3 z2  +  2xz  -  4x2  -  4 y2  -  4z2  =  y2  -  (z  -  x)2  =  0.  Las  secciones 
circulares  son  las  producidas  por  planos  paralelos  a  los  planos  y  =  ±(z-x),  es  decir,  por  los  planos: 
x  +  y  -  z  +  A  =  0,  x  -y  -  z  +  p  =  0. 


G  10-  Hallar  la  naturaleza  y  la  ecuación  cartesiana  de:  px  =  A2  +  A  -  1,  py  =  2A,  gz  =  1  +  A2. 

Solución:  Eliminando  A  y  g,  se  tiene:  4x2  +  5y2  -  4z2  -  4 xy  =  0,  es  decir:  (2x  -y)2  +  4 y2  -  4z2  =  0,  que 
es  un  cono  real. 
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G  1 1-  Discutir  la  naturaleza  de  las  cuádricas  (3 m  -  2)x2  +  4 z2  +  6 xy  -  8xz  -  Ayz  +  2x  +  2 y  =  O,  en  función 
del  parámetro  m. 


Solución:  I  °)  A 44  = 


propio.  Para  m  =  y,  A  = 


3  m  -23-4 
3  0-2 

-4  -2  4 

3  3-41 

3  0-21 

-4-2  4  0 
110  0 


=  -12 /??  +  20  =  0.  Para  m  +  y ,  la  cuádrica  tiene  centro  único 


=  16,  el  menor  ^43  = 


3  3  1 

3  0  1 

-4  -2  0 


=  -12  +  0.  Luego 


se  tiene  la  cónica:  (3 m  -  2)x2  +  6xy  -  8x  -  Ay  +  4  =  0,  cuyo  A33  = 


=  -9  <  0,  por  lo  que 


la  cuádrica  tiene  centro  único  impropio.  2o)  En  el  caso  de  m  ±  y,  cortando  el  cono  asintótico  por  z  =  1, 

3  m  -  2  3 
3  0 

es  una  hipérbola,  y  por  tanto,  las  cuádricas  son  hiperboloides.  El  determinante  de  los  coeficientes  es: 
3/7?  -  2  3  -4  1 


A  = 


3 

-4 

1 


0  -2  1 
-2  4  0 
1  0  0 


=  -12/77  +  36.  Para  m  <  3,  A  >  0,  luego  los  hiperboloides  son  de  una  hoja. 


Para  m  =  3,  A  =  0,  la  cuádrica  es  un  cono  real.  Para  m  >  3,  A  <  0,  los  hiperboloides  son  de  dos  hojas. 
3o)  En  el  caso  de  m  =  y ,  la  cuádrica  es:  3x2  +  4z2  +  6xy  -  8xz  -  Ayz  +  2x  +  2y  =  0,  que  cortada  por  el 

plano  z  =  0,  se  obtiene  la  cónica:  x2  +  6xy  +  2x  +  2 y  =  0,  que  es  una  hipérbola.  Luego  la  cuádrica  es  un 
paraboloide  hiperbólico.  4o)  En  el  cuadro  siguiente  se  resume  lo  expuesto  en  los  puntos  anteriores: 


m 

<i 

5 

3 

V 

s 

V 

3 

>  3 

Naturaleza 

Hiperboloide  1 H 

Paraboloide  hiperbólico 

Hiperboloide  1 H 

Cono  real 

Hiperboloide  2 H 

Leyenda:  1 H  :  Una  hoja;  2 H  :  Dos  hojas. 

G  12-  Demostrar  que  dos  cuádricas  de  revolución  con  un  foco  común,  son  bitangentes. 

re¬ 
solución:  Sean  las  dos  cuádricas  de  revolución  con  un  foco  común,  las  siguientes:  — 


=  i 

b2  ’ 


yÁ 


,  ,  .  7  „  =  1.  Sus  respectivas  ecuaciones  tangenciales  son:  a~(ir  +  w~)  +  b2v2  -  \  =  0, 

Cl  +  A  b  +  A 

a2(u2  +  w2)  +  b2v2  -  1  +  A(w2  +  v2  +  w2)  =  0.  La  ecuación  tangencial  de  las  cuádricas  bitangentes  a  la 
primera,  es:  a2(u2  +  w2)  +  b2v2  -  1  +  (mu2  +  nv2  +  pw2)  =  0.  Luego  para  m  =  n  =  p  =  X,  se  obtiene  la 
ecuación  tangencial  de  la  segunda  cuádrica,  con  lo  que  queda  demostrado. 

G  13-  Dadas  las  cuádricas  de  ecuación  x2  +  y2  -  z2  +  2pxz  +  2qyz  -  2ax  -  2by  +  2cx  =  0,  hallar  el  lugar 
geométrico  de  sus  centros.  Io)  Cuando  p  y  q  varían,  separando  el  lugar  de  los  centros  correspondientes  a 
hiperboloides  de  una  o  de  dos  hojas.  2o)  Cuando p  y  q  varían  y  además  la  superficie  es  un  cono. 

Solución:  \fx  =  x  +  pz  -  a  =  0,  =  y  +  qz-b  =  0,  -Jrf,  =  y  +  qz  -  b  =  0.  De  donde:  p  =  a  Zx  , 

Z  2  y  2  z 

— Sustituyendo  y  operando,  se  tiene  el  lugar  del  punto  Io:  x2  +  y2  +  z2  -  ax  -  by  -  cz  =  0,  que  es 


q  = 


una  esfera.  El  determinante  de  los  coeficientes  de  las  cuádricas  dadas,  es:  A  = 


10  p  -a 
0  1  q  -b 

p  q  -1  c 
-a  -b  c  0 


=  b2p 2  +  a2q 2  -  2abpq  -  2 acp  -  2 bcq  +  a2  +  b2  -  c2.  Introduciendo  los  valores  anteriores,  igualando  a 
cero  y  operando,  se  tiene  el  lugar  geométrico  de  los  centros,  que  es  un  cono  real  cuya  ecuación  es: 
b2x2  +  a2y2  +  (a2  +  b2  -  c2)z2  -  2 abxy  +  2 acxz  +  2bcyz  -  2 c(a2  +  b2)z  =  0.  Esta  ecuación  junto  con  la  de 
la  esfera,  determinan  la  curva  correspondiente  al  lugar  pedido  en  el  punto  2o.  En  la  parte  de  la  superficie 
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esférica  interior  al  cono,  se  tiene  que  A  <  0,  por  lo  que  el  hiperboloide  es  de  dos  hojas.  En  la  parte  de  la 
superficie  esférica  exterior  al  cono,  A  >  0,  por  lo  que  el  hiperboloide  es  de  una  hoja. 

G  14-  Dada  la  cuádrica  4x2  +  2 y2  +  z2  -  4 xy  -  2 yz  -  4x  +  2y  -  3  =  0,  hallar:  Io)  Planos  principales  y  ejes. 

2o)  Ecuación  canónica. 


Solución:  Io)  El  determinante 


4-5  -2  0 

-2  2-5  -1 

0  -1  1-5 


=  5(52  -  75  +  9)  =  0,  corresponde  a  la  ecuación 


en  5  de  la  cuádrica.  Sus  raíces,  distintas  de  0,  son: 


7±  yir 


.  Para  5  = 


se  tiene  el  sistema: 


1  -  /IT 


l  -  2/77  =  0,  —77? 


-5-/13" 


n  =  0,  obteniéndose  la  dirección 


5  = 


7-  /t 


se  tiene  el  sistema: 


i  +  yi3 


7  +  /IT 
2 

_4 _ 

i  -  /tt  5  +  /tt 


i, 


-2 


.  Para 


l  -  2/77  =  0,  -777 


-5  +  /TI 


n  =  0,  obteniéndose  la 


dirección 


-2 


2  ’  2 
.  Como  los  planos  principales  vienen  dados  por:  lfx  +  /?//',  +  nfz  =  0, 


i  +  /ir  5-  yi3 

y  siendo  fx  =  8x  -  4y  -  4,  fy  =  -4x  +  4y  -  2z  +  2,  f,  =  -2 y  +  2 z,  se  obtienen  los  dos  planos  principales 
siguientes:  -4(4  ±  /TT  )x  +  3  (3  ±  /¡T -  (l  ±  /IT  )z  +  2(4  ±  /TT )  =  0.  El  tercer  plano  principal 
es  indeterminado  (la  cuádrica  es  un  cilindro  elíptico  real).  La  ecuación  del  eje  viene  dada  por  el  conjunto 
de  las  ecuaciones  de  los  dos  planos  principales,  antes  hallados,  y  que  simplificadas  proporcionan  las 
siguientes  ecuaciones  del  eje:  2x-y-l  =  0,  y-z  =  0.  2o)  Siendo  5ix2  +  S2y2  +  y/,0  =  0,  la  ecuación 

canónica,  y  como  f  =  -4 xt  +  2 yt  -  3 12,  =  -2xo  +y0  -  3to  =  -1  -  3  =  -4,  se  obtiene  la  ecuación 


pedida: 


7  +  /TI 


ir 


7  -  /TI 


2Jt° 
z2-  4  =  0. 


G  15-  Se  dan  las  rectas:  y  =  0,  z  -  h  =  0;  x  =  0,  z  +  h  =  0.  Io)  Hallar  la  ecuación  general  de  las  cuádricas 
que  pasan  por  las  dos  rectas.  2o)  Discusión  de  esas  cuádricas  según  los  valores  de  los  parámetros. 

Solución:  Io)  La  ecuación  de  las  cuádricas  que  pasan  por  las  rectas  P  =  0,  Q  =  0  y  R  =  0,  5  =  0,  es 
P(R  +  aS )  +  Q{f5R  +y5)  =  0.  Aplicando  esta  expresión  a  las  rectas  del  enunciado,  y  ordenando,  se  tiene 
que  la  ecuación  de  las  cuádricas  es:  yz2  +xy  +  ¡5xz  +  ayz  -  ¡5hx  +  ahy  -  yh2  =  0.  2o)  Se  obtiene  el  sistema 
fx  =  y  +  f5z-  fifi  =  0,  fy  =  x  +  az  +  ah  =  0,  fz  =  2 yz  +  fx  +  ay  =  0,  cuya  solución  es  (-ah,  fh,  0).  Luego 
las  cuádricas  tienen  centro  único  propio.  Cortando  el  cono  asintótico  (p(x,y,z)  =  0  por  z  =  1,  se  tiene  la 


cónica  de  ecuación:  xy  +  ¡5x  +  ay  +  y  =  0,  cuyo  A33  = 


0  4- 


4-  o 


=  —r~  <  0.  Por  tanto,  las  cuádricas 
4 


son  hiperboloides  de  una  hoja.  Como  A  = 


2 


0  —  — 


_L  a  a_  an_ 

r\  ^ 


1 

2 

t 

2 

-jih 


-ph 

2 

ah 

2 


JL 

2 

ah 

2 


Y 

0 


0 

-yh2 


=  "^(r2  _  8 aPy  +  5a2p2), 


para  que  se  anule,  y  =  .  Para  a  =  y  =  0,  la  cuádrica  degenera  en  los  planos:  x(y  +  z-h)  =  0. 

Para  P  =  y  =  0,  degenera  en  los  planos:  y(x  +  az  +  ah)  =  0.  Para  a  =  P  =  y  =  0,  degenera  en  los  planos: 

xy  =  0. 


G  16-  Se  da  un  círculo  C  situado  en  el  plano  z  =  0,  tangente  en  O  al  eje  OY,  y  un  segundo  círculo  T  situado 
en  el  plano  x  =  0,  tangente  en  O  al  eje  OY.  Sea  a  la  abscisa  del  centro  de  C,  y  h  la  cota  del  centro  de  T, 
siendo  a  >  b  >  0.  Se  pide:  Io)  Ecuación  general  de  las  cuádricas  Q  que  contienen  a  C  y  T.  2o)  Lugar 
geométrico  de  los  centros  de  estas  cuádricas.  3o)  Dado  un  punto  V(a,p,  0),  se  considera  la  curva  de 
contacto  del  cono  de  vértice  V  circunscrito  a  Q.  Demostrar  que  el  lugar  de  esta  curva  es  una  cuádrica  I. 
4o)  Hallar  el  lugar  de  V  para  que  X  sea  un  cono. 

Solución:  Io)  C  =  x2  +y2  -  2 ax  =  0,  z  =  0:  T  =  y2  +  z2  -  2 bz  =  0,  x  =  0.  La  ecuación  de  la  cuádrica  que 
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contiene  a  ambos  círculos,  es:  Q  =  x2  +y2  +  z2  +  2 Axz  -  2 ax  -  2 bz  =  0.  2o)  Q'x  =  2x  +  2 Az  -2a  =  0, 
Q'y  =  2y  =  0,  Q'z  =  2z  +  2Ax  -  2b  =  0.  Eliminando  A  se  tiene  la  ecuación  pedida:  x2  -z2  -  ax  +  bz  =  0, 
y  =  0.  3o)  El  plano  polar  de  V(a,p, 0),  es:  {a-a)x  +  ¡5y+  ( 2a  -  b)z  -  aa  =  0.  Eliminando  A  entre  esta 
ecuación  y  la  de  Q,  se  tiene:  X  =  (2a  -  a)x2  +  ay2  +  az2  -  2/fey  +  2 bxz  -  2 baz  =  0,  que  es  una  cuádrica. 


4o)  El  valor  del  determinante  A,  es:  A 


2  a  -  a  ~P  b  0 

-¡5  a  0  0 

b  0  a  -ba 

0  0  -ba  0 


=  b2a2(2aa  -  a2  -  p2)  =  0. 


A 44  =  2 aa2  -  a3  -  2 ab2.  Para  a  =  0,  se  tiene  que  A44 
es:  x2  +  y2  -  2 ax  =  0. 


0, 


solución  no  vál 


ida.  Por  tanto,  el  lugar  pedido 


G  17-  Se  dan  los  puntos  A(2a,0,0),  B(0,2b,0),  y  C(0,0,2c),  siendo  a,  b  y  c  mayores  que  0.  Se  pide: 
Io)  Ecuación  general  de  las  cuádricas  que  pasan  por  A,  B,  C  y  por  el  origen  O,  siendo  cortadas  por  z  =  0 
según  círculos,  y  por  y  =  0  y  por  x  =  0,  según  hipérbolas  equiláteras.  2o)  Lugar  geométrico  de  los  centros 
de  estas  cuádricas. 

Solución:  Io)  La  ecuación  de  las  cuádricas  que  pasan  por  A,  B,  C  y  O,  es:  x2  +  ay2  +  /fe2  +  2yxy  +  2 8xz  + 
+2 eyz  -  2 ax  -  2 boy  -  2c/fe  =  0.  La  sección  por  z  =  0,  es:  x2  +  ay2  +  2 yxy  -  2 ax  -  2 bay  =  0;  para  que  sea 
una  circunferencia,  ha  de  cumplirse  que  a  =  1,  y  =  0.  La  sección  por  x  =  0,  es:  y2  +  /fe 2  +2 eyz- 
-2bay  -2c¡5z  =  0;  para  que  sea  una  hipérbola  equilátera,  ha  de  cumplirse  que  P  =  - 1.  La  sección  por 
y  =  0,  es:  x2  -z2  +  2 8xz  -  2 ax  +  2 cz  =  0,  que  es  una  hipérbola  equilátera.  La  ecuación  general  pedida  es: 
fpx,y,z)  =  x2  +  y2  -  z2  +  2 8xz  +  2 eyz  -  2 ax  -  2 by  +  2 cz  =  0.  2o)  Las  derivadas  parciales  d q  f[x, y,  z),  son: 
fx  =  2x  —  25z  -2a  =  0 ,fy  =  2 y  +  2 sz  -  2b  =  0,fz  =  —2z  +  25x  +  2 ey  +  2c  =  0.  Eliminando  <5  y  e,  se  tiene 
la  ecuación  pedida:  x2  +  y2  +  z2  -  ax  -  by  -  cz  =  0. 


G  1 8-  Demostrar  que  las  intersecciones  por  un  mismo  plano  de  las  cuádricas  de  las  que  una  está  circunscrita 
a  la  otra,  son  cónicas  bitangentes. 

Solución:  Sea  el  plano  sección  z  =  0.  Siendo  la  cuádrica  inscrita:  fpx, y, z)  =  0,  la  ecuación  de  la  cuádrica 
circunscrita  a  ella,  es:  /  +  AP2  =  0.  Cortando  ambas  por  z  =  0,  se  tienen  las  cónicas:  J[x, y,  0)  =  0,  z  =  0  y 
f[x,y,  0)  +  A (mx  +  ny  +  p)2,  z  =  0.  Luego  en  el  plano  z  =  0,  ambas  cónicas  son  bitangentes. 

G  19-  Dada  la  cuádrica  4x2  +  9y2  +  z2  -  12xy  +  2z  -  5  =  0,  hallar:  Io)  Planos  asintóticos.  2o)  Diámetro 

conjugado  con  x  -  2 y  =  0. 

Solución:  Io)  f x  =  8x  -  12y  =  0,  fy  =  18y  -  12x  =  0,  f:  =  2z  +  2  =  0.  La  solución  de  este  sistema,  es: 
2x  -  3y  =  0,  z  +  1  =0.  Luego  los  planos  que  pasan  por  el  eje  son:  2x  -  3 y  +  A (z  +  1 )  =  0.  El  cono 
asintótico  es:  <p(x,y,z )  =  4x2  +  9y2  +  z2  -  12xy  =  (2x  -  3y)2  +  z2  =  0.  De  donde:  2x  -  3y  ±  iz  =  0,  que  da 
las  direcciones  de  los  planos  asintóticos.  Por  tanto,  obligando  a  que  los  planos  que  pasan  por  el  eje  sean 
paralelos  a  dichas  direcciones,  se  tiene:  y  =  —y  =  y-,  de  donde:  A  =  ±i.  Luego  los  planos  asintóticos 
son:  2x  -  3y  ±  iz  +  i  =  0.  2o)  El  diámetro  conjugado  con  la  dirección  ( 1 ,  —2, 0 ),  viene  dado  por  las 

ecuaciones:  ^  ^  ^ x  =  2z  +  2  ^  es  2x  -  3y  =  0,  z  +  1  =0. 


G  20-  En  un  punto  P  de  la  intersección  de  dos  cuádricas  homofocales  se  trazan  normales  a  las  dos 
superficies.  Estas  normales  encuentran  a  un  mismo  plano  principal  en  dos  puntos  Q  y  Q' .  Demostrar  que 
cuando  P  describe  la  intersección  de  las  dos  cuádricas,  los  puntos  Q  y  Q'  describen  cónicas  que  son 
polares  recíprocas  respecto  de  la  focal  situada  en  dicho  plano. 


Solución:  Sea: 


Ax 


Yy 


2  ,  ,  ^  =  1,  la  ecuación  del  plano  tangente  de  una  de  las 

a  -Ai  o  -Ai  c  -  Ai 


cuádricas  homofocales  .  La  normal  en  el  punto  de  tangencia  es: 


X-x 

x 

a2  -  Ai 


Y-y 

y 

b2  -  Ai 


Z-z 


c2  -  Ai 


Las 


coordenadas^  del  punto  Q  de  intersección  de  esta  normal  con  el  plano  principal  z  =  0,  son: 

(a  c  )x  v  _  (b  — c  )y  _  q  curva  intersección  de  las  dos  cuádricas  homofocales  viene 

'2  ^  ’ 


x  = 


a2  -  Ai 


,  Y  = 


b2-  Ai 


dada  por  las  dos  ecuaciones: 


x4 


a2 -Ai  b2  -  Ai  c_-Ai 
Eliminando  z,  entre  estas  dos  ecuaciones,  se  tiene: 


=  1 


y 


a2-  A2 


b~  -  Á.2 


c2  -  A  2 


=  1. 


1 


1 


(a2  -  Ai)(c2  -  A2)  (a2  -  A2)(c2  -  Ai) 
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1 


¡y2  = 


i 


■  ,  w  ,  „  „  „  w  ,  „  „  i  y  ,  „  ,  ■.  Sustituyendo  en  esta  expresión 

L  (¿2-Ai)(c2-A2)  (ó2-A2)(c2-Ai)  1  c2-A2  c2-h  y  F 

las  coordenadas  (x,y)  en  función  de  las  coordenadas  (X,Y)  del  punto  Q,  se  obtiene,  simplificando: 

(A2  -  Ai)(<72  -  Ai)  w  (A2  -  Ai)(¿2  -  Al)  ^2  T^--a-a  ( i  '•  r< 

t.a>-x-)(a’--c’-)*+  ;  "  D,vld,end0  por  <A:-Al)- la  comca  Cl 

;  _  (a2 -Ai)*2  (¿2-A 072  ,  A  ,  ,  .  _  , 

descrita  por  0  es:  — — -  ^  ^ 2  _  _  g2  =  1,  z  =  0,  y  la  comea  C2  descrita  por  Q  es: 

=  1,  z  =  0.  Para  comprobar  que  ambas  cónicas  son  polares 


(a2-  A,)*2 


(a2  -  A2)(a2  -  c2) 
(Ó2-A2)y2 


(a2  -  Ai  )(a2  -  c2)  (ó2  -  Ai  )(ó2  -  c2) 

o 

recíprocas  respecto  de  la  focal: 


=  1,  z  =  0,  basta  ver  que  la  polar  de  un  punto  de  la 
primera  es  tangente  a  la  segunda.  En  efecto,  siendo:  u  =  -(a2  -  c2)x,  v  = -{b2  -  c2)y,  se  tiene: 


a 2  -  c2 


b2-c2 


x  = 


-u 


-v 


■y  >y  =  a  "  i  y  Y  sustituyendo  estos  valores  en  C¡,  se  obtiene  la  ecuación  tangencial  de  C2: 
dz  —  cz  bz  —  cz 

2  _  s,2\(„2  _  i  .  \i,2  (  u2  _  „ 2\(U2 


(a2  -  c2){a2  -  Ai )u2  {b2  -  c2){b 2  -  Ai)v2 


a 2  -  A2 


b-  -  A 2 


=  1. 


G21-  Se  da  la  esfera  J[x,y,z)  =  x2 +y2  +  z2  -  2bz  -  a2  =  0,  y  el  círculo  C  cuyas  ecuaciones  son 
x2  +  y2  -  a2  =  0,  z  =  0.  Por  un  punto  P  se  traza  un  plano  cualquiera  que  corta  a  la  esfera  según  un  círculo 
T.  Se  considera  un  cono  de  2o  orden  que  pasa  por  C  y  T.  El  lugar  del  vértice  V  del  cono  es  una  cuádrica. 
Discutir  su  naturaleza  cuando  P  se  desplaza,  permaneciendo  fijos  la  esfera  y  el  círculo  C. 

Solución:  Sean  las  coordenadas  de  P(xo,yo,zo),  sea  n  el  plano:  u{x  -  jto)  +  v(y  -  jo)  +  rv(z  -  z o)  =  0,  y 
sea  (p  la  cuádrica  formada  por  los  planos  n  =  0,  z  =  0,  es  decir,  <p(x,y,z )  =  zll  =  0.  El  vértice  V  tiene  el 

f  f  f  f 

mismo  plano  polar  respecto  a  cp{x,y,z)  y  a  f{x,y,z).  Luego,  =  -L.  =  A£_  =  es  decir: 

(Px  <Py  <Pz  Pt 

=  -x - 2z  -  2 bt -  =  ~^7Ziñ,  y  ■  Eliminando  u,v,w,  se  tiene  la  cuádrica 

uz  vz  2wz-uxot-vyot-wz0t  -ux0z  -  vy0z  -  wz0z  ’  ’ 

lugar  de  V:  z o(x2  +y2)  +  {2b  -  zo)z2  -  2xqxz  -  2yoyz  +  2 a2z  -  a2zo  =  0.  Llamando  A  a  la  esfera  dada,  y  B 
a  la  esfera  x2  +  y2  +z2  -  2 bz  =  0,  se  tiene:  Io)  Si  P  está  dentro  de  B,  la  cuádrica  es  un  elipsoide  real,  pues 
es  de  la  forma  M 2  +  N2  +  P2  =  1 .  2o)  Si  P  está  en  B,  la  cuádrica  es  un  paraboloide  elíptico,  pues  es  de  la 
forma  M2  +  N2  =  P.  3o)  Si  P  está  entre  A  y  B,  la  cuádrica  es  un  hiperboloide,  pues  es  de  la  forma 
M2  +N2  -  P2  =  ±1 .  4o)  Si  P  está  en  A,  la  cuádrica  es  un  cono  real,  pues  es  de  la  forma  M 2  +N2  -  P2  =  0. 
5o)  Si  P  está  fuera  de  A,  la  cuádrica  es  un  hiperboloide,  pues  es  de  la  forma  M2  +  N2  -  P2  =  ±1 .  6o)  Si  P 
está  en  el  plano  z  =  0,  la  cuádrica  degenera  en  dos  planos,  siendo  uno  de  ellos  z  =  0. 


G  22-  Dadas  las  rectas  A,  B  y  B1,  cuyas  respectivas  ecuaciones  son:  A  =  x  =  0,  y  =  0,  B  =  y  =  0,  z  -  h  =  0, 
B'  =  x  =  0,  z  +  h  =  0,  se  consideran  las  cuádricas  Q  que  pasan  por  A,  B  y  B! ,  y  cuyo  centro  C  describe  la 
recta  z  =  0,  ux  +  vy  +  w  =  0.  Io)  Demostrar  que  las  cuádricas  Q  pasan  por  una  recta  fija  que  se  apoya  en  B 
y  B' .  2o)  Cuando  C  describe  en  z  =  0  una  curva  T  de  clase  m,  Q  tiene  por  envolvente  una  superficie 
reglada  E  de  grado  2 m. 

Solución:  Io)  Sea  el  centro  C(a,/3, 0).  La  ecuación  de  O  es:  hxy  +  fíxz  -  ayz  -hfix  -  hay  =  0.  Si  C 

describe  la  recta:  ux  +  vy  +  w  =  0,  z  =  0,  las  cuádricas  Q  pasan  por  la  recta  D  de  ecuaciones: 
hux  +  w(z  +  h)  =  0,  hvy  +  w(z  -h)  =  0,  que  se  apoya  en  las  dos  rectas  dadas.  2o)  A  cada  punto  C  de  la 
curva  T  corresponde  una  superficie  Q.  Por  consiguiente,  la  característica  de  esta  superficie  es  la  recta  A 
cuyas  ecuaciones  se  deducen  de  las  de  D  sustituyendo  u,  v,  w  por  las  coordenadas  de  la  tangente  a  T  en  el 
punto  C.  Si  la  ecuación  tangencial  de  la  curva  T  es  F(u,v,w )  =  0,  la  ecuación  de  la  superficie  X  es: 
F\-y{z  +  h),x{z  -  h),hxy ]  =  0,  siendo  los  valores  de  u,  v,w  los  deducidos  de  D.  Por  tanto,  si  Y  es  de  clase 
m  (número  de  tangentes  desde  un  punto  exterior  a  la  curva),  I  es  de  grado  2 m 


G23-  Dadas  dos  cuádricas  homofocales  C i  y  C2,  demostrar  que  los  semidiámetros  de  C2  paralelos  a  las 
normales  aCi  a  lo  largo  de  la  cuártica  de  intersección,  son  de  longitud  constante. 

i.2  _2 

=  1.  Siendo  (a, ¡3, y)  un 


Solución:  Sean  Cj  =  +  77  +  2E-  =  1,  C2  =  — — 

A  f- \A  L  /-» A  _j_  2 


T 


¿A  b2  c 

punto  de  la  cuártica  intersección,  la  normal  aCi  es: 


fl‘ 

x-  a 


b2  +  A 

y-P  _ 


c2  +  A 
z  -  y 


Y 


.  El  diámetro  de  la  cuádrica 


C2  paralelo  a  dicha  normal  es: 


x  =  y  _  z 

jl  p  y_ 


-AL  ¡3 

q1  ¿2  c2 

=  y .  Este  diámetro  corta  a  la  propia  cuádrica  C2  en: 
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=  1,  de  donde:  p2  = 


1 


P2 


7 


Por 


tanto,  el  cuadrado  L2  del  semidiámetro  es:  L2  =  p 

v2 


a4(a2  +  A)  b4(b2+X)  c4(c2  +  A) 


2/  a 


P2  Y2 


el  valor  de  p2,  se  tiene:  L2  = 


cr 

a4 


P^+f_ 

b 4  c4 


cr 


P2 


Y 


Introduciendo  en  esta  expresión 
Operando  y  simplificando,  se 


obtiene: 


n4(a2  +  A)  b4(b2+X)  c4(c2  +  A) 

a2(a2  +  A  -  L2)  p2(b2  +  X-L2)  y2{c2+X-L2)  ,  .  .  ,  _ 

1  1  =  0.  Restando  las  ecuaciones  de  C\  y 


a4(a2  +  A) 


crA 


Z>4(ó2  +A) 
P2  A 


c4(c2  +  A) 
o2  a 

^  =0.  Para  que  a,P,y  tengan  los  mismos 


C2,  se  tiene:  , ,  ,  .  ,  » 

a2(a“+A)  ó~(ó2  +  A)  c2(c~+A) 

coeficientes  en  ambas  ecuaciones,  ha  de  cumplirse  que  A  -  A2  =  0,  es  decir  que  los  semidiámetros  de  C2 

miden  JX ,  constante. 


G  24-  Dado  un  paralelepípedo,  se  consideran  tres  de  sus  aristas  que  no  tengan  extremo  común,  y  los  dos 
vértices  no  situados  en  estas  tres  aristas.  Io)  Hallar  la  ecuación  del  lugar  de  una  cónica  que  pasa  por  estos 
dos  puntos  y  se  apoya  en  las  tres  aristas.  2o)  Hallar  las  generatrices  rectilíneas  contenidas  en  la  superficie. 

Solución:  Io)  Sean  las  tres  aristas  AD,  BF  y  Olí,  cuyas  respectivas  ecuaciones  son:  AD  =  y-b  =  0, 
z  +  c  =  0,  BF  =  x  +  a  =  0,  z  —  c  =  0,  HG  =  x  -  a  =  0,  y  +  b  =  0,  y  sean  los  vértices  C(a,b,c)  y 
E(-a,-b,-c).  La  ecuación  de  la  superficie  que  pasa  por  las  tres  aristas  y  por  los  dos  vértices,  es: 

(i -OCi  +  OGr- t)(i~ f)  +  (|r-1)(-i--f)2  =  °’  que  es  el  lu§ar  pedido-  2°) Las 

rectas  reales  contenidas,  son  la  diagonal  CE,  que  es  recta  doble,  las  tres  aristas  dadas,  y  las  aristas  que 
pasan  por  C  y  E. 


G  25-  Formar  la  ecuación  general  de  las  cuádricas  Q  que  son  equiláteras  y  que  contienen  a  las  rectas 
r  =  y  =  mx,z  =  h  y  r'  =  y  =  -mx,z  =  -h.  Demostrar  que  las  generatrices  de  las  cuádricas  Q  de  igual 
sistema  que  r  y  r',  y  que  pasan  por  (xo,yo,zo),  permanecen  en  un  plano  P. 

Solución:  La  ecuación  de  las  cuádricas  que  contienen  a  las  dos  rectas  dadas,  viene  dada  por  la 

expresión:  (y  -  mx)\y  +  mx  +  a(z  +  h )]  +  (z  -  h)[p(y  +  mx)  +  y(z  +  h )]  =  0.  Operando  y  simplificando,  se 
tiene  que:  -m2x2  +y2  +  yz2  +  m(P  -  a)xz  +  (a  +  P)yz  -  mh(a  +  P)x  +  h(a  -  P)y  -  yh2  =  0.  Por  ser  la 
cuádrica  equilátera,  su  cono  asintótico  ha  de  ser  capaz  de  infinitos  triedros  trirrectángulos,  para  lo  que  es 
necesario  y  suficiente  que  la  suma  de  los  coeficientes  de  x2,y2,z2  sea  nula,  es  decir:  1  -  m2  +  y  =  0. 
Introduciendo  en  la  ecuación  de  Q,  los  siguientes  valores:  a+  P  =  2X,  a  -  P  =  2/r,  y  =  m2  -  1,  se  tiene: 
Q  =  —m2x2  +  y2  +  (m2  -  1  )z2  -  2 mfvcz  +  2Ayz  -  2hmXx  +  2 h/uy  -  h2(m2  -  1 )  =  0.  Las  ecuaciones  de  las 
rectas  que  pasan  por  (xo,jo,^o)  son:  x  =  ap  +  xo,  y  =  bp  +y0,  z  =  p  +  z0.  Como  están  contenidas  en  la 
cuádrica  Q,  se  tiene  el  sistema:  —m2ax o  +  ( m 2  -  1  )z0  -  mpaz 0  -  mpx o  +  óAz0  +  Ay0  -  hmXa  +  hpb  =  0, 
b2  -  a2m  +  ( m 2  -  1 )  -  2 amp  +  2¿A  =  0.  De  las  ecuaciones  de  la  generatriz  se  deduce  que:  a  =  ^-zo  ’ 

b  =  ■  Introduciendo  estos  valores  en  el  sistema  anterior,  y  eliminando  A,  se  obtiene  una  expresión 

que  es  el  cuadrado  de:  my0x  -  mx0y  +  h(m2  -  1  )z  -  h(m2  -  1  )z0  =  0,  que  es  la  ecuación  de  un  plano,  con 
lo  que  queda  demostrado  que  las  generatrices  permanecen  en  este  plano. 

G  26-  Hallar  el  plano  diametral  de  la  cuádrica  12x2  +  15y2  +  20z2  +  120x  -  60y  -  120z  +  7  =  0,  conjugado 
con  la  dirección  (5,4,3). 

Solución:  Se  tiene:  fx  =  2Ax  +  120,  fy  =  30>^  -60 ,fz  =  40 z  -  120.  Luego  el  plano  diametral  pedido  es: 
5 (24x  +  120)  +  4(30y  -  60)  +  3(40z  -  120)  =  0,  que  simplificado  es:  jc  +  y  +  z  =  0. 

G  27-  Dada  la  cuádrica  x2  +  lly2  +  7z2  -  28xy  +  14xz  -  56yz  -  56x  +  84 y  +  28z  +14  =  0,  hallar  el  plano 
diametral  conjugado  con  la  dirección  (7,3,5). 

Solución:  Se  tiene:  fx  =  2x  -  28y  +  14z  -  56,  fy  =  -28x  +  a 5 Ay  -  5 6z  +  84,  fz  =  14x  -  5 63'  +  14z  +  28. 
El  plano  pedido  es:  7(2x  -  28y  +  14z  -  56)  +  3(-28x  +  a54y  -  56z  +  84)  +  5(14x  -  56y  +  14z  +  28),  que 
simplificado  es:  y  =  0. 
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G  28-  Hallar  el  diámetro  de  la  cuádrica  2x2  +  y2  +  2 z2  -1=0,  conjugado  con  el  plano  2x  +  y  -  4z  =  0. 

Solución:  Se  tiene:/,.  =  4 x,fy  =  2 y,  /  =  4 z.  Luego  el  diámetro  pedido  es:  4/  =  o  bien: 

2x  =  2y  =  -z.  f 

G  29-  Hallar  el  diámetro  de  la  cuádrica  x2  +  y2  +  3z2  +  2 xy  +  2xz  +  4 yz  +  2x  +  Ay  +  8z  +  3  =  0,  conjugado  con 
el  plano  3x  +  6y  +  1 2z  +  1  =0. 

Solución:  Se  tiene:/.  =  2x  +  2y  +  2z  +  2,/  =  2x  +  2y  +  4z  +  4,/  =  2x  +  4y  +  6z  +  8.  Luego  el  diámetro 

, .  ,  x  +  y  +  z  +  1  x  +  y  - i-  2z  +  2  x  +  2y  +  3z  +  4  ^  n  n 

pedido  es:  - ^ ^ -  =  -  \2 - •  Operando:  x  +y  =  0,  x  +  z  =  0. 

G  30-  Dado  el  paraboloide  elíptico  x2  +  y2  +  z2  +  2 xz  +  6x  +  4y  +  2z  +  13  =  0,  hallar  sus  planos  principales, 
ejes  y  vértices. 

1-5  0  1 

Solución:  Ecuación  en  5:  0  1-5  0  =  5(5-  1  )(5  —  2)  =  0.  Siendo  (l,m,n)  la  dirección 

1  0  1-5 

buscada,  se  tiene  el  sistema:  (1  -  S)l  +  n  =  0,  (1  -  S)m  =  0,  /  +  (1  -  S)n  =  0,  cuyas  soluciones  son:  para 
5  =  0,  (1,0,— 1 );  para  5=1,  (0,1,0);  para  5  =  2,  (1,0,1).  Siendo  /  =  2x  +  2z  +  6,  fy  =  2y  +  4, 
/  =  2x  +  2z  +  2,  el  plano  principal  para  5  =  0,  es:  2x  +  2z  +  6  -  2x  -  2z  -  2  =  0,  es  decir:  t  =  0.  Para 
5=1,  el  plano  principal  es:  2y  +  4  =  0,  es  decir:  y +  2  =  0.  Para  5  =  2,  el  plano  principal  es: 
2x  +  2z  +  6  +  2x  +  2z  +  2  =  0,  es  decir:  x  +  z  +  2  =  0.  Los  ejes  son:  t  =  0,  y  +  2  =  0;  í  =  0,  x  +  z  +  2  =  0; 
y  +  2  =  0,  x  +  z  +  2  =  0,  luego  solo  tiene  un  eje  propio.  La  cuádrica  tiene  dos  vértices  impropios  y  uno 
propio:  (/p,-2,^). 

G  31-  Hallar  los  planos  principales,  ejes  y  vértices  de  la  cuádrica  12x2  +  15y2  +  20z2  +  24x  +  40z  -  28  =  0. 

12-5  0  0 

Solución:  La  ecuación  en  5  es:  0  15-5  0  =  (12  —  5)(15  —  5)(20  —  5)  =  0.  Para 

0  0  20-5 

5  =  12,  la  dirección  es  (1,0,0);  para  5  =  15,  es  (0,1,0);  para  5  =  20,  es  (0,0,1).  Como /  =  24x  +  24, 
fy  =  30 y,/  =  40z  +  40,  el  plano  principal  para  5  =  12,  es:  x  +  1  =  0;  para  5  =  15,  el  plano  principal  es: 
y  =  0;  para  5  =  20,  el  plano  es:  z  +  1  =0.  Los  ejes  son:  x+1  =  0,  y  =  0;  x  +  1  =0,  z+1  =0;y  =  0, 
z+  1  =  0.  Los  vértices  (intersección  de  los  ejes  con  la  cuádrica)  son:  (-1,0,-1  ±  /J),  (— 1 , ±2,-1 ), 
(-1  +  75, 0,-1). 

G  32-  Dada  la  cuádrica  2xy  +  2xz  +  2yz  -1=0,  hallar  sus  planos  principales. 

-5  1  1 

Solución:  La  ecuación  en  5  es:  1  -5  1  =  (5  +  1)2(5- 2)  =  0.  El  sistema  para  detemiinar  las 

1  1  -5 

direcciones  es:  -SI  +  m  +  n  =  0,  /  -  Sin  +  n  =  0,  l  +  m  -  Sn  =  0.  Para  5  =  2,  la  dirección  es:  (1,1,1).  Para 
la  raíz  doble  5  =  -1,  se  tiene:  yp(x  -  y)  +x  -z  =  0,  luego  la  cuádrica  es  de  revolución,  de  eje:  x  -  y  =  0, 
x  -  z  =  0. 

G  33-  Dada  la  cuádrica  3x2  +  5y2  +  3z2  +  2xy  +  2xz  +  2yz  +  2x  +  12y  +  lOz  +  20  =  0,  hallar  sus  planos 
principales. 

3-5  1  1 

Solución:  La  ecuación  en  5  es  1  5-5  1  =  -(5-  2)(5  —  3 ) (5  —  6)  =  0.  El  sistema  para 

1  13-5 

detemiinar  las  direcciones  es:  (3  -  S)l  +  m  +  n  =  0,  l  +  (5  -  S)m  +  n  =  0,  l  +  m  +  (3  -  S)n  =  0.  Para 
5  =  2,  la  dirección  es:  (-1,0,1);  para  5  =  3,  es:  (1,-1, 1);  para  5=6,  es:  (1,2,1).  Siendo 
X  =  6x  +  2y  +  2z  +  2,  /,  =  2x  +  lOy  +  2z  +  12,  /  =  2x  +  2y  +  6z  +  10,  el  plano  principal  para  5  =  2,  es: 
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x-z-2  =  0;  para  S  =  3,  el  plano  es :x  -y  +  z  =  0;  para  S  =  6,  es:  x  +  2y  +  z  +  3  =  0. 


G  34-  Dada  la  cuádrica  x2  +  2 y2  +  3z2  +  4 xy  +  xz  +  2 yz  +  3 tx  +  2 ty  +  4 tz  +  lt2  =  0,  en  coordenadas 
homogéneas,  hallar  el  plano  polar  del  punto  (3, 1,2, 1).  Hallado  el  plano  polar,  comprobar  que  su  polo  es 
el  punto  dado. 

Solución:  Derivando:  fx{ 3, 1,2, 1)  =  2x  +  4y  +  z  +  3t  =  15;  fy{ 3, 1,2,1)  =  4x  +  4y  +  2z  +  2t  =  22; 

fz{ 3, 1,2,1)  =  x  +  2y  +  6z  +  4t  =  21;  f(2>,  1,2,1)  =  3x  +  2y  +  4z  +  1 4t  =  33.  El  plano  polar  de  (3, 1,2, 1 ) 
es:  15x  +  22y  +  21z  +  33  =  0.  Para  realizar  la  comprobación  del  polo  de  este  plano,  se  tiene: 
2x  +  4y  +  z  +  3  4x  +  4y  +  2z  +  2  x  +  2y  +  6z  +  4  3x  +  2y  +  4z+14  _  ,  ,  ,  ,  , 

- -  =  - ^2 -  =  -  21 -  =  - <20n<2e  se  deduce  el 

sistema:  9x  +  18y  -  23z  =  -1,  6x  +  8y-  2z  =  22,  7x  +  34y-  9z  =  37,  cuya  solución  es  (3, 1,2). 

G  35-  Dada  la  cuádrica  x2  +  y2  -  2z2  -  xy  +  3 xz  -  2 yz  -x  +  y  +  z  +  5  =  0,  y  la  recta  x  =  2  -  22,  y  =  3-32, 
z  =  -1  +2,  t  =  1+2,  hallar  la  ecuación  de  la  involución  que  la  cuádrica  subordina  en  la  recta,  y  sus 
puntos  dobles. 


Solución:  Sean  X\  y  22  dos  puntos  de  la  recta,  que  para  que  sean  conjugados  deben  verificar  la  ecuación 
X] fX2  +yify2  +  Z\f:2  +  t\f,2  =  0.  Como  fx  =  2x -y  +  3z  -  1,  fy  =  -x  +  2_y  -  2z  +  1,  fz  =  3x  -  2_y  -  4z  +  1, 
ft  =  -x  +  y  +  z+  10,  se  tiene  que:  x\fX2  =  (2  -  22 1 ) [2(2  -  222)  -  (3  -  322)  +  3(— 1  +  22)  -  (1  +  22 )]  = 
=  (2  -  22 1 ) (—3  +  22),  y  procediendo  de  la  misma  forma,  se  obtienen:  y \fyi  =  (3  -  32i)(7  -  522), 
z\fZ2  =  (-1  +  2 1 )(5  -  322),  t\f2  =  (1  +  2i)(10  +  1022).  Sumando  estas  ecuaciones  y  operando,  se 
obtiene:  20  +  202i22  =  0,  es  decir:  2i22  +  1=0,  que  es  la  ecuación  de  la  involución.  Los  puntos  dobles 
corresponden  a:  22  +  1  =  0,  2  =  ±i,  es  decir  en  coordenadas  homogéneas:  (2  -  2i,  3  -  3/,  —  1  +  i,  1  +  i)  y 
(2  +  2z,3  +  3z,-l  -  i,  1  -  i),  o  lo  que  es  lo  mismo,  para  t  =  1,  (+2z,+3z,±z). 

G  36-  Dada  la  cuádrica  x2  +y2  -xy  +  3xz  -  x  +  2z  +  1  =  0,  y  la  recta  7x-z-2  =  0,  y  =  1,  hallar  la 
ecuación  de  la  involución  que  la  cuádrica  subordina  en  la  recta,  así  como  los  planos  tangentes  a  la 
cuádrica  definidos  por  dicha  involución. 


Solución:  Se  tiene:  fx  =  2x  -y  +3z  -  \,fy  =  -x  +  2 y,f  =  3x  +  2 ,f  =  -x  +  2z  +  2.  El  haz  de  planos  que 
pasan  por  la  recta  dada,  es:  7x  -  z  -  2  +  2(y  -  1)  =  7x  +  2y-z-2-2  =  0.  Sean  2 1  y  22  los  valores  del 
parámetro  que  hacen  que  los  dos  planos  que  determinan,  sean  conjugados.  Ha  de  cumplirse  que  el 
determinante  A  de  la  cuádrica,  orlado  con  los  coeficientes  de  los  dos  planos,  sea  nulo.  Es  decir: 


2-13 
-12  0 
3  0  0 

-10  2 
7  2 2  -1 


-1  7 

0  2! 

2  -1 

2  -2-2! 

-2  -  22  0 


=  0.  Operando  y  simplificando,  se  obtiene  la  ecuación  de  la 


involución:  1 72 1 22  +41  (2 1  +22)  +  137  =  0.  Los  valores  dobles  de  2  son: 


-41  ±  18/2  i 
17 


Sustituyendo 


estos  valores  en  el  haz  de  planos  definido,  se  obtienen  las  ecuaciones  de  los  planos  tangentes  pedidos: 

_  -41  +  18/2  i  .  -41  ±  18/2  /  _ 

7x  H - — - y  -  z  -2  - - — -  =  0. 


17 


17 


G  37-  Dada  la  ecuación  2(2  +  1  )x  -  Xy  +  (2  +  1  )z  -  (22  +  2)a  =  0,  hallar  la  de  su  envolvente  referida  a  su 
centro,  así  como  la  relación  existente  entre  esta  envolvente  y  su  cono  asintótico. 


Solución:  Se  tiene:  fx  =  (2  +  1  )x  +  2 x-y  +  z-  22 a  =  0, 

valor  en  la  ecuación  dada,  operando  y  dividiendo  por 
envolvente:  x2  +y2  +  z2  -  2 xy  -  2 xz  -  2 yz  +  8ax  +  4az  -  8 a 


— -(-y  —  ^ 

de  donde:  2  =  —  - — — .  Sustituyendo  este 
2(x  -  a) 

(x-a),  se  tiene  la  ecuación  de  la  cuádrica 
2  =  0.  Siendo  la  ecuación  referida  a  su  centro: 


(p(x,y,z)  +  L 

A  44 


0,  como  A 


1 

-1 

-1 

4  a 

-1 

1 

-1 

0 

-1 

-1 

1 

2a 

4  a 

0 

2a 

-8  a2 

1  -1  -1 

-1  1  -1 

-1  -1  1 


=  -4,  la  ecuación 


es:  x2  +y2  +  z2  —  2 xy  -  2 xz  -  2 yz  =  0.  Luego  la  cuádrica  es  un  cono,  por  lo  que  su  cono  asintótico  es  ella 
misma. 
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G  38-  Hallar  los  planos  asintóticos  del  paraboloide  elíptico  x2  +  y2  +  z2  +  2 xz  +  6x  +  Ay  +  2z  +  1 3  =  0. 

Solución:  <p(x,y,z )  =  x2  +y2  +z2  +2 xz  =  (x  +  z)2  +y2.  Las  direcciones  de  los  planos  asintóticos  son: 

1-5  0  1 

x  +  z  =  ±iy,  es  decir:  (l,±z,  1 ).  La  ecuación  en  S  es:  0  1-5  0  =  -5(5-  1  )(5—  2)  =  0.  El 

1  0  1-5 

plano  principal  para  5  =  0  es:  t  =  0  (plano  impropio);  para  5=1,  es:  y  +  2  =  0;  para  5  =  2,  es: 
x  +  z  +  2  =  0.  El  eje  es:  y  +  2  =  0,x  +  z  +  2  =  0.  Los  planos  que  pasan  por  el  eje  son: 

1  2  lili 

x  +  z  +  2  +  A(y  +  2)  =  0.  Como  han  de  ser  paralelos  a  (1,+z,  1),  se  tiene:  -j-  =  =  -j-,  de  donde: 

A  =  ±i.  Los  planos  asintóticos  son:  x±iy  +  z  +  2±2i  =  0. 

G  39-  Hallar  el  cono  asintótico  del  cilindro  hiperbólico  4x2  -  18 y2  -  6xy  +  6xz  +  9yz  -  2x  +  9y  -  4z  -  4  =  0. 

Solución:  Se  tiene  que  (p{x,y,z)  =  4x2  -  18y2  -  6 xy  +  6xz  +  9yz  =  (4x  -3 y  +  3 z)2  -  (3z  -  9 y)2  =  0. 

Luego  los  planos  asintóticos  son  paralelos  a  los  planos:  4x  -  3y  +  3z  ±  (3z  -  9 y)  =  0,  es  decir, 
simplificando,  son  paralelos  a  los  planos:  2x  -  6y  +  3z  =  0,  2x  +  3 y  =  0.  Siendo:  fx  =  8x  -  6y  +  6z  -  2, 

8-6  6 

fy  =  -6x-36y  +  9z  +  9,  fz  =  6x  +  9y-4,  A44  =  -6  -36  9  =  0,  el  eje  es:  4x-  2>y  +  3z-  1  =  0, 

6  9  0 

6x  +  9y  -  4  =  0.  .  Los  planos  que  contienen  al  eje  son:  4x  -  3y  +  3z  -  1  +  A(6x  +  9y  -  4)  =  0.  De  estos,  el 
paralelo  a:  2x-6y  +  3z  =  0,  verifica  la  relación:  —  +  ^  + ' 9 A  _  JL  luego:  A  =  Ar~,  siendo  el 

plano:  6x  -  18y  +  9z  +  1  =0.  Procediendo  análogamente  con  el  segundo  plano,  se  tiene  que: 
^  +2^“  =  ^  3  ^  =  donde:  A  =  oo,  siendo  el  plano:  6x  +  9y  -  4  =  0.  El  cono  asintótico  ha 

degenerado  en  los  planos  asintóticos  calculados. 

G  40-  Dada  la  cuádrica/(x,j,z)  =  0,  hallar  el  lugar  geométrico  de  los  vértices  de  los  triedros  trirrectángulos 
tales  que  sus  tres  aristas  sean  tangentes  a  la  cuádrica.  Aplicarlo  a  los  casos  del  elipsoide,  hiperboloide  y 
paraboloide. 


Solución:  Sea  (a, [i, y)  un  punto  del  lugar.  La  ecuación  del  cono  cuyo  vértice  es  (a, ¡3, y)  y  está 

circunscrito  a  /(x,y,z)  =  0,  es:  [xfa  +yfp  +zfy  +  tft )2  -  4 f[x,y,z)j[a,f},y)  =  0.  Por  ser  capaz  de  un  triedro 
trirrectángulo,  ha  de  cumplirse  que:  011+022  +  033=0,  luego  la  ecuación  pedida  es: 
f2  -  4a\]f[x,y,z)  +f~  -  Aa27j{x,y,z)  +f2  -  \a^j\x,y,z)  =  0.  Aplicando  este  resultado  al  elipsoide 

■Jy  +  f 7  +  p-  =  !•  como  =  ph  fy  =  JT’  f--  =  a22  =  -foi  ’  «33  =  jy,  se  tiene: 

(  -L  +  -4r  )  +  Ir  (  +  A-  )  +  \  +  vV  )  =  9ue  es  un  elipsoide.  Aplicado 

a 2  \  b2  c¿  J  b“  V  a 1  c2  J  c2  V  o~  b~  J  a~  b2  c2 

r2  y2  — 2 

el  resultado  al  hiperboloide  -Ar-  +  -  -4^  =  1,  y  procediendo  de  forma  análoga  al  caso  anterior,  se 

a  b  c~ 

tiene:  4"  f  yV  - ±  tr  íyV  -  yV  V  4  ±  iVl  =  “V  ±  TE  “  que  es  un  hiperboloide. 


Aplicado  el  resultado  al  paraboloide  Ar  +  "tí —  2x  =  0,  se  tiene: 

y  H 

un  paraboloide. 


«2,  b2 
y2  +z2 


2x(-^-  +  -  1  =0,  que  es 


G  41-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  vértices  de  los  triedros  trirrectángulos  cuyas  caras  son  tangentes  al 

2^2 

elipsoide  +  Z-  +  =  1. 

a  b2  c 


Solución:  En  el  problema  G  40,  se  ha  hallado  la  ecuación  del  cono  circunscrito  al  elipsoide.  La  ecuación 
del  cono  suplementario  a  este,  es:  (ax  +  fiy  +  yz)2  -  ( a2x 2  +  b2y2  +  c2z 2)  =  0.  Como  ha  de  ser  capaz  de 
un  triedro  trirrectángulo  inscrito,  ha  de  verificarse  que:  a2  -  a2  +  fi2  -  b2  +  y2  -  c2  =  0.  Por  tanto  el  lugar 
es  la  esfera  de  Monge:  x2  +  y2  +z2  =  a2  +  b2  +  c2. 


Nota:  En  el  caso  del  paraboloide 

x+^=0. 


2x  =  0,  el  lugar  es  el  plano  de  Monge  de  ecuación: 


G  42-  Dada  la  elipse  de  ecuaciones  +  Z-  =  1 ,  z  =  0,  hallar  el  lugar  geométrico  de  los  vértices  de  los 
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triedros  trirrectángulos  cuyas  aristas  encuentran  a  la  elipse  dada. 

Solución:  En  el  problema  G  40,  se  ha  hallado  el  lugar  pedido  referido  a  un  elipsoide  canónico,  cuya 


ecuación  es: 


x~ 


1 


1 


y_ 

b 2 


(-L  +  -L 

V  a 2  c2 


a"  v  b 2  C‘ 

tiene:  (b2  +  c2)x2  +  ( a 2  +  c2)y 2  +  (a2  +  62)z2  =  b2c2  +  a2b2  +  a2c2.  Haciendo  c  =  0,  se  tiene  el  lugar 

pedido:  b2x2  +  a2y2  +  (a2  +  b2)z2  =  a2b2,  o  bien:  41_  +  Z_  +  (_L  +  ~¡—)z2  -1  =  0,  que  corresponde  a 

cr  o  cr  b¿ 

un  elipsoide. 

G  43-  Hallar  la  ecuación  reducida  de  5x2  +  14y2  -  z2  -  28 xy  +  32 xz  +  4 yz  +  32x  +  4y  -  2z  -  10  =  0. 


1 


b2 


1 


ó2 


l 


.  Operando,  se 


Solución:  A  = 


5 

-14 

16 

16 

-14 

14 

2 

2 

16 

2 

-1 

-1 

16 

2 

-1 

-10 

=  39366,  A44  =  -4374,  =  -9.  Por  ser  A  y  A44  no  nulos,  la 

A  44 


cuádrica  tiene  centro  único  propio.  La  correspondiente  ecuación  en  S  es: 


5-5 

-14 

16 

-14 

14-5 

2 

16 

2 

-1-5 

18y2  +  27z2  -  9 

=  0,  es 

=  0, 


x2  -  2 y2  +  3z2  -  1  =0,  que  es  un  hiperboloide  de  una  hoja. 

G  44-  Hallar  la  ecuación  reducida  de  la  cuádrica  5x2  +  5 y2  +  8 z2  +  8 xy  -  4 xz  +  4 yz  -  12x  +  12y  -  6z  =  0. 

5  4-2-6 


Solución:  I4  =  A  = 


4  5  2  6 

-2  2  8  -3 
-66-3  0 


=  -6561, 13  =  A 44  =  0.  La  cuádrica  es  un  paraboloide  elíptico. 


La  ecuación  reducida  es:  S2y2  +  53z2  ±2  J  x  =  0.  La  correspondiente  ecuación  en  S  es: 


5-5  4  -2 

4  5-5  2 

-2  2  8-5 


=  -5(5- 9)2  =  0.  I2  = 


5  2 

5  -2 

5  4 

+ 

+ 

2  8 

-2  8 

4  5 

U 


=  81,  =  -81. 
¿2 


Luego  la  ecuación  reducida  es:  9 y2  +  9z2  ±  2  •  9x  =  0,  es  decir:  y2  +z2  ±2x  =  0.  Por  ser  paraboloide 
elíptico,  el  signo  a  tomar  es  el  negativo,  quedando  la  ecuación:  y2  +  z2  -  2x  =  0. 

G  45-  Hallar  la  ecuación  reducida  de  la  cuádrica  4x2  +  4y2  +  5z2  -  4 xz  -  8 yz  -  8x  -  16 y  +  20z  +  4  =  0. 

4  0-2-4 

0  4-4-8 

-2  -4  5  10 

-4  -8  10  4 


Solución:  Los  invariantes  son:  I4  =  A  = 


—  0,  I3  —  A 44  — 


4  0-2 

0  4-4 

-2  -4  5 


=  0, 


—  ce  11  +  a  22  +  ®33 

= 

4  -4 

-4  5 

+ 

4 

-2 

-2 

5 

+ 

4  0 

0  4 

4  -4  -8 

4  -2 

-4 

4 

0 

-1 

= 

-4  5  10 

+ 

-2  5 

10 

+ 

0 

4 

-8 

-8  10  4 

-4  10 

4 

-4 

-8 

4 

=  4  +  16  +  16  =  36, 


=  -576,  -y-  =  -16.  La  correspondiente 
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ecuación  en  5  es: 


4-5  O  -2 
O  4-5  -4 

-2  -45-5 


=  -5(5-  4)  (5-  9)  =  0.  Dados  los  resultados  anteriores,  como 


I' 

la  ecuación  reducida  es:  5ix2  +  Soy2  +  -y-  =  0,  se  tiene:  4x2  +  9yz  -16  =  0,  que  es  un  cilindro  elíptico. 

1 2 

G  46-  Hallar  la  ecuación  reducida  de  la  cuádrica  4x2  +  _y2  +  4z2  +  4 xy  -  8 xz  -  4yz  -  6x  -  \2y  -  12z  =  0. 

4  2-4-3 


Solución: 


I4=A  = 


2  1-2-6 
_4  -2  4  -6 
-3  -6  -6  0 


—  0,  I3  —  A44  —  0,  I\  —  ciw  +  Ü22  +  £? 33  — 4  +  1+  4  —  9, 


1 

1  - 

-2  -6 

1 

4  -4 

-3 

4  2-3 

—  A\\  +A22  +A33  — 

-2 

4  -6 

+ 

-4  4 

-6 

+ 

2  1  -6 

-6  - 

-6  0 

-3  -6 

0 

-3  -6  -6 

4-5 

2 

-4 

=  -729, 


/1 


=  9. 


La  ecuación  en  5  es: 


2  1-5-2 

-4  -2  4-5 


=  -52(5-  9)  =  0.  La  ecuación  reducida  es: 


Sy2  ±2^j  x  =  0,  luego:  9y2  ±  18x  =  0,  es  decir:  y2  ±2x  =  0,  que  es  un  cilindro  parabólico. 

G  47-  Hallar  la  ecuación  reducida  de  la  cuádrica  x2  +  4y2  +  z2  -  4 xy  +  2 xz  -  4 yz  -  2x  +  4y  -  2z  -  3  =  0. 


Solución:  Los  invariantes  son:  I4  =  A  = 


1 1  —  £2 1 1  +  (222  +  £2  33  —  6,  l\  —  d\  1  +  «22  +  ®33  — 


1 

-2 

1 

-1 

-2 

4 

-2 

2 

1 

-2 

1 

-1 

-1 

2 

-1 

-3 

—  0.  /  ;  —  /l  44  — 


1  -2  1 

-2  4  -2 

1  -2  1 


=  0, 


1  -1 

-1  -3 


4  2 
2  -3 


4 

-2 

2 

1 

1 

1 

-1 

1 

1 

1 

-2 

1 

-1 

—  A¡¡  +A22  +A33  — 

-2 

1 

-1 

+ 

1 

1 

-1 

+ 

-2 

4 

2 

1 

2 

1 

-1 

-3 

-1 

-1 

-3 

-1 

2 

-3 

1  -1 

-1  -3 


=  -24, 


=  0,  La  ecuación  en  5 


es: 


T  /' 

=  -52(5-  6)  =  0.  Siendo  la  ecuación  reducida:  5z2  +  -=-  =  0,  se  tiene: 

2  1 


1-5  -2  1 

-2  4-5  -2 

1  -2  1-5 

6z2  -  4  =  0,  es  decir:  3z2  -  2  =  0,  que  corresponde  a  dos  planos  paralelos. 

G  48-  Hallar  los  planos  cíclicos  de  la  cuádrica  3x2  +  5y2  +  3z2  +  2xz  -4  =  0. 

3-5  0  1 

0  5-5  0 

1  0  3-5 

i 

absoluto  intermedio  5  =  4.  Luego:  cp(x,y,z )  -  5(x2  +  y2  +  z2)  =  -x2  +  y2  -  z2  +  2xz  =  y2  -  (x  -  z)2  =  0. 
Las  dos  direcciones  cíclicas  vienen  dadas  por:  x  +  y  - z  =  A,  x  -  y  -z  =  ¡u. 

G  49-  Hallar  los  puntos  umbilicales  (umbílicos)  de  la  cuádrica  -5 xy  +  5xz  +  4yz  +  8  =  0. 


Solución:  La  ecuación  en  5  es: 


=  -(5-  2)(5  -  4)(5-  5)  =  0.  Se  toma  el  valor 
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0-5  #  4 


Solución:  La  ecuación  en  5  es: 


=  0.  Sus  raíces  son:  2  y 


-2  ±3^6 


.  Se  escoge 


i  2  °~s 

la  de  valor  absoluto  intermedio  5  =  2.  La  ecuación  de  los  planos  cíclicos  viene  dada  por: 

<p(x,y,z)  -  S(x2  +y2  +  z2)  =  0.  Como  cp  =  -2x2  -  2 y2  -  2 z2  -  5 xy  +  5xz  +  4 yz,  estos  planos  son: 
— (jc  +  2y  -  2z)(2x  +  y  -  z)  =  0.  Los  planos  paralelos  son:  x  +  2y  -  2z  =  X,  2x  +y  -  z  =  q.  Las  direcciones 

cíclicas  son:  y  =  4~  =  Sy  Y  4-  =  4-  =  yyr,  es  decir:  — +  ^  +  4z  =  $x  +  4y_  y 

~5y*  5z  =  ~5x  +  4z  =  +  .  Resolviendo  los  dos  sistemas  formados  por  la  ecuación  de  la  cuádrica 

con  cada  una  de  las  dos  direcciones  cíclicas,  se  obtienen  los  puntos  umbilicales: 

f  3273  271  -271  'N  f  271  273  -273  A 

-{  15  ’  3  ’  3  15  ’  3  ’  3  I 


G  50-  Hallar  un  sistema  de  generatrices  de  la  cuádrica  4x2  -  1 8 y2  -  6xy  +  6xz  +  9 yz  -  2x  +  9y  -  4z  -  4  =  0. 

Solución:  Se  trata  de  un  cilindro  hiperbólico.  Su  eje  es:  4x  -  3y  +  3z  -  1  =0,  6x  +  9y  -  4  =  0,  cuya 
dirección  es  (-3,2,6).  La  sección  por  y  =  0  es:  2x2  +  3xz -x  -  2z  -  2  =  0,  y  =  0.  Siendo  (a, [i, y)  un 
punto  de  esta  cónica  sección,  hay  que  eliminar  dos  de  estos  tres  parámetros,  entre  las  ecuaciones 

2a2  +  3 ay  -  a  -  2y  -  2  =  0,  ¡3  =  0,  -  ~^a  =  -  ^  —  =  ~y~~-  Eliminando  [3  y  y,  se  tiene:  3x  +  3 y  =  2a, 
O  1  o  2 

3 y-z  =  ¿  3^~2  >  4ue  son  ^as  ecuaciones  del  sistema  de  generatrices  pedido. 


G  51-  Comprobar  si  la  cuádrica  1 6v2  -  9z2  -  288x  =  0,  admite  generatrices  rectilíneas.  En  caso  afirmativo, 
hallar  las  que  pasan  por  el  punto  A( 2,3,4). 


Solución:  Se  trata  de  un  paraboloide  hiperbólico  que  sí  admite  generatrices.  Se  tiene:  y  -  =  2Xx, 

\  +  -f-  =  4-  (por  pasar  por  A,  A  =  -i-),  +  -f-  =  2 ¡ux,  -  4-  =  4r  (  por  pasar  por  A,  ¡u  =  00).  Las 
generatrices  del  primer  sistema  son:  y  -  y  =  x,  y  +  y  =  2.  Y  las  del  segundo  sistema  son:  x  =  0, 

£-4=0.  "  4 


G  52-  Demostrar  que  la  cuádrica  3x2  +  6y2  +  3z2  +  4 xy  -  2 xz  -  4yz  +  2x  -  6y  +  1  Oz  +  8  =  0,  es  de  revolución 
y  hallar  su  eje. 

Solución:  Como  an  •  an  •  «23  =  2 ( — 1 ) (—2 )  =  4  4=  0,  se  pueden  emplear  los  números  de  Jacobi: 
N  =  «ii  -  a^ün  =  2,  N1  =  a 22  ~  axla 23  =  2,  N”  =  a33  -  a^Ü2i  =  2.  Los  tres  números  son  iguales, 
luego  la  cuádrica  es  de  revolución.  También  se  puede  resolver  el  problema  por  medio  de  la  ecuación  en  5: 
I  3-5  2  -1  i 


6-5  -2 

-2  3-5 


=  -(5-2)2(5-  8)  =  0.  Al  tener  una  raíz  doble,  la  cuádrica  es  de  revolución. 


Las  ecuaciones  del  eje  vienen  dadas  por: 


decir: 


*+T 


y  +  2~ 


Z+J 


x+ 

X+  S 

13 


o  bien: 


.  2x+  1 


,  U~>4 

v+~s~ 

u  12«23 

2y  -  3 
-2 


Z  “r  ^ 

yyy  (siendo  5  la  raíz  doble),  es 

2z  +  5 

1 


G  53-  Demostrar,  utilizando  la  teoría  de  los  invariantes,  que  en  ejes  rectangulares,  la  superficie  representada 
por  la  ecuación  F  =  (ax  +  by  +  cz)2  +  (a'x  +  b'y  +  c'z)2  +  (a"x  +  b"y  +  c"z)2  =  1,  es  igual  a  la 
representada  por  la  ecuación  G  =  (ax  +  a' y  +  a"z )2  +  (bx  +  b'y  +  b"z )2  +  (ex  +  c'y  +  c”z)2  =  1 . 

Solución:  Las  dos  expresiones  corresponden  a  cuádricas.  Los  cuatro  invariantes  que  se  han  de  comparar 
son:  I\  =  an  +  ü22  +  «33,  h  =  an  +  022  +  a33,  (an,  etc.  son  los  menores  de  A44),  h  =  A44,  I4  =  A. 
Desarrollando  las  ecuaciones  dadas,  se  tiene: 

F  =  x2(a 2  +  a'2  +  a"2)  +y2(b2  +  b'2  +  b"2)  +  z2(c2  +  c'2  +  c"2)  +  2 xy(ab  +  a'b'  +  a"b")  + 

+2xz(ac  +  a'c'  +  a"c")  +  2yz(bc  +  b'c1  +  b"c ")  =  1. 
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G  =  x2{a2  +  b 2  +c2)  +  y2(a'2  +b'2  +c'2)  +  z2(a''2  +  b"2  +  c"2)  +  2xy(aa'  +  bb'  +  cc ')  + 
+2 xz(aa"  +  bb"  +  cc")  +  2 yz{a'a"  +  b'b"  +  c'c ")  =  1. 

1 1  (F)  =  a2  +  a'2  +  a"2  +  b 2  +  b'2  +  b"2  +  c2  +  c12  +  c"2; 

h{G)  =  a2  +  b2  +  c2  +  a'2  +  b'2  +  c'2  +  a"2  +  ó"2  +  c"2,  luego I\ ( F )  =  F (G). 


a2  +  a’2  +  a"2 

ac  +  a'c'  +  a"  c" 

1 

b2  +  bn-  +  b"2 

bc  +  b'c'  +  b"c" 

ac  +  a'c'  +  a"c" 

c2  +  c'2  +  c "2 

1 

bc  +  b’c’  +  b"c" 

c 2  +  c'2  +  c"2 

a2  +  a'2  +  a''2  ab  +  alb'  +  s"b" 
ab  +  a'b'  +  a"b"  b2  +  b'2  +  b"2 


=  2{a2c'2  +  a2c"2  +  a'2c 2  +  a'2c"2  +  a"2c2  +  a"2c'2  +  b2c'2  + 


+b2c"2  +  b,2c2  +  b'2c"2  +  b"2c2  +  b"2c'2  +  b2a'2  +  b2a"2  +  b'2a2  +  b'2a"2  +  b"2a2  +  b"2a'2  -  aa'cc'  - 
-aa"cc"  -  a'a"cc"  -  bb'cc'  -  bb"cc"  -  b'b" c'c"  -  aa'bb'  -  aa"bb"  -  a'a"bb ")  = 


a2  +  b2  +  c2  aa'  +  bb 1  +  cc' 
aa'  +  bb'  +  cc'  a'2  +  b'2  +  c'2 


a'2  +  b 12  +  c': 


a' a"  +  b'b"  +  c’c"  a"2  +  b"2  +  c"2 


a'a"  +  b'b"  +  c'c" 
a" 


a2  +  b2  +  c2  aa"  +  bb"  +  cc" 
aa"  +  bb"  +  cc"  a"2  +  b"2  +  c"2 

=  h{G). 


h(F) 


a2  +  a'2  +  a"2  ab  +  a'b'  +  a"b"  ac  +  a'c'  +  a"c" 
ab  +  a'b'  +  a"b"  b2  +  b'2  +  b"2  bc  +  b'c'+b"c" 
ac  +  a'c'  +  a"c"  be  +  b'c'  +  b"c"  c2  +  c'2c"2 


a  a'  a" 


b  b'  b" 


c  c'  c" 


[a(b'c"  -  b"c')  +  a'(b"c  -  cb")  +  a" {be'  -  b'c)]  = 


a2  +  b2  +  c2  aa'  +  bb'  +  cc'  aa"  +  bb"  +  cc" 

aa'  +  bb'+cc'  a'2  +  b'2  +  c'2  a'a"  +  b'b"  +  c'c" 
aa"  +  bb"  +  cc"  a'a"  +  b'b"  +  c'c"  a"2  +  b"2  +  c"2 

Como  también  U(F)  =  U{ G),  las  dos  cuádricas  son  idénticas 


=  h{G). 


G  54-  Hallar  las  ecuaciones  de  los  conos  que  proyectan  la  cuártica  definida  por  la  intersección  de  las  dos 
cuádricas  3 y2  +  3 z2  +  4x  -  4  =  0,  2x2  +y2  -  5z2  -  4x  +  4  =  0. 

Solución:  La  ecuación  del  haz  de  cuádricas  que  pasan  por  la  intersección  de  las  cuádricas  dadas,  es: 
2x2  +y2  -  5 z2  -  4x  +  4  +  2(3 y2  +  3z2  +  4x  -  4)  =  0.  Su  correspondiente  ecuación  característica  es: 

=  0,  cuyas  raíces  son:  1,-1,  -y-,  y.  Introduciendo  en 

la  ecuación  del  haz  estos  cuatro  valores  obtenidos  para  2,  se  tiene:  para  2  =  1,  el  cono  de  vértice  el 
origen:  x2  +2 y2  - z 2  =  0;  para  2  =  -1,  el  cono:  (x-2)~  -y2  -4z2  =  0;  para  2  =  -y-,  el  cilindro: 

3x2  -  9z2  -  8x  +  8  =  0;  para  2  =  y,  el  cilindro:  3x2  +  9 y2  +  4x  -  4  =  0.  Las  ecuaciones  pedidas  son: 
x2  +  2 y2  -z2  =  0,  (x  -  2)2  -y2  -  4 z2  =  0. 

G  55-  Hallar  los  conos  proyectantes  de  la  cuártica  x2  +  y 2  +  z2  -  2z  =  0,  2x2  -  y2  +  2z2  -  2z  =  0, 
demostrando  que  la  curva  es  crunodal  (tiene  un  punto  doble). 

Solución:  Las  cuádricas  del  haz:  2x2  -y2  +  2 z2  -  2z  +  2(x2  +y2  +  z2  -  2 z)  =  0,  pasan  por  la  cuártica 


C(  2)  = 


2  0  0  -2  +  22 

0  1  +32  0  0 

0  0  -5  +  32  0 

-2  +  22  0  0  4-42 
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dada.  Su  ecuación  característica  es:  C(A)  = 


A  +  2  O 

O  -1  +  A 

O  O 

O  O 


O  O 

O  O 

2  +  A  -1  -  A 

-1  -  A  O 


=  O,  cuyas  raíces  son: 


1,  -1  (doble)  y  -2.  Para  A  =  1,  se  tiene  el  cilindro:  3x2  +  3z2  -  4z  =  0.  Para  A  =  -1,  se  tiene  el  cono  de 
vértice  el  origen:  x2  -  2 y2  +  z2  =0.  Para  A  =  -2,  se  tiene  el  cilindro:  3 y2  -2z  =  0.  Como  el  vértice  está 
en  el  origen,  no  hay  que  trasladar  los  ejes,  siendo  z  =  0,  el  plano  tangente  en  el  vértice.  La  intersección  de 


este  plano  con  el  cono,  es:  x2  -  2 y2  =  0,  z  =  0.  Su  discriminante  es 


1  0 
0  -2 


=  -2  <  0.  La  curva  es 


crunodal,  siendo  el  punto  doble  el  origen  (0,0,0).  Las  tangentes  a  la  curva  en  ese  punto,  son: 
x2  -  2 y2  =  0,  es  decir:  z  =  0,  x  =  ±  J2y. 

G  56-  Demostrar  que  las  cuádricas  2 y2  +  2 xy  +  4xz  +  2 yz  +  2 z  =  0,  y2  +  z2  -  2 xy  +  6xz  -  4 yz  +  2z  =  0,  tienen 
en  común  una  recta  y  hallarla. 

Solución:  El  haz  correspondiente  es:  2y2  +  2 xy  +  4xz  +  2yz  +  2z  +  A  (y2  +z2  -  2 xy  +  6xz  -  4 yz  +  2z)  =  0. 


La  ecuación  característica  es  C(A)  = 


0 

1 

-A 

2  +  3A 

0 

1  -A 

2 

+  A 

1  -2A 

0 

2  +  3A 

1 

-2A 

A 

1  +  A 

0 

0 

1  +  A 

0 

=  (A  -  1)2(A  +  l)2  =  0.  Para 


A  =  -1 ,  se  tiene  el  cono  de  vértice  el  origen:  y2  -  z2  +  4 xy  -  2 xz  +  6yz  =  0.  Para  A  =  1 ,  se  tiene  el  cono  de 
vértice  ^^-,0, 0^ :  3 y2  +  z2  +  10 xz  -  2 yz  +  4z  =  0.  Al  haber  raíces  dobles,  las  cuádricas  tienen  en  común 
la  recta  V¡  V2,  que  es:  y  =  0,  z  =  0,  que  forma  parte  de  la  cuártica. 

G  57-  Demostrar  que  las  cuádricas  2x2  +  y 2  +  z2  +  4xz  -  2 yz  -  4z  =  0,  x2  +  2 y2  +  2 z2  -  4xz  +  2 yz  -  2z  =  0, 
definen  en  su  intersección  una  cuártica  cuspidal  (tiene  un  punto  de  retroceso). 

Solución:  El  haz:  2x2  +y2  +  z2  +  4 xz  -  2 yz  -  4z  +  A(x2  +  2 y2  +  2 z2  -  4 xz  +  2 yz  -  2z)  =  0,  pasa  por  las 


cuádricas  dadas.  Su  ecuación  característica  es:  C(A)  = 


2  +  A  0  2-2A  0 

0  1  +2A  -1  +  A  0 

2-2A  -1+A  1+2A  -2 -A 

0  0  -2  -  A  0 


=  0,  siendo 


sus  raícas:  -2  (triple)  y  -1.  Para  A  =  -2,  se  tiene  el  cono  de  vértice  el  origen:  3 y2  +  3 z2  -  12 xz  +  6yz  =  0, 
es  decir:  y2  +  z2  -  4 xz  +  2 yz  =  0.  Para  A  =  se  tiene  el  cono:  3x2  +  12xz  -  6yz  —  6z  =  0,  es  decir: 

x2  +  4xz  -  2 yz  -  2z  =  0,  cuyo  vértice  es  (0, — 1 , 0),  El  plano  tangente  a  las  cuádricas  en  el  origen,  es  z  =  0. 
El  primer  cono  (A  =  -2)  es  tangente  al  plano  z  =  0  a  lo  largo  de  OY.  Como  la  raíz  triple  corresponde  a 
este  cono,  su  vértice  (0,0,0)  es  de  retroceso  en  la  cuártica,  siendo  su  tangente  doble  el  eje  OX.  La  cuártica 
es,  por  tanto,  cuspidal. 


G  58-  Dadas  las  cuádricas  x2  +  3 y2 
cuártica  intersección  de  ambas. 


Solución: 


El  haz  correspondiente  es:  x2 
1+A  0 


4z  -  4  =  0,  x2  +  5 y2  -  2 z2  +  4z  -  4  =  0,  hallar  la  naturaleza  de  la 

5 y2  -  2 z2  +  4z  -  4)  =  0.  La  ecuación 


característica  es  C(  A)  = 


0 

0 

0 


3  +  5A 
0 
0 


3y2 

o 

o 


■  4z  -  4  +  A(x2 

0 
0 


— 2A  2  +  2A 
2  +  2A  -4-4A 


=  4(A  + 1)2(A- 1)(3 +5A)  =  0.  Para 


A  =  -1  (raíz  doble),  se  tiene  (y  +  z)(y  -  z)  =  0,  dos  planos,  siendo  la  característica  del  determinante 
C(— 1 ),  k  =  2.  Para  A  =  1,  se  tiene  el  cono:  x2  +  4y2  -  (z-2)  =  0.  Para  A  =  se  tiene  el  cilindro: 
x2  +  3z2  +  4z-4  =  0.  Para  estos  dos  últimos  valores  de  A,  la  característica  del  determinante  C( A)  es 
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k  =  3.  Los  dos  planos,  junto  con  el  cono  y  el  cilindro,  definen  las  dos  cónicas  intersección  de  las  dos 
cuádricas  dadas. 


G  59-  Dadas  las  cuádricas  y2  +  z2  +  2 xy  +  2 xz  +  2x  -  4  =  0,  2x2  -  y2  -  z2  +  2 xy  +  2 xz  -  6x  +  4  =  0,  hallar  la 
naturaleza  de  la  cuártica  intersección  de  ambas. 


cuádricas  dadas.  La  ecuación  característica  C(A)  = 


■2  -y2  - 

■  z2  +  2 xy  +  2 xz  - 

6x  +  4) 

2A 

A  +  1 

A  +  1 

1  -3A 

A  +  1 

-A  +  1 

0 

0 

A  +  1 

0 

-A  +  1 

0 

1  -3A 

0 

0 

4A-4 

=  0,  tiene  dos 


raíces  dobles:  1  y  -1.  Para  A  =  1,  se  tiene  el  cono:  (x  -  2 )2  -  y2  -z2  =  0.  Para  A  =  -1,  se  tienen  los  dos 
planos:  x(x  +  2y  +  2z  -2)  =  0.  Luego  la  cuártica  se  compone  de  una  cónica  contenida  en  el  plano x  =  0,  y 
dos  rectas  que  pasan  por  el  punto  (2, 0, 0)  y  están  contenidas  en  el  plano  x  +  2y  +  2z -2  =  0. 

G  60-  Dadas  las  cuádricas  5x2  -  y2  -  z2  +  2xz  -  8x  +  4  =  0,  3x2  +y2  +z2  +  2 xz  -4  =  0,  hallar  la  naturaleza 


de  la  cuártica  intersección  de  ambas. 
Solución:  El  haz  de  cuád 


ecuación  característica  C(A)  = 


is  es:  5x2 

~y2 

-  z2  +  2xz 

5  +  3A 

0 

1  +A 

0 

1  +A 

0 

1  +  A 

0 

-1  +A 

-4 

0 

0 

-4 

0 

0 

4-4A 


■  z2  +  2xz  -  4)  =  0.  La 


=  — 8(A  -  1 ) 3  (A  +  1)  =  0,  tiene  una 


raíz  triple.  Para  A  =  1,  se  tienen  los  planos:  x(2x  +  z-  2)  =  0.  Para  A  =  -1,  se  tiene  el  cono: 
(x  -  2)2  -y2  -z2  =  0.  Luego  la  cuártica  se  compone  de  una  circunferencia  en  el  plano  x  =  0,  y  de  una 
elipse  en  el  plano  2x  +  z  -  2  =  0,  siendo  tangentes  la  circunferencia  y  la  elipse. 

G  61-  Dadas  las  cuádricas  9x2  +  8 y2  -  6yz  -  18x  =  0,  9x2  +  8 y2  +  6yz  +  18x  =  0,  hallar  la  naturaleza  de  la 
cuártica  intersección  de  ambas. 

Solución:  El  haz  de  cuádricas  es:  9x2  +  8 y2  -  6yz  -  18x  +  A(9x2  +  8 y2  +  6yz  +  18x)  =  0.  La  ecuación 

9  +  9A  0  0  -9  +  9A 

0  8  +  8A  -3+3A  0 

0  -3  +  3A  0  0 

-9  +  9A  0  0  0 


característica  C(A)  = 


=  729(A  -  l)4  =  0,  tiene  una  raíz 


cuádruple.  Para  este  valor,  A  =  1,  se  tienen  dos  planos  imaginarios:  9x2  +  8 y2  =  0.  Las  dos  cuádricas  son 
hiperboloides  de  revolución,  tangentes  a  lo  largo  del  eje  OZ,  y  además  tienen  comunes  otras  dos 
generatrices  imaginarias  en  los  dos  planos  imaginarios  3x±2j2iy  =  0. 

G  62-  Dadas  las  cuádricas  2x2  +  2 y2  -  z2  -  2 xy  -  4x  +  2  =  0,  x2  +y2  -  z2  -  4x  +  2  =  0,  hallar  la  naturaleza 
de  la  cuártica  intersección  de  ambas. 

Solución:  El  haz  de  cuádricas  es:  2x2  +  2 y2  -  z2  -  2 xy  -  4x  +  2  +  A(x2  +y2  -  z2  -  4x  +  2)  =  0.  La 

2  +  A  -1  0  -2-2A 

-1  2  +  A  0  0 

0  0  -1-A  0 

-2  -  2A  0  0  2  +  2A 


ecuación  característica  C(A)  = 


=  2(A  +  l)4  =  0,  tiene  una  raíz 


cuádruple,  para  la  que  se  tiene  un  plano  doble:  (x-y)2  =  0.  Las  dos  cuádricas  son  tangentes  al  plano 
doble  x  =  y,  y  no  tienen  otros  puntos  comunes  que  las  dos  generatrices  dobles  en  las  que  este  plano  las 
corta. 
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ESFERA 


G  63-  Dada  la  esfera  J[x,y,z)  =  x2  +  y2  +  z2  -  4x  -  6y  -  8z  =  O,  hallar:  Io)  Planos  tangentes  paralelos  al 
plano  2x  +  3 y  +  4z  =  0.  2o)  Cilindro  circunscrito  de  generatrices  paralelas  ax  =  y  =  z.  3o)  Centro  y  radio. 

Solución:  Io)  Homogeneizando  la  ecuación  dada,  se  tiene:  J(x,y,z,t)  =  x2  +  y 2  +  z2  -  4xt  -  6yt  -  8zt, 

obteniéndose:  fx  =  2x-  4 1,  fy  =  2y  -  6 1,  fz  =  2z-  8 1,  f,  =  -4x  -  6 y  -  8 z.  Resolviendo  el  sistema: 

^  ^  _  2z-8t  ^  junt0  con  ja  ecuación  de  la  esfera,  se  tiene  (0, 0, 0, 1 )  y  (4, 6, 8, 1 ).  Luego 

los  planos  paralelos  al  dado  y  que  pasan  por  estos  puntos,  son:  2x  +  3y  +  4z  =  0,  2x  +  3y  +  4z  -  58  =  0. 
2o)  La  dirección  definida  es  (1, 1, 1,0),  para  la  que:  f{\,  1, 1,0)  =  3,fx  =  2,  fy  =  2,  fz  =  2,  ft  =  -18.  La 
ecuación  del  cilindro  circunscrito  es:  (xfa  +yfp  +zfy  +  tf5)2  -  4f[a,/3,y,S)f{x,y,z,t)  =  0,  es  decir: 
(2x  +  2y  +  2z  -  18)2  -  4  •  3(x2  +y2  +  z2  -  4x  -  6y  -  8z)  =  0.  Operando  y  simplificando,  se  obtiene: 
2x2  +  2 y2  +  2z2  -  2 xy  -  2 xz  -  2 yz  +  6x  -  6z  -  81  =  0.  3o)  Centro  (2, 3,4).  Radio  J29  . 


G  64-  Dados  los  puntos  H(l, 0,0),  5(0, 1,0),  C(0. 0. 1 ),  hallar:  Io)  Esfera  que  pasa  por  dichos  tres  puntos  y  el 
origen.  2o)  Esfera  ortogonal  a  la  anterior  pasando  por  A,  B  y  C.  3o)  Recta  polar  de  x  ~  ^  =  - — —  =  z,  en 
relación  a  la  segunda  esfera. 

Solución:  Io)  La  ecuación  de  la  esfera  que  pasa  por  el  origen  es:  x2  +y2  +z2  -2ax-2by-2cz  =  0. 

Particularizándola  para  los  tres  puntos  dados,  se  tiene  la  ecuación:  x2  +y2  +z2  -x-y-z  =  0,  cuyo 

centro  es  (2"’  2"’  2O  ^  radio  2o)  La  ecuación  de  la  esfera  de  centro  ( a,b,c )  y  radio  R,  es: 

{x-  a)2  +  (y-  b)1  +  (z-c)2  - R2  =  0.  Particularizándola  para  los  puntos  A,B,C,  se  tiene:  a  =  b  =  c, 
R2  =  3 a2  -  2a  +  1.  La  condición  de  ortogonalidad  es:  3  (a  -  y  ^  =  3a2  -  2a  +  1  +  ,  de  donde  se  tiene 

que  a  =  - 1.  Luego  la  ecuación  de  la  esfera  ortogonal  es:  (x  +  1  )2  +  (y  +  1  )2  +  (z  +  1  )2  -  6  =  0,  o  bien: 
x2  +  y2  +  z2  +  2x  +  2y  +  2z  -  3  =  0.  3o)  Dos  puntos  de  la  recta  dada  son  (1,2,0, 1 ),  (4, 1, 1, 1 ).  Siendo: 

fx  =  2x  +  2,  fy  =  2y  +  2,  fz  =  2z  +  2,  f  =  2x +  2y +  2z  -  6,  el  plano  polar  de  (1,2,0, 1)  es: 

4x  +  6y  +  2z  =  0,  es  decir:  2x  +  3y  +  z  =  0.  Y  el  de  (4, 1,1,1)  es:  lOx  +  4y  +  4z  +  6  =  0,  o  bien: 

5x  +  2y  +  2z  +  3  =  0.  La  recta  polar  pedida  es:  2x  +  3y  +  z  =  0,  5x  +  2y  +  2z  +  3  =  0. 

G  65-  Dada  la  esfera  x2  +  y 2  +  z2  -  2 ax  -  2 ay  -  2 az  +  2 a2  =  0,  se  considera  un  plano  tangente  variable,  que 
corta  a  los  ejes  OX,  OY,  OZ,  en  los  puntos  A,  B,  C,  respectivamente.  Por  A,  B  y  C  se  trazan  planos 
paralelos  a  los  planos  YZ,  XZ,  XY.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  intersección  de  estos 
planos. 


Solución:  Sea  el  plano  variable  mx  +  ny  +  pz  -  1  =0,  que  por  ser  tangente  a  la  esfera,  dista  a  del  centro 


{a, a, a),  por  lo  que: 


ma  +  na  +pa  -  1 


ím2  +  n2  +  p2 


=  a.  Las  coordenadas  de  los  puntos  de  corte  con  los  ejes,  son: 


5(o,  -|-,o),  c(o,0,-p-^.  La  intersección  de  los  tres  planos,  es:  ,  jf,  jy')-  Siendo 

( x,y,z )  un  punto  del  lugar,  se  tiene:  x  =  jp;,y  =  jy,  z  =  es  decir:  m  =  n  =  y,5  =  Por  tanto: 


Ct  1  Ct  1  Ct  _  1 

_ x  ~l"  y  ^  z 

WT<Way)'- 

ecuación  del  lugar. 


=  a.  Operando:  xyz  -  2a(xy  +  xz  +yz)  +  2a2{x  +y  +  z)  =  0,  que  es  la 


G  66-  Un  plano  pasa  por  el  punto  (p,q,r )  y  corta  a  los  ejes  en  los  puntos  A,  B,  C.  Hallar  el  lugar  geométrico 
de  los  centros  de  las  esferas  que  pasan  por  el  origen  y  por  dichos  tres  puntos. 

Solución:  Sean  A(a,  0,0),  5(0, 6,0),  C(0,0,c).  La  ecuación  de  las  esferas  que  pasan  por  el  origen,  es: 
x2  +  y2  +  z2  +  Ax  +  py  +  vz  =  0.  Por  pasar  por  A,B,  C,  se  tiene:  x2  +  y2  +  z2  -  ax  -  by  -  cz  =  0,  siendo  el 

centro  de  la  esfera  (  2">  y  "fO '  ^  plan0  4ue  Pasa  Por  A,B,C  es:  bcx  +  acy  +  abz  -  abe  =  0.  Como  pasa 

por  ip,q,r),  se  tiene:  bcp  +  acq  +  abr  -  abe  =  0.  Sustituyendo  en  esta  ecuación:  a  =  2x,b  =  2y,  c  =  2 z, 
se  tiene  el  lugar  pedido:  2 xyz  — rxy  -  qxz  -pyz  =  0. 

G  67-  Se  dan  dos  esferas  fijas  x2  +  y2  +z2  =  2 ax  +  b,  x2  +  y2  +  z2  =  2 ex  +  d.  Demostrar  que  las  esferas  que 
cortan  a  ambas  según  arcos  de  círculo  máximo  pasan  por  dos  puntos  fijos.  Hallarlos  para  a  =  b  =  1, 
c  =  d  =  2. 
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Solución:  Las  esferas  dadas  tienen  de  centro  y  radio,  respectivamente:  (a,  0,0),  r\  =  a1  +  b,  y  (c,  0, 0), 
r\=c2  +  d.  Las  esferas  variables  son:  (x  -  a)2  +  {y  -  P)2  +  (z  -  y)2  -  R2  =  0.  Siendo  di  la  distancia  de 
( a,p,y )  a  (a,  0,0),  se  tiene:  d2  =  R2  -  r2  =  (a  -  a)2  +  p2  +  y2  =  R2  -  a2  -  b.  Análogamente,  siendo  d2  la 
distancia  de  ( a,  ¡i,  y )  a  (c,0,0),  se  tiene:  d2  =  R2  -  r2  =  (a  -  c)2  +  p2  +  y2  =  R2  -  c2  -  d.  Restando 
ambas  ecuaciones,  se  tiene  que:  a  =  ^ a  ~t  /2  ~  ~  ^  .  Siendo:  R2  =  (a  -  u)2  +  B2  +  y2  +  u2  +  b,  la 

ecuación  de  las  esferas  variables  queda  como  sigue:  x2  +  y2  +z2  -  2 ax  -  2/3y  -  2 yz  +  2 aa  -  2 a2  -  b  =  0. 
Esta  ecuación  depende  de  P  y  y,  pues  a  es  fija  según  la  igualdad  anterior.  Para  que  no  dependa  de  P  y  y, 
ha  de  ser:  y  =  z  =  0,  quedando  la  ecuación:  x2  -  2ax  +  2 aa  -  2 a2  -  b  =  0  Esta  ecuación  tiene  dos  raíces: 
x  =  a  ±  Ja2  +  2 a2  +  b  -  2 aa  .  Luego  queda  demostrado  que  las  esferas  pasan  por  dos  puntos  fijos 
(a  ±  -Ja2  +  2 a2  +  b  -  2 aa  ,0,0).  Para  el  caso:  a  =  b  =  1,  c  =  d  =  2,  a  =  y,  los  puntos  fijos  son: 
7±  733 


,0,0 


G  68-  Dado  el  círculo  de  ecuaciones  x2 
el  radio. 


-y2  +  z2  =  4,  x  +  2y  -  3z  =  1,  hallar  las  coordenadas  de  su  centro  y 


Solución:  El  centro  de  la  esfera  es  (0,0,0).  La  perpendicular  desde  el  centro  al  plano,  es: 

y  =  y  =  -y,  que  corta  al  plano  en  y ,  -=y  que  son  las  coordenadas  del  centro  del  círculo.  Un 


punto  de  la  intersección  de  la  esfera  con  el  plano,  es 
la  distancia  de  este  punto  al  centro: 


1+2719  2-719 


1  +  27T9 


14 


2-7T9  i 

5  7 


,  0  ) .  El  radio  viene  dado  por 
7770 


14 


G  69-  Hallar  la  ecuación  general  de  las  esferas  tangentes  a  los  ejes  OX  y  O  Y,  y  al  plano  x  +  y  =  3.  Hallar  el 
lugar  geométrico  de  sus  centros. 

Solución:  Sea  la  esfera:  (x  -  a)2  +  {y  -  P)2  +  (z  -  y)2  -  R2  =  0.  Por  ser  tangente  a  OX,  se  tiene: 

R2  =  P2  +  y2.  Por  serlo  a  OY,  se  tiene:  R2  =  a2  +  y2.  Luego  a2  =  P2,  de  donde  a  =  ±p.  Io)  Para  a  =  P, 
el  centro  es  ( P,P,y ).  Las  ecuaciones  de  la  perpendicular  al  plano  trazada  por  el  centro,  son: 
x-  P  _  y  -  P  _  z-y 


0  siendo  la  intersección  con  el  plano  el  punto:  (  y  >7)-  Como  la  distancia  del 

centro  a  este  punto  es  R,  se  tiene  que:  2^p  -  y  ^  =  p2  +  y2.  Por  tanto,  el  lugar  del  centro  de  las  esferas 


1  1 
ntro  a  este  p 

es:  x  =  y,  2 y2  -  2 z2  -  12y  +  9  =  0,  y  la  ecuación  general  de  las  esferas  es:  x2  +y2  +  z2  -  2 px  -  2 py  ± 
±2  Jp2  -  6p  +  y  z  +  p2  =  0.  2o)  Para  a  =  ~P,  el  centro  es  (-/?,/!, y).  Las  ecuaciones  de  la  recta 


perpendicular  al  plano  trazada  por  el  centro,  son: 


x  +  P  _  y  -  P 


z-y 


,  siendo  la  intersección  con  el 


1  1  0 

plano  el  punto:  -  P +  P~^,y  ].  Como  la  distancia  del  centro  a  este  punto  es  R,  se  tiene  que: 

^y  -  P  +  p^  +("2"  +  P  ~  P')  =  P2  +  Y2-  P°r  tanto,  la  ecuación  del  lugar  geométrico  del  centro  de  las 
esferas  en  este  caso,  es:  x  =  -y,  y2  +  z2  -  y  =0,  siendo  la  ecuación  general  de  las  esferas  la  siguiente: 
x2  +  y2  +  z2  —  2 Px  -  2 py  ±  2  1^-  -  p2  z  +  p2  =  0 


G  70-  Hallar  el  centro  de  una  esfera  de  radio  7,  que  pasa  por  los  puntos  (2, 4, -4)  y  (3, -1,-4),  y  es  tangente 
al  plano  3x  -  6y  +  2z  +  5 1  =0. 

Solución:  Sea  la  ecuación  de  la  esfera:  {x-  a)2  +  (y-  b)2  +  (z-c)2  =  49.  Por  pasar  por  los  puntos 

dados:  (2  -  a)2  +  (4  -  b)2  +  (-4  -  c)2  =  49,  (3  -  a)2  +  (-1  -  b)2  +  (-4  -  c)2  =  49.  Restando  las  dos 

ecuaciones,  se  tiene:  a  =  5b  -  5.  Además,  +  2c  +  5 1  _  7  es  3^  -  6ú  +  2c  +  51  =49,  de 

79  +  36  +  4 

donde:  c  =  —  ~  .  Aplicando  estos  valores  en  una  de  las  ecuaciones  particularizadas  de  la  esfera,  se 

tiene:  b  =  obteniéndose  dos  soluciones:  (0, 1,2),  ^yy-,  ~'y¡^  )' 

G  71-  En  una  esfera  de  radio  R  se  marcan  los  puntos  Ay  B  simétricos  respecto  al  eje  Z  (los  ejes  coordenados 
pasan  por  su  centro),  situados  en  la  circunferencia  intersección  con  el  plano  XZ,  siendo  2c  el  arco  AMB  de 
esta  circunferencia.  Se  desea  obtener  la  curva  lugar  geométrico  de  los  puntos  P  situados  en  la  esfera  que 
cumplen  con  la  condición  de  que  arco  PA  +arco  PB  =  2a,  medidos  estos  arcos  sobre  círculos  máximos. 
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Obtener  la  proyección  del  lugar  sobre  el  plano  XZ. 
Solución: 


Sean  A  y  <p  las  coordenadas  geográficas  de  P,  es  decir:  A  =  COD,  (p  =  DOP.  Y  sea  M  la  intersección  de 
OZ  con  la  esfera.  En  el  triángulo  esférico  AMP  (sus  lados  son  arcos  de  círculo  máximo)  se  tiene:  cos(arco 
PA )  =  eos  AM  •  eos  -  cp^j  +  sin  AM  •  sin^-|-  -  cp^j  •  cosA.  Teniendo  en  cuenta  que:  arco  AM  =  c,  se 

tiene:  cos(arco  PA)  =  cose  •  sinip  +  sinc  •  eos  (p  •  eos  A.  Análogamente  en  el  triángulo  BMP  (en  la  figura 
no  se  ha  dibujado  el  arco  PB ):  cos(arco  PB)  =  cose  •  sin<p  -  sinc  •  eos  (p  •  eos  A.  Sumando  y  restando  las 
dos  igualdades,  transformando  los  primeros  miembros  en  productos,  y  teniendo  en  cuenta  que:  arco 
PA  +arco  PB  =  2a,  se  obtiene  la  siguiente  igualdad:  coscareo  PA')  +  coscareo  PB')  =  2  cose  •  sin<p  = 


arco  PA  +  arco  PB 


arco  PA  -  arco  PB 


Luego  se  tiene:  cosa -eos 


arco  PA  -  arco  PB 


=  2  eos - 2 - '  cos  '  2  •  J-^UV^U  OV  UV11V.  WvJ  W  ■  WO  2 

=  cose  •  sin cp.  Análogamente  se  obtiene  la  siguiente  igualdad:  coscareo  PÁ')  -  coscareo  PB')  = 

,  .  .  arco  PA  +  arco  PB  .  arco  PA  -  arco  PB 

cos (p  -  cosA  =  -2sin - - - -sin - - - .  De  donde  se  obtiene  que: 


=  2  sinc 


sino  •  sin 

cose  •  sin<p 
cos  a 


arco  PA  -  arco  PB 


=  -  sinc  •  cos  (p  •  cos  A.  Elevando  al  cuadrado  y  sumando,  se  obtiene  que: 


sinc  •  cos  (p  •  cos  A 


cosa 


Pasando  a  cartesianas,  como:  sin<p  =  -§-,  x  =  Rcoscp  •  cos  A,  se  tiene: 

K 


=  1,  que  es  la  ecuación  del  lugar  en  coordenadas  esféricas. 

=  R\ 


COS2C  •  z2 


sin2c  -x2 


cos  2a 


sin2a 


y2  +  z2  =  R2,  que  son  las  ecuaciones  de  una  elipse  esférica.  La  proyección  sobre  el  plano  XZ  es: 


_surc_v2 

•  2 
sin  0 


i^z2  =  R2. 
cos  ¿a 


G  72-  Se  considera  la  cúbica  x  = 


1 


-,y  = 


i 


z  = 


1 


-.  Un  plano  cualquiera  la  encuentra  en  tres 


t—a,J  t - b ’  t—c 
puntos.  Se  considera  el  círculo  que  pasa  por  ellos.  Hallar  el  lugar  geométrico  engendrado  por  este  círculo 
cuando  el  plano  se  desplaza  paralelamente  a  sí  mismo. 

Solución:  Sea  el  plano:  ux  +  vy +  wz  +  r  =  0.  Este  plano  encuentra  a  la  curva  en  tres  puntos,  cuyos 


valores  de  t  son  raíces  de  la  ecuación /(t)  = 


w 


t-  c 


r  =  0.  Se  considera  una  esfera  que 


t-a  t-b 

pasa  por  estos  tres  puntos.  Su  ecuación  tendrá  la  forma:  x2  +  y2  +  z2  +  Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  0.  Esta  esfera 
encuentra  a  la  curva  dada  en  seis  puntos,  cuyos  valores  de  t  son  raíces  de  la  ecuación 


1 


1 


1 


B 


C 


t-a 

v 


t-b 

w 


t-c 


D  =  0.  Tres  de  estos  seis  valores,  son 


1 


1 


1 


A  =  0. 


^  (t-a)2  (t-b)2  (t~c)2 

raíces  de  M).  Luego  F«)  -  (j^j^  ■  ,_c  ■  ■  ,  yu(l_  a)  ■  v(,_  b)  w{,_c) 

Identificando  esta  ecuación  con  la  anterior,  se  obtiene:  A  =  X  +  A  u,  2?=-^-+Av,  C  =  X.  +  A  w,  D  =  rX, 

siendo  r  =  -ux  -vy-wz.  Luego,  introduciendo  estos  valores  en  la  ecuación  de  la  esfera,  se  tiene  que: 
2  ,,2  z2  ux  +  vy  +  wz  ^  ux  +  vy  +  wz  ux  +  vy  -' 


')( 


x  +y 
ux  +  vy 

es  decir 


wz  ■ 
2 


u 


-x  - 


-y- 


■  wz 


w 


r  =  0,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar:  xy(-X  -  +-) 


-z  - 

JL 

v 


A  (ux 


WZ  4 

xz(-X-  -  AL) 
u  w  ' 


vy- 

w 

u 


r)  =  0.  Como 

+  +yz(-X-  -  -X)  =  0, 


u 


uv  XA’’1  uw  ^  '  vw 

Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  las  esferas  de  radio  nulo  bitangentes  a  un  elipsoide. 


u 


w~ 


-xz  - 


V 


■  w^ 


-yz  =  0,  que  es  una  cuádrica. 


G  73- 


Solución:  La  ecuación  del  haz  de  cuádricas  que  pasan  por  la  cuártica  intersección  de  dos  cuádricas 
dadas:  /=  0,  g  =  0,  es:  /+  Xg  =  0.  Para  que  estas  cuádricas  sean  bitangentes  a  las  cuádricas  dadas,  es 
necesario  y  suficiente  que  exista  un  valor  de  A  para  el  que /+  Xg  =  0  represente  dos  planos,  es  decir,  que 
se  verifiquen  que  los  cuatro  planos  siguientes:  fx  +  A fx  =  0,  fy  +  Xfy  =  0,  fz  +  Xfz  =  0,  ft  +  A f  =  0,  pasen 
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por  una  misma  recta,  o  bien,  que  haya  una  infinidad  de  puntos  dobles  en  línea  recta.  Siendo 


2  2 

f  =  (x  -  a)2  +  (y  -  P)2  +  (z  -  y)2  =  0,  g  =  -  1  =  0,  el  haz  de  cuádricas  que  pasan  por / 

a  b  c 

xi  ,  Zl  _ 

a2  b2  c2 

<p'y  =  0,  <p'z  =  0,  han  de  pasar  por  una  recta,  uno  de  ellos  he  de  ser  idénticamente  nulo.  Para  <p'x  =  0,  es 
decir,  para:  2(x  -  a)  +  2A^y  =  0,  se  ha  de  tener:  ^ 


y  g,  es:  (p  =  (x  -  a)2  +  (y  -  PY  +  (z  -  y)  +  A 


-11=0.  Como  los  tres  planos:  <px  =  0, 


P2 


Y 


c2  -  a2 


b 2  -  a 2 

P  =  0.  Y  para  (pi  =  0,  se  tiene: 


a  a 

-  1  =  0,  a  =  0.  Análogamente,  para  cp'v  =  0,  se  tiene: 

2  p2 


1  =  0,  a  =  0,  obteniéndose  la  cónica: 


cr 


-1=0, 


cr 
a 2  -  c 2 


a2  -  b2  c2  -  b2 

-  1  =  0,  y  =  0.  El  lugar  pedido  se  compone  de  tres 


b 2  -  c 2 

cónicas  (elipse  imaginaria,  hipérbola,  elipse  real).  Están  situadas  en  los  planos  principales  del  elipsoide  y 
tienen  los  mismos  focos  que  las  cónicas  principales  situadas  en  estos  planos.  Las  cónicas  halladas, 
llamadas  focales  de  la  cuádrica,  constituyen  también  el  lugar  geométrico  de  los  vértices  de  los  conos  de 
revolución  circunscritos  a  la  cuádrica. 

G  74-  Se  dan  tres  ejes  rectangulares  y  la  recta  x  =  a,  y  =  b.  Desde  un  punto  M  de  ella  se  bajan  las 
perpendiculares  sobre  los  planos  coordenados  y  se  considera  el  círculo  que  pasa  por  los  pies  de  estas 
perpendiculares.  Hallar  la  superficie  engendrada  por  este  círculo,  cuando  M  describe  la  recta  dada. 


Solución: 
x  y 
a  b 
a  o 
0  b 


es: 


Sea  M{a,b,X)  y  sus  proyecciones  A(a,b,0),B(a,0,  A),  C(0, b,  A).  La  ecuación  del  plano  ABC 
z  1 


0  1 
A  1 
A  1 


=  bAx  +  aAy  +  abz  -  2abA  =  0,  de  donde:  A  = 


abz 


lab  -  bx-ay 


La  ecuación  de  la 


esfera  que  pasa  por  A,B,C,M,  es: 


donde:  A  = 


x2  +  y2  +z2  -  ax-  by 


x2  +y2  +z2 

X 

y 

z 

1 

a2  +  b2 

a 

b 

0 

1 

a2  +  A2 

a 

0 

A 

1 

b2  +  A2 

0 

b 

A 

1 

a2  +  b2  +  A2 

a 

b 

A 

1 

=  x2  +  y2  +  z2  -  ax  -  by  -  Az  =  0,  de 


z  -■  Luego, 

superficie  engendrada  por  M,  es:  (x2  +y 


abz 


_  x2  +  y2  +  z2  -  ax  -  by 
lab  -  bx-ay  z 

z2  -  ax  -  by)(2ab  -  bx  -  ay)  -  abz2  =  0. 


.  La  ecuación  de  la 


r2  V  72 

G  75-  Dado  el  cono  ^  =  0,  hallar  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  las  esferas  de  radio 

nulo  bitangentes  a  dicho  cono. 

Solución:  Siendo:  (x  -  a)2  +  (y  -  P)2  +  (z  -  y)2  =  0,  la  ecuación  de  las  esferas  de  radio  nulo,  el  haz  de 
cuádricas  es:  cp  =  (x  -  a)2  +  (y  -  P)2  +  (z  -  y)2  +  =0.  Para  <p'x  =  0  (ver  más  arriba 

P2 


el  problema  G  73),  se  tiene: 


/  n  2 

-pA — -  =  0,  a  =  0.  Para  cpv  =  0,  se  tiene:  - 

C  —  A  "  A  —  d 

2 

P  =  0.  Y  para  (p'z  =  0,  se  tiene:  ,a  „  +  „  _  =  0,  y  =  0. 

A  ~  C  D  —  C 


B-A 
a 1 


y 

C-B 


=  0, 


G  76-  Hallar  la  ecuación  de  la  superficie  polar  recíproca  de  la  esfera  S  =  x2  +  y2  +z2  -  2x  =  0,  respecto  a  la 
esfera  E  =  x2  +y2  +  z2  -  1  =0. 

Solución:  Sea  P(a,  p,y)  un  punto  de  S.  El  plano  tangente  en  P  a  S,  es:  (a  -  l)x  +  Py  +  yz  -  a  =  0.  El 
plano  polar  de  un  punto  cualquiera  M(A,¡u,v)  respecto  a  la  esfera  X,  es:  Ax  +  ny  +  vz-  1  =  0. 

Identificando  ambas  ecuaciones,  se  tienen  las  igualdades:  a  ~  -  =  =  y-  =  =^~ 

1  a _ _  B  _ _ _  _  V 


de  donde: 


a  =  -j-yyy,  P  =  an=  JTy’  y  =  av  = 
1 _  B2  ,  v2  2 


1  -  A 


A  B  v  - 1 

.  Como  el  punto  P  está  en  la  esfera  S,  se  tiene  que: 


(1  -  A)2  (I-A)2  (1  -  Ay 


1  -  A 


=  0,  es  decir,  operando  y  sustituyendo  (A,/i,v)  por  (x,y,z): 


1  +y2  +  z2  -  2(1  -  x)  =  0.  Se  trata  del  paraboloide  elíptico:  y2  +  z2  +  2x  -  1  =  0. 
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ELIPSOIDE 


G  77-  Hallar  la  superficie  podaría  del  elipsoide  canónico  respecto  a  su  centro. 


2  R2  y  2 

Solución:  El  punto  P(a,B,v )  del  elipsoide,  verifica  la  ecuación:  +  -yr-  +  -G= —  1  =  0.  El  plano 

a~  b¿  cz 

tangente  en  P,  es:  -yj-  +  -yy  +  -  1  =  0.  La  perpendicular  trazada  desde  el  origen  a  este  plano,  es: 

fl-  b  c 


arx 

a 


tanto: 


b2y 

P 

a2y2x2 
c4z2 


í2  b2  c2  , 

Luego:  „  .  ,  ííl 

/  c  z  c  z  c  z 


yr 

C2Z 


yz^ 

C2Z 


-  1  =  0,  7  = 


C2Z 


b2y2y 2 
c4z2 


x2  +y2  +  z2 


.  Por 


y 


-1=0,  y2(a2x2  +  Zry2  +  c2z2)  =  c4z~.  La  ecuación  de  la  superficia 


podaría,  es:  a2x 2  +  b2y2  +  c2z2  -  (x2  +  y2  +  z2 ) 2  =  0. 


G  78-  Hallar  la  envolvente  de  los  planos  que  pasan  por  los  extremos  de  tres  semidiámetros  conjugados  de  un 
elipsoide. 

,2 


2  2 

Solución:  Sea  el  elipsoide  -y-  +  yy  +  -y-  =  1,  al  que  se  le  aplica  la  afinidad  definida  por:  y-  =  X, 

a  b  c 

-y-  =  Y,  y-  =  Z,  transformándose  en  la  esfera:  X2  +  Y2  +  Z2  =  1 .  En  esta  esfera,  la  envolvente  de  los 
b  L 

planos  que  pasan  por  los  extremos  de  tres  diámetros  conjugados  es  la  esfera  concéntrica: 
X2  +  Y2  +  Z2  =  y.  Deshaciendo  la  transformación,  se  tiene  como  solución  el  elipsoide,  concéntrico  con 

el  dado:  -y-  +  +  ^  = 


G  79-  Io)  Demostrar  que  en  un  elipsoide  la  suma  de  los  cuadrados  de  tres  semidiámetros  conjugados  es 
constante.  2o)  Demostrar  que  el  volumen  del  paralelepípedo  construido  sobre  tres  semidiámetros 
conjugados  es  constante.  3o)  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  extremos  de  los  semidiámetros  conjugados 
iguales  entre  sí. 

-y-2  2 

Solución:  Io)  Sea:  +  j-j  +  -y-  =  1,  la  ecuación  del  elipsoide  referida  a  sus  ejes.  Se  consideran  tres 


d 


c 

semidiámetros  conjugados:  a',b',c'.  Tomándolos  como  nuevos  ejes  coordenados,  la  ecuación  del 

n  i/2  '7  2  2  / 2  -t/2  '2 

elipsoide  es:  -y-  +  -y-  +  yj-  =  1 .  Y  por  tanto:  +  jt  +  =  yr  +  77  ■  ~ n 

a2  b 2  c2  a2  b2  c2  a2  b2 

2  2 

cuádrica:  +  Z_  +  +  ^(x2  +  v2  +z2)  =  0.  Tomando  como  ejes  coordenados  los  formados  por  los 

a 2  b¿  c¿ 


y.  Se  considera  la 

c  • 


tres  diámetros  conjugados,  y  siendo  a,  P, 7,  los  ángulos  que  forman  entre  sí  estos  diámetros,  la  ecuación 

12  *J2  <2 

de  esta  cuádrica  es:  -y—  +  -  +  y-  +  A(V2  +y'2  -t-z'2  +  2y'z'cosa  +  2x'z'  cosB  +  2x'y'  eos  y')  =  0. 

a 2  b  2  c'2  v 

Obligando  a  que  la  cuádrica  degenere  en  cada  uno  de  los  dos  sistemas  de  ejes  coordenados,  se  obtendrán 

los  mismos  valores  del  parámetro  A.  En  el  sistema  formado  por  los  ejes  del  elipsoide,  los  valores  de  A 


vienen  dados  por  la  ecuación: 


(r  +  p- +  r)A’’  +  ( 


-L  +A 
a 2 


0 


0  r+A 


0 

0 


0  -V  +A 
c~ 


1 


arb 2 


2  2 
a¿cL 


tres  diámetros  conjugados,  la  ecuación  es: 

sin2/l  sin2y 


b2c 2 


1 


a2b2c 2 


=  0,  de  donde  operando,  se  obtiene: 


=  0.  Y  en  el  sistema  formado  por  los 


2  eos  a  eos  p  eos  yA 3 


sin2a 


“17  +  & 

a 2 

A  eos  7 

A  eos  p 

A  eos  7 

ik+k 

Acosa 

A  eos  p 

Acosa 

L\2  +  ( 

'  1  + 

1  + 

r  +  \ 

^  a'2b'2 

a'2c'2 

=  0,  de  donde  operando: 


bl2c12 


1 


a'2b'2c'2 


=  0. 


Por  tanto,  identificando  los  coeficientes  de  estas  dos  ecuaciones,  se  obtienen  las  igualdades: 
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1 


b 2 


1 


a2b2 


a2c2 


b2c2 


a2b2c 2 


2  eos  a  eos P eos  / 


sin2a 


s'm2p  sin2/ 


1 


1 


1 


1 


Operando, 


al2b12 


c  ■ 

se  obtienen  las  fórmulas  de  Apolonio:  a2b2c 2  =  2a'2 b'2c'2  eos  a  eos  ¡3  eos  y,  a2  +  b2  +  c2  =  a'2  +  b  "  +  c 


al2c'2 


>2„>2 


b'2C 


a'2b'2c'2 


l2b'2c'2  eos  a  eos  / 3  eos  y,  a2  +  b2  +  c2  =  a'2  +  b'2  +  c'2, 

con  lo  que  queda  demostrado  el  primer  punto  del  enunciado.  2o)  Como  el  volumen  del  paralelepípedo  es: 

V  =  abe  =  a'b'c'  J2  eos  a  eos  /Icos/  =  V ,  queda  demostrado  el  segundo.  3o)  Siendo  a'  =  b'  =  c'  =  p,  se 

2  2 

tiene  que  p2  =  a  +  b  +  c  ,  por  lo  que  los  extremos  de  estos  semidiámetros  se  encuentran  en  la  esfera: 


2  7  2  2  2 

x2  +  y2  +  z2  =  a  +  2  +  -  y  en  el  elipsoide.  Las  ecuaciones  del  lugar  pedido  son:  +  2_ 

3  a 2  b~ 

x2+y2  +  z2  =  a2  +  b-  +  c~  _ 


AL  =  i 

„2  ’ 


G  80-  Hallar  una  ecuación  que  tenga  por  raíces  las  magnitudes  de  los  semiejes  de  la  sección  producida  en  el 


2  y2  rv2 


elipsoide  ■*—  +  L—  +  A_  =  j  ?  p0r  ei  plano  Ax  +  By  +  Cz  =  0.  Hallar  el  área  de  la  sección. 

a-  b~c¿ 

Solución:  Sea  f  =  x2  +  y2  +z2,  la  ecuación  que  determina  el  cuadrado  de  la  longitud  de  un  semieje.  Se 

constituye  la  función:  F  =  x2  +  y 2  +  z2  +  2  f  2L-  +  +  A_  _  i  )  +  +  By  +  Cz)  =  0.  Se  obtiene 

V  a 2  b~  c¿  J 


que:  F'x  =  2x 


22x 


+  pA  =  0,  y  sus  análogas  F'  y  F'z.  Por  tanto,  se  tiene  que:  xF'x  +  yF'  +  zF'z  = 


r 

b2 


=  2(x2  +  y2  +  z2 )  +  2A (  +  l—  +  A_  j  +  ¡¿(Ax  +  By  +  Cz)  =  2 f  +  22  =  0,  de  donde  2  =  -f  Por  tanto: 


F'=  2x 


22x 


f 

pA  =  2x1  1  — -Hr  )  +  pA  =  0,  de  donde:  Ax  = 


Ax  +  By  +  Cz  = 


-pA2 


-pB2 


—  =  0.  Es  decir:  a  ^ 


- pA 2 

7 Tx 

A  2 


,  y  sus  análogas.  Luego: 


b2B2 


2C2 


=  0.  Haciendo 


a2  -/  b2 -f  c2 -f 

b2  a 

la  sustitución:  f  =  x2  +y2  +z2  =  p2,  se  tiene  la  ecuación  en  p  que  da  las  magnitudes  de  los  semiejes: 
a2A2  ,  ' 

a2  -  p2  b2  -  p2 

-p2\a2A2(b2  +  c2)  +  b2B2(a2  +  c2)  +  c2C2(a2  +  b2)]  +  a2b2c2(A2  +  B2  +  C2)  =  0.  De  esta  ecuación  se 


1  -  —  1  -  —  1  -  — 

A2  ^2 

=  x2  +y2 

—  -1 — ^  C  =  0.  Desarrollando  esta  ecuación,  se  obtiene:  p4(a2A2  +b2B 2  +c2C2)  - 
c  -  p 


obtiene  que  el  producto  de  los  semiejes  es: 
S  =  nabe 


a2b2c2(A2  +  B2  +  C2) 
a2  A2  +  b2B 2  +  c2C2 


por  lo  que  el  área  de  la  elipse  es: 


-  B2  +  C2 


a2  A2  +  b2B2  +  c2C 2 


G  81-  Un  elipsoide  de  revolución  E'  de  magnitud  constante,  se  desplaza  sin  deformarse  y  sin  dejar  de  cortar  a 
un  elipsoide  dado  E,  según  un  círculo.  Hallar  el  lugar  geométrico  del  centro  del  elipsoide  E' . 

Solución:  Sea  E  =  x2  +y2  -  r2  +  az2  -  2bxz  =  0,  tal  que  los  planos  z-k=  0  son  cíclicos.  Sea 

E'  =  (x  -  a)2  +y2  +  a'(z  -  y)2  -  r'2  =  0,  cuyos  planos  cíclicos  son  también  de  la  forma  z-  k  =  0,  siendo 
su  centro  (a,0,y).  Para  que  ambos  elipsoides  se  corten  según  un  círculo,  es  preciso  que  en  el  haz  que 
definen,  haya  un  par  de  planos  que  determinen  una  cuádrica  degenerada  de  la  forma 
(z  -  k)(Ax  +  By  +  Cz  +  D)  =  0.  Es  decir:  ( jc  -  a)2  +y2  +  a'(z  -  y)2  -  r'2  +  2(x2  +y2  -  r2  +  az2  -  2 bxz)  = 
=  (z  -  k)(Ax  + By  +  Cz  +  D).  De  donde:  2  =  -1,  a' =  a  +  C,  2b  =  A,  -2a'y  =  D-kC,  -2a  =  —kA, 
a2  +  a' y2  -  r'2  +  r2  =  -kD,  5  =  0.  Eliminando  entre  estas  igualdades  los  valores  de  k,  A,  C,  D,  y 
sustituyendo  a,  y  por  x,z,  se  tienen  las  ecuaciones  del  lugar  geométrico  pedido,  que  corresponden  a  la 
hipérbola:  /  =  0,  x2(a'  +  b2  -  a)  -  2a' bxz  +  a'b2z 2  +  b2(y 2  -  r'2)  =  0. 


G  82-  Desde  un  punto  P  se  trazan  las  normales  a  un  elipsoide  dado.  Io)  Demostrar  que  se  puede  hacer  pasar 
por  los  pies  de  estas  normales,  una  infinidad  de  cuádricas  concéntricas  con  el  elipsoide.  2o)  Hallar  el  lugar 
geométrico  de  P  para  que  dichas  cuádricas  sean  de  revolución. 


Solución: 


v2  —.2 

Io)  Sea  el  elipsoide  dado  E  =  _  \  =  o,  y  sea  P(a,[3,y).  Los  pies  de  las 

abe 


normales  trazadas  desde  P,  son  los  puntos  de  encuentro  de  E  con  la  cúbica: 


a-x  =  P~y  =  r~z 

x  y  _z_ 

a2  b2  c2 

ecuaciones  de  los  tres  cilindros,  A,  B,  C,  que  proyectan  la  cúbica  sobre  los  planos  coordenados,  son: 


Las 
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A:  (b2  -  c2)yz  +  c2yy  -  b2(3z  =  O,  B:  (c2  -  a2)zx  +  araz  -  c2yx  =  O,  C:  (a2  -  b2)xy  +  b2/3x  -  a2ay  =  0. 


Las  cuádricas  que  pasan  por  E,  A,  B  y  C,  son:  F  =  +  y—  +  ^-y  -  1  +  A[(Z?2  -  c2)yz  +  c2yy  -  b2Pz]  + 


r 

a"  b2  c2 

+q[(c2  -  a2)zx  +  a2az  -  c2yx ]  +  v[(n2  -  b2)xy  +  b2px  -  a2 ay]  =  0.  Para  que  su  centro  sea  (0,0,0),  ha  de 
verificarse  que  el  sistema:  F'x  =  0,  F'y  =  0,  F'z  =  0,  ha  de  admitir  dicha  raíz.  Luego:  vb2P  -  pc2y  =  0, 

B  c2y 

Xc2y  -  va2 a  =  0,  pa2a  -  Ib2 ¡5  =  0,  de  donde:  p  =  -y—X,  v  =  —y~.  Introduciendo  estos  valores  en  F, 


se  obtiene  la  siguiente  ecuación  en  función  del  parámetro  A,  con  lo  que  queda  demostrado  el  primer  punto 
del  enunciado:  F  =  — 


xL+yi 

a 2  b2  c 

2o)  Para  que  la  cuádrica  F  sea  de  revolución,  el  lugar  de  P  es  un  cono  de  cuarto  grado,  cuya  ecuación  es: 

o 

ZAX 


y2z2 


a2(b2  -  c2)  b2{c2-a2)  c2(a2-b 2) 


2  -  1  +  2Xa~a(b2  -  c~)yz  +  2 Xb~P(c~  -  a2)zx  +  2Ac2y(a2  -  b2)xy  =  0. 

solución 

2„2 

=  0. 


G  83-  Dados  un  elipsoide  f'y  un  plano  P  que  pasa  por  su  centro.  Se  pide:  Io)  Hallar  el  lugar  geométrico  del 
vértice  V  del  cono  circunscrito  a  E,  y  que  corta  a  P  según  un  círculo  C.  2o)  Demostrar  que  este  lugar  se 
compone  de  dos  cónicas  que  se  cortan  en  dos  puntos.  3o)  Hallar  la  ecuación  del  haz  de  cuádricas  Q  que 
pasan  por  dichas  dos  cónicas.  4o)  Halla  el  lugar  geométrico  de  los  vértices  de  Q  si  P  es  un  plano  principal 
de  E. 

Solución:  Io)  Sea  la  ecuación  del  plano  P:  z  =  0.  Sobre  él  se  toman  como  ejes  XX',  YY1,  los  ejes  de  la 
elipse  sección,  y  como  eje  ZZ'  el  diámetro  de  E  conjugado  con  P.  La  ecuación  de  E,  es: 

— — L  y— — |-  —  i  =o.  La  ecuación  del  cono  circunscrito  a  E,  con  vértice  V(a,p,y),  es: 


a 


Py  ,  7^ 


a 

tiene: 


ax 

„2 


£y_iV_ 

b2 


P2 


^  +  ^-  +  ^-1)-  ^  +  ^  +  +  +  =  0.  Cortando  por  z  =  0,  se 


a~ 


b2 

b2 


y 


7 


-  1 


y 


, ,  -  1  =0,  que  ha  de  ser  un  círculo. 

b 


Desarrollando  esta  ecuación,  se  tiene:  (  - 


2  a/3 
a2b 2 


xy  -  ^y-x  -  y y-y  +  +  P—  +  1—  =  o.  Igualando  los  coeficientes  de  x2  ey2,  anulando  el  de  xy, 


2  P 


P 


P2 


b2a2 


a2c 2 


or 


7 


a2b 2  b2c2 


b2 


i  r 


7 


y  cambiando  a,  p,  y  por  x,  y,  z,  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido:  — 


y 


1 


x- 


a2b 2 


+  -L 

b2c 2  b2 


b2a2 


a2c 2 


,  xy  =  0.  2o)  Para  x  =  0,  operando,  se  tiene  la  ecuación  de  la  cónica: 


T,  s 


_  y 


V2  Y2  V2 

,  ,---^  +  1=0,  x  =  0.  Para  y  =  0,  se  tiene  la  cónica:  T2  =  ,  , ,  +  ^y  -  1  =  0,  y  =  0. 

a¿  -  b~  c¿  a~-b~ 


c  a  -b  c 

Ambas  cónicas  pasan  por  los  puntos  (0,0, ±c).  3o)  La  ecuación  del  haz  de  cuádricas  que  pasan  por  Ti,  es: 


y 


z 
c 2 


,  ,  n  .  +  1  +x(Ax  +  ay  +  vz  +  p)  =  0.  Cortando  por  y  =  0,  se  tiene  la  ecuación  de  la  cónica: 

a  —b  ~ 

—z2 


+  1  +x(Ax  +  vz  +  p)  =  0.  Identificando  esta  ecuación  con  la  de  la  cónica  r2,  se  tiene  que: 


— 1/c2 


=  yr  =  y-  =  — y- .  De  donde:  v  =  p  =  0,  A  =  ^  7 

U  U  —  i  a~  —  o 


Introduciendo  estos 


a2  -  b2 


2  1  Zy.  +  nXy  _i=o.  4o)  Siendo  el 


a-  -  b 


l/(a2  -  b2)  1/c2 

valores  en  la  ecuación  de  Q,  se  tiene  que  Q  = 

plano  z  =  0,  plano  principal,  el  eje  es:  x  =  0,  y  =  0,  que  corta  a  Q  en  los  vértices  (0,0, ±c).  Los  otros 

vértices  están  situados  en  el  plano  z  =  0,  que  corta  al  haz  de  cuádricas  Q  según  la  cónica: 

x2  -  y2  +  p(a2  -  b2)xy  -  a2  +  b2  =  0,  cuyo  centro  es  el  origen.  La  ecuación  de  los  coeficientes  angulares 

,  p(a2  -  b2) 

2  2 m  -  - -  =  0, 


de  sus  ejes,  es:  aum2  +  (an  -  a2i)m  -  a\2  =  0.  Luego, 


m 


4/7? 


^  Z-,2  _  A2V1  _  m2\  '  C°m°5  m  X,P  Í72_A2VV2_„21 


4 xy 


4 xy 


( a 2  -  b2){x2  -y2) 


a 2  -b2  -x2  +  y2 


(a2  -  b2)(  1  -  m2) 

de  la  córnea,  se  .¡ene  que:  (<j2  _  (<J.  _  „yy 

la  lemniscata:  (x2  +y2)"  -  (a2  -  b2){x2  -y2)  =  0,  z  =  0. 


p(a2  -  b2) 

2  "*  '  ""  2 
Introduciendo  este  valor  en  la  ecuación 


Operando,  se  obtiene  la  ecuación  de 
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HIPERBOLOIDES 


G  84-  Obtener  las  generatrices  rectilíneas  de  la  cuádrica xy  -xz  -z  =  0. 

Solución:  Sea  la  recta  de  ecuaciones:  x  =  az  +  b,  y  =  cz  +  d.  Sustituyendo  estos  valores  en  la  ecuación 
dada:  ( az  +  b)(cz  +  d)  -  ( az  +  b)z  -  z  =  ( ac  -  a)z 2  +  ( ad  +  be  -  b  -  1  )z  +  bd  =  0.  De  donde  se  obtiene: 
a(c  -  1 )  =  0,  ad  +  be  -  b  -  1  =0,  bd  =  0.  Para  b  =  0,  c  =  \,  d  =  Para  d  =  0,  a  =  0,  c  =  ^  ^  . 

Luego  las  generatrices  son:  x  =  az,  y  =  z  +  -jy;x  =  b,  y  =  ^  1~  -  z. 


G  85-  Obtener  la  ecuación  del  hiperboloide  engendrado  por  una  recta  que  se  apoya  en  las  directrices 

D i  =  x  =  z,  y  =  -2 z  +  \,D2  =  x  =  -z  +  \,y  =  z  -  D-i  =  x  =  2z  -  1, y  =  -x  +  1 . 

Solución:  Las  ecuaciones  de  los  planos  que  contienen  las  rectas  D\  y  D2,  son,  respectivamente: 

x-  z  +  A(y  +  2z  -  1 )  =  0,  x  +  z  -  1  +  n(y  -  z  +  1 )  =  0.  Eliminando  Ay  /j  entre  estas  dos  ecuaciones  y  las 

ecuaciones  de  D2,  se  tiene:  x  =  ,  0  ,  y  =  —  ~  -  0  ,  z  =  :  ^ — ^-=-,  Sustituyendo  estos 


A  +  2/j,  —  2 


A  +  2/j,  —  2 


A  +  2 /i  -  2 


valores  en  la  ecuación  del  primer  plano,  por  ejemplo,  se  tiene:  2A/x  -  2A  +  1  =0.  Como  A  = 
¡a  =  ~x -f ,  ,  ,  la  ecuación  de  la  cuádrica  es:  2 - ~x  +  z - -x  -  z  +  1 


y  -z  +  1 


y  +  2z-l  y-z+1 


-2 


-x  +  z 
y  +  2z  -  1 


+  1=0. 


Operando,  la  ecuación  pedida  es:  2x~  +y2  -  2z2  +  2xy  -  2xz  -yz  +  3z  -  1  =0. 


G  86-  Obtener  la  ecuación  de  la  cuádrica  que  contiene  a  las  tres  rectas:  x  =  z,  y  =  -2z+  1;  x  =  -z+  1, 
y  =  z-  l;x  =  2z-l,y  =  -x+l. 

Solución:  La  ecuación  general  de  las  cuádricas  que  contienen  a  las  dos  primeras  rectas,  es: 

(x  -z)[(x  +  z  -  1 )  +  A(y-z  +  1 )]  +  (y  +  2z  -  1  )[¡a{x  +  z—  1)  +  v(y-  z  +  1 )]  =  0. 

La  ecuación  general  de  las  cuádricas  que  contienen  a  la  primera  recta  y  a  la  tercera,  viene  dada  por: 

(x  -  z)[(x  -  2z  +  1 )  +  l{x  +  y-  1 )]  +  (y  +  2z  -  1  )[m{x  -  2z  +  1)  +  n(x  +y  -  1 )]  =  0. 

Desarrollando  e  identificando  coeficientes,  se  tiene:  ,  -  ,  =  -rr  =  ^  +  — j— — —  =  ,  —  +  ^ —  = 

^  ,  ’  1 + 1  n  2-4  m  ,  1  +  m  +  n 

2fi-Á  _  fj-Á  +  v  _  Á-fi-l  _  -fi  _  -3[u  +  2v-A+l  _  n  —  v 


-3  -  l  +  2 m  +  2 n  -l  -  2 m  +  2 n  1  -  l  -  m  -  n 


m  -  2  n 


-1+1+  4/77  -  2/7 


—m  +  n 


=  k. 


Resolviendo  estas  ecuaciones,  se  obtienen  los  siguientes  valores:  l  =  2,  m  =  y,  n  =  y,  A  =  1,  /j.  =  0, 

v  =  -T  k  =  -T  La  ecuación  de  la  cuádrica  es:  6x2  +y2  -  2z2  +  6xy  -  6xz  -  5yz  +  3z  -  1  =0. 
o  2 


G  87-  Obtener  la  ecuación  de  la  superficie  reglada  engendrada  por  una  recta  que  se  apoya  en  las  rectas 
Ri(x  =  0,  z  =  t),R2(y  =  0,  x  =  (z  =  0,  y  =  t'). 

Solución:  El  haz  de  planos  que  pasan  por  Ri  es:  z  -  t  +  mx  =  0.  Y  el  definido  por  R2  es:  x  -  t  +  ny  =  0. 
Para  que  la  recta  definida  por  ambas  ecuaciones,  se  apoye  en  R2,  ha  de  verificarse  que:  -t+mx  =  0, 
x  -  t+  nt  =  0.  Luego:  x  =  =  t  -  nt.  De  donde  se  tiene:  m{\  -  n )  =  0,  es  decir:  t  ~z  (l  -  t  ~x  ^  =  0. 

Operando:  xz +yz  -  tx  -  ty  -  tz  +  t2  =  0. 


G  88-  Dado  el  hiperboloide  4x2  +  6y2  -  z2  =  1 ,  hallar  la  envolvente  de  las  proyecciones  de  sus  generatrices 
en  el  plano  XY. 


Solución:  Siendo  la  ecuación  del  hiperboloide:  4x2-z2  =  1  -  6y2,  se  obtiene  que:  (2x  +  z)(2x-z)  = 
=  (l  +  Vóy)  (l  -  J6y'),  obteniéndose  las  generatrices:  2x  +  z  =  k(\  +  Vóy),  2x-z=y(l  -  Vóy); 

2x  +  z  =  n(\  -  76y),  2x-z  =  y  (l  +  a/6  y).  De  la  primera  generatriz  se  obtiene  la  siguiente  ecuación: 

2x  +  z-X(\  +  Tóy)  +a|^2x-z  -  y(l  -  Vóy)  J  =  0.  Haciendo  a  =  1,  se  anula  el  coeficiente  de  z, 


obteniéndose  su  proyección  en  el  plano  z 


0:  4x  +  y  -J61 


0,  de  donde  se  tiene 


que:  4xA  -yJ&X2  +  J6 y  -  A2  -  1  =0.  Derivando  respecto  a  A,  se  tiene:  4x  -  2yj6  A  -  2A  =  0,  de  donde 

A  =  _^x - .  Sustituyendo  este  valor,  se  tiene  la  ecuación  pedida:  4x2  +  6y2  -  1  =  0,  z  =  0. 

y6  y  +1 

Procediendo  análogamente  con  la  segunda  generatriz,  se  obtiene  la  misma  envolvente. 


G  89-  Las  ecuaciones:  y-Az  +  A+1  =  0,  (A  +  1  )x  +  y  +  A  =  0,  representan  las  generatrices  de  un  sistema  de 
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un  hiperboloide.  Hallar  las  ecuaciones  generales  del  otro  sistema  en  función  de  A. 


Solución:  A  = 


y  +  1  _  x  +  y 


.  Luego,  xy  +  xz+yz+  1  =  0,  que  es  un  hiperboloide  de  una  hoja.  Un 

Z  1  X  1 

sistema  de  generatrices  es:  y+  1  =  A(z-  1),  A(-x-  1)  =  x+y,  y  el  otro  sistema  es:  y  +  1  =  /j(x+y), 
-x  -  i  =  y(z-  1). 

2  y2  2 

G  90-  En  el  hiperboloide  Xr  +  -  X-  =  1 ,  se  consideran  dos  generatrices  del  mismo  sistema  que  pasan 

a  b  c 

por  los  vértices  Ay  A'  del  eje  mayor  de  la  elipse  de  garganta.  Demostrar  que  una  generatriz  cualquiera 
encuentra  a  estas  dos  dadas,  enMy  M',  verificándose  que  AM  •  A' M'  =  b2  +  c2. 

2  v2 

Solución:  La  elipse  de  garganta  es:  AL_  +  Xr  =  1,  z  =  0,  siendo  sus  vértices:  A(a, 0, 0),  A' (-a, 0, 0).  Las 

b 


a 


generatrices  que  pasan  por  A  son:  x  =  a,  cy  +  bz  =  0,  y  las  que  pasan  por  A’  son:  x  =  -a,  cy-bz  =  0. 
Una  generatriz  cualquiera  es:  X  =  eos#  -  X  sin0,  y  =  sin0  +  X  cos9.  Operando  se  obtienen  las 

coordenadas  de  los  puntos  de  intersección,  que  son:  Af[a,  7^  (-1  +  cosé>),  (eos 6-  1)  J 


sin  ó 

dado  por: 


(1  +  cosé>),  (cosfl  +  1 )  .  Por  tanto,  el  producto  de  las  distancias  AM-A'M1,  viene 


(-1  +  COS0)" 


•  2n  V  v  /  1  •  2 n 

smzd  sin  z0 

(1  -  COS0)(1  +  cos@)(ó2  +  c2) 


(eos#  - 1  y 


sim0 


(1  +  eos#)" 


sin26> 


(cos@  +  1  )2  = 


=  b2 


sin20 


G  91-  Se  dan  las  rectas:  R  =  x  =  y  =  z,  R¡  =  y  =  - 1,  z  =  1 ,  R2  =  x  =  1,  z  =  -1.  La  recta  R  engendra,  al 
girar  alrededor  de  R i,  un  hiperboloide  H i,  y  al  girar  alrededor  de  i? 2,  un  hiperboloide  H2.  La  intersección 
de  H\  y  H2  comprende  la  recta  R  y  una  cúbica  C.  Hallar  y  dibujar  la  proyección  de  C  sobre  el  plano  XOY. 

Solución:  Con  relación  a  H\,  se  tiene,  siendo  (A, — 1, 1)  un  punto  genérico  de  R\,  que:  x  =  y  =  z  =  A. 
Luego:  (x-A)  +(y+l)  +  (z-  1)_  =  (A+  1)  +  (A  -  1)  .  De  donde,  teniendo  en  cuenta  que  A  =  x,  se 
obtiene:  H\  =  2x2  -y2  - z2  -  2y  +  2z  =  0.  Análogamente,  H2  =  x2  -  2 y2  +  z2  -  2x  +  2z  =  0.  Eliminando 
z  entre  las  dos  ecuaciones,  y  dividiendo  por  (x-y),  se  tiene  la  proyección  de  C  sobre  XOY,  que  es: 
9(x  ~y){x  +y)  -  12 (x  +  y)  -  4(x  -y)  -16  =  0.  Esta  curva  tiene  las  asíntotas:  y  =  -x  ±  y ,  y  =  x  -  y . 
Su  intersección  con  los  ejes  da  los  puntos  (2,0),  (0,-2),  y  con  la  segunda  bisectriz,  el  punto  (-2,2). 


G  92-  Sobre  cada  generatriz  de  un  hiperboloide,  y  a  partir  de  la  elipse  de  garganta,  se  lleva  una  longitud 
constante.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  obtenidos. 

,,2 

Solución: 


z 

b 


2  2 

Sea  H  =  AL-  +  2—  -  JL-  -  \  =  0,  siendo  la  generatriz  de  un  sistema:  X  =  -L  eos  9  -  sin 9 

a~  b  n  u  c 


sin 6  +  cos0.  Un  punto  genérico  de  la  generatriz  es:  ^-|-zcos  9  -  a  sin 6,  -|-zsin6>  +  bcos9,z^.  Las 
coordenadas  del  correspondiente  punto  de  la  elipse  de  garganta,  son:  (-usiné^ócos#,  0).  Luego  se 
cumple:  (-^-zcosí?)2  +  (J^-zúnQ^  +z 2  =  d 2.  De  donde  se  tiene  que:  z2  =  — -  c  ^ 


Como:  sin 9  = 


son:  z 


acyz  -  bc2x 
abz 2  +  abe 2 


ayz  -  bcx 


ab 


eos  9  = 


bxz  +  acy 


a - eos -9 


b2  sin20  +  c2 


{bxz  +  acy)  {ayz  -  bcx) 


L  b2{z2  +  c2)2  a2{z2  +  c2) 


2U 


ab  z2  + 

=  d2  +  — —  — —  1=0 
’  a2  b2  c2 


,  las  ecuaciones  del  lugar  pedido 
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G  93-  Formar  la  ecuación  de  un  hiperboloide  H  engendrado  al  girar  el  eje  Z  alrededor  de  la  recta  x  =  Iz  +p, 
y  =  mz  +  q.  Determinar  l,p,q  en  función  de  m,  de  forma  que  H  sea  tangente  al  paraboloide  P  de  ecuación 
yz  -  ax  =  0,  en  todos  los  puntos  del  eje  OZ.  Si  en  la  ecuación  de  H  se  reemplazan  l,p,q,  por  los  valores 
obtenidos,  se  tiene  un  hiperboloide  Hm  que  depende  de  m.  Determinar  la  intersección  de  P  y  Hm. 

Solución:  La  recta  es:  =  ~  =  y,  teniéndose:  (x -p)2  +  (y  -  q)2  +  z2  =  X2,  Ix  +  my  +  z  =  p. 

De  donde,  para  x  =  y  =  0,  A2-p2=p2+q2.  Luego,  H  =  (x  - p)2  +  (y  -  q)2  +  z2  -  (Ix  +  my  +  z)2  = 
=  p2  +  q2.  Desarrollando,  se  tiene:  H  =  (1  -  l2)x2  +  (1  -  m2)y2  -  2 Ixz  -  2 myz  -  2 Imxy  -  2 px  -  2 qy  =  0, 
cuyas  respectivas  derivadas  son:  H'x  =  2 (x-p)  -  2/(/x  +  my  +  z),  //'.  =  2 (y  -  q)  -  2 m(lx  +  my  +  z), 
H'z  =  -2 (Ix  +  my),  II',  =  -2 (px  +  qy).  Las  respectivas  derivadas  de  P,  son:  P'x  =  -at,  P'y  =  z,  P'z  =  y, 
P't  =  -ax.  Expresando  que  los  planos  tangentes  a  H y  a  P,  en  los  puntos  (0, 0, 0, 1 ),  (0, 0, 1 , 0),  (0, 0, 1 , 1 ), 
son  los  mismos,  lo  serán  en  todos  los  puntos.  Luego:  -2 px  -  2 qy  =  -ax  =  0,  -2 Ix  -  2 my  =  y  =  0, 
~(2p  +  2/)x  -  (q  +  m)y  =  -ax  +y  =  0.  Es  decir:  q  =  l  =  0,  y-  =  -m.  Las  condiciones  pedidas  son: 
q  =  l  =  0,  p  =  -am.  En  consecuencia,  la  ecuación  de  los  hiperboloides  Hm,  que  depende  de  m,  es: 
x2  +  (1  -  m2)y 2  -  2 myz  +  2 amx  =  0.  La  intersección  de  los  hiperboloides  Hm  y  del  paraboloide  P  viene 
dada  por:  x2  +  (1  -  m2)y 2  -  2 myz  +  2 amx  =  0,yz  -  ax  =  0,  o  bien:  .x2  +  (1  -  m2)y 2  =  0,  yz  -  ax  =  0,  que 
está  formada  por  las  dos  rectas:  x  =  ±  Jm2  -  1  y,  z  =  ±ajm2  -  1  ,  y  la  recta  doble:  x  =  0,  y  =  0. 


G  94-  Hallar  las  dos  generatrices  del  hiperboloide  yz  -  xz  +  xy  -  2y  =  0,  que  pasan  por  el  punto  (2, 2, 1 ). 


Solución: 
donde:  x  = 


La  ecuación  general  de  las  rectas  que  pasan  por  (2,2,1),  es:  — y 
y — y  (z  —  1 )  +  2,  y  —  (z  -  1 )  +  2,  o  bien:  x  =  Az  + 2-  A,  y  = 


=  Zul  =  de 

b- 2  c-  1  ’ 
pz  +  2  -  p.  Esta  recta 


está  contenida  en  la  cuádrica,  luego  sustituyendo  los  valores  obtenidos  para  x  e  y,  en  la  ecuación  del 
hiperboloide,  se  tiene  que:  (pz  +  2-  p)z  -  (Az  +  2  -  Á)z  +  (Az  +  2-  A)(pz  +  2  -  p)  -  2 (pz  +  2  -  p)  =  0, 
es  decir:  (p  -  A  +  Ap)z2  +  (32  -  p  -  2 Ap)z  +  Ap  -  22  =  0.  Por  tanto:  p  -  A  +  Ap  =  0,  32  -  p  -  22 p  =  0, 
2 (p  -2)  =  0.  De  donde:  2  =  0,  p  =  0;  p  =  2,  2  =  -2.  Las  dos  generatrices  son:  x  =  2,  y  =  2; 
x  =  -2  z  +  4,  y  =  2  z. 


G  95-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  un  hiperboloide  de  una  hoja,  en  los  que  las  generatrices  que 
pasan  por  ellos,  se  cortan  perpendicularmente. 

2  y2  2 

Solución:  Sea  el  hiperboloide  de  una  hoja:  2L.  +  2_  _  _  j  =  0.  Las  ecuaciones  de  las  generatrices 

a  a-  ^ 

de  un  sistema,  son: 


i  =  cos0 


—  sin@,  y-  =  sin  9-  yrCosO.  Y  las  de  las  generatrices  del  segundo 


X  7  •  \ 

sistema,  son:  =  eos  <p  -  -^-sin  (p,  y-  =  sin  (p 


a  — c  1  yrcoscp.  La  condición  de  perpendicularidad  de  ambas 

generatrices,  es:  a2sin@sin(p +  ¿2  cosacos -c2  =  0.  Como  de  las  ecuaciones  de  las  generatrices,  se 

2  2  2  2  2  2 
obtiene  que:  -  cos0)~  =  sin20  =  Z—  (f  _  cos20),  (y-  -  eos (p')'  =  sin2^)  =  ^y  (1  -  eos 2(p), 

c  c  2  ^ 

se  deduce  que  cos0  y  eos q>,  son  las  raíces  de  la  ecuación:  (y-  -cosV')~  =  ^y(l  -cos2V),  o  bien, 


desarrollando,  de 


^  )  cos2V-  eos  V  +  =  o.  Por  tanto:  eos#  •  eos cp  = 

cz  J  u  a~  c¿ 


1  +  ^ 


Procediendo  de  forma  similar  con  las  otras  dos  ecuaciones  de  las  generatrices,  se  tiene  que: 


sin0  •  sincp  = 


y_ 

,2  b2 


1  + 


T_ 

b2 


1  + 

c 1 


-.  Introduciendo  estos  dos  valores  en  la  condición  de  perpendicularidad,  se  tiene: 


\2  a~ 


1  +  ^r 


-  c2  =  0.  Operando  y  simplificando,  se  obtiene  la  ecuación  de  la  esfera: 


x2  +  y2  +  z2  -  a2  -  b2  +  c2  =  0.  Luego  la  ecuación  del  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  un  hiperboloide 
de  una  hoja  en  los  que  las  generatrices  que  pasan  por  ellos,  se  cortan  perpendicularmente,  es: 


iL  +  Z _ ¿--1  =  0r2+v2 

a2  b2  c2  ’  J 


-  a-  -  b2  +  c2  =  0 
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PARABOLOIDES 


y1  2 

G  96-  Hallar  la  ecuación  de  la  superficie  podaría  del  paraboloide  hiperbólico  P  =  —  2x  =  0, 

F  £/ 


respecto  de  su  vértice. 


Solución:  Las  derivadas  parciales  primeras  son:  P'x  =  -2,  P\  =  -2-,  P'z  =  — y-,  Por  tanto,  la  ecuación 

2  v  o 

del  plano  tangente  genérico  es:  -2(X-x)  +  -£-(Y-y)  -  F¡-{Z-z)  =  0,  de  donde  operando,  se  obtiene: 

^  F  H 


-X +x  +  +  4r  =  0  bien:  - X -  x  +  4r  “  "tt  =  0-  La  recta  perpendicular  desde  el 

F  H  F  H  F  H 

Y  _  o  Y  —  0  V  —  0  — n  Y  qZ 

vértice  (0,0,0)  a  este  plano,  es:  0  =  .  =  .  ,  es  decir:  y  =  ,  z  =  Por  tanto, 


Lj  Zz  _ 


-2 


2y  2z 

"¿r  q 


x 


x 


1  ó  dY2  qZ 2  A 

x  =  y  (  —  -y-  1 .  Introduciendo  estos  valores  en  la  ecuación  del  plano,  se  obtiene  la  ecuación  de  la 

superficie  podaría: pY2  -  qZ 2  +  2X(X2  +  Y2  +  Z2)  =  0. 


G  97-  Se  consideran  las  secciones  planas  ux+vy  +  z  =  0  en  el  paraboloide  x2  +  y2  =  2 z,  tales  que  la  suma  de 
los  cuadrados  de  los  semiejes  es  igual  a  4(¿r  +  v2).  Hallar  la  envolvente  de  los  planos. 

Solución:  Siendo  la  ecuación  de  la  cónica  en  su  plano  C  =  x2  +y 1  -2 (ux  +  vy)  =  0,  su  centro  viene 
dado  por  el  sistema:  C'x  =  2x-2u  =  0,  C[,  =  2y-2v  =  0,  luego  su  centro  es  (u,v,-u2  -  v2).  Las 
ecuaciones  de  la  cónica,  trasladadas  a  su  centro,  son:  ux  +  vy  +  z  =  0,  x2  +  y2  -  u2  -  v2  =  0.  Sea 
p2  =  x2  +  y2  +  z2,  la  ecuación  que  da  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  semiejes  de  C.  Definiendo 
F  =  x2  +  y2  +  z2  +  X(ux  +  vy  +  z)  +  p(x2  +  y2  -  u2  -  v2 )  =  0,  sus  derivadas  parciales  primeras  son: 
F'x  =  2x  +  Xu  +  2px,  F'y  =  2y  +  Xv+2py,  F'z  =  2z  +  X.  Luego,  xF'x  +  yF\,  +zF'z  =  2(x2  +  y2  +z2)  + 


7 

— — O 

+X(ux  +  vy  +z)  +  2q(x2  +  y2)  =  2p2  +  2q(x2  +  y2)  =  0,  de  donde  p  =  — -  =  — — 

X  V 

■»2  \  /  ^2 


u2  +  V2 


Por  tanto, 


F'=  2  1- 


P 


u2  +  v2 


x  +  Xu  =  0,  F'  =  2  1- 


P 


u 2  +  V2 


I y  +  Xv  =  0,  Fz  =  2z  +  X  =  0.  Para  que  estas 


ecuaciones  sean  compatibles  con  la  ecuación  del  plano,  se  tiene  que  verificar  que  el  determinante 

2 


2  1  - 


P 


U2  +  V2 


0 


2  1  - 


u2  +  v2 


0 

u 


0 

V 


0  Xu 

0  Xv 

2  X 

1  0 


=  0.  Desarrollando  el  determinante,  se  tiene  que: 


.  ,  ( u 2  +  v2  -  p2)[w2  +  v2  +  (m2  +  v2)2  -  p2]  =  0.  Luego  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  ejes  es: 

(u  +  v~)¿ 

2(u2  +  v 2)  +  (ja2  +  v2)2.  Como  esta  suma  ha  de  ser  igual  a  4(m2  +  v2),  se  tiene  que:  u2  +  v2  =  2.  Por  tanto, 
el  plano  es:  ux  +  *J2  -  u2  y  +z  =  0.  Derivando  respecto  a  u  y  operando,  se  obtiene:  u=  Y 


x2  +  y2 


Sustituyendo  este  valor  en  la  ecuación  del  plano,  se  tiene  su  envolvente:  2(x2  -t -y2)  -z2  =  0 


G  98-  Se  da  una  parábola  P  y  un  punto  M,  cuya  proyección  ortogonal  sobre  el  plano  de  la  parábola  es  el 
vértice  de  esta.  Se  pide:  Io)  Ecuación  de  las  cuádricas  de  revolución  que  pasan  por  P  y  H.  2o)  Determinar 
el  número  de  superficies  cuyo  eje  pasa  por  un  punto  A  dado,  situado  en  el  plano  Q  definido  por  el  eje  de  la 
parábola  y  el  punto  M. 

Solución:  Io)  Sea  la  parábola  P  =  y2  -  2 px  =  0,  z  =  0,  y  sea  M(0,0,h).  La  ecuación  de  las  cuádricas  que 
pasan  por  P  y  M,  es:  y1  -  2px  +  2z(ux  +  vy  +  wz  -  wh)  =  0.  Para  que  sea  de  revolución:  v  =  0, 
2w  =  1  -  u2,  quedando  la  ecuación:  P  =  y2  +  (1  -  u2)z2  +  2 uxz  -  2 px  -h(l  -  u2)z  =  0.  2o)  El  eje  viene 
dado  por  P'y  =  0,  P'x  +  P'z  =  0,  es  decir:  y  =  0,  2 ux  +  2(1  +  u  -  u2)z- 2p  -  h{  1  -  u2)  =  0.  La  ecuación  del 
plano  Q  es:  y  =  0,  por  lo  que:  A(a.0.y).  Obligando  a  que  el  eje  pase  por  (a,0,y),  se  tiene  una  ecuación 
de  segundo  grado  en  u,  luego  hay  dos  superficies  cuyos  ejes  pasan  por  un  punto  A  dado. 

G  99-  Se  da  la  esfera  E  =  x2  +  y 2  +  z2  =  R2  y  un  paraboloide  P  de  plano  director  XY y  de  directrices  el  eje  Z 
y  la  recta  AB,  siendo  A(R,0,R),  B(a,b,c).  Io)  Obtener  la  ecuación  del  paraboloide.  2o)  Se  toma  un  punto 
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M sobre  OZ,  y  los  planos  polares  de  M respecto  a£yaP.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  la  intersección  de 
los  dos  planos  cuando  el  punto  M  describe  OZ,  y  hallar  la  parte  del  lugar  geométrico  que  está  sobre  el 
paraboloide.  3o)  Suponiendo  que  AB  forma  un  ángulo  de  45°  con  OZ  y  que  es  tangente  a£en  B,  calcular 
las  coordenadas  de  B  en  función  de  i?  y  determinar  las  generatrices  de  P  que  son  tangentes  a  E. 


Solución:  Io)  AB  = 


_  x-  a 


y-b 


z-  c 


R  -  a 


Además,  z  =  k,  y  =  px,  luego: 


-b  R-c 
0  0  1  k 

p  - 10  0 

b  R-  a  0  bR 
0  R-c  b  bR 


o  bien:  bx  +  (R  -  a)y  -  bR  =  0 ,  bz  +  (R-  c)y  -bR  =  0. 


=  0.  Sustituyendo  k  =  z,  p  =  A  se  tiene  que: 


P  =  bxz  +  (R  -  a)yz  -  bRx  +  R(a  -  c)y  =  0.  2o)  Sea  M(0,0,m).  Las  primeras  derivadas  parciales  de  E, 
particularizadas  para  M,  son:  E'X(M)  =  2x  =  0,  E'y(M)  =  2 y  =  0,  E'.{M)  =  2z  =  2 m,  E't{M)  =  -2 R2. 
Luego  el  plano  polar  de  M  respecto  a  E,  es:  mz-R 1  =  0.  Las  derivadas  correspondientes  a  P, 
particularizadas  para  M,  son:  P'X(M)  =  bz  -  bR  =  bm  -  bR,  P[,(M )  =  (R  -  a)z  +  R(a  -  c)  =  (R-  a)m  + 
+R(a-c),  P':(M)  =  bx  +  (R  -  a)y  =  0,  P\{M)  = -bRx  +  R{a  -  c)y  =  0.  Luego  el  plano  polar  de  M 

d2 

respecto  a  P,  es:  x(bm  -  bR) +y[(R  -  a)m  +  R(a  -  c)]  =  0.  Sustituyendo  en  esta  ecuación,  m  por  ¿L- 
(valor  obtenido  del  plano  polar  respecto  a  E),  se  tiene:  bxz  +  {c  -  a)yz  -  bRx  +  R{a  -  R)y  =  0,  que  es  el 
lugar  pedido.  Restando  a  esta  ecuación  la  de  P,  se  tiene:  y(z  +  R)  =  0.  Luego  la  parte  del  lugar  que  está 
sobre  el  paraboloide  está  formada  por  las  cónicas  intersección  de  P  con  los  planos  y  =  0,  z  =  -R,  es  decir, 


y  =  0,  x(z  -  R)  =  0;  z  =  -R,  2 bx  +  (R  +  c  -  2 á)y  =  0.  3o)  Por  estar  M  en  E,  se  tiene:  a 2 


c¿  =R2 


Por  ser  AB  tangente  en  B  a  E,  se  tiene:  a 
eos 45°  =  -  R~c 


c  =  R.  Por  ser  de  45°  el  ángulo  formado  por  AB  y  OZ,  se  tiene: 

(2-V2  )R 


De  estas  tres  ecuaciones,  se  tiene:  c  = 


a  =  R-  c  = 


J(R  -  a)2  +  b2  +  (R-  c)2 

b  2  =  ri  _  í  -(— - ^ ^  =  R2  (J2  -  l).  Por  tanto,  el  punto  B  es: 


v  2  ; 


■ 


Las  generatrices  de  P  tangentes  a  E,  son:  z  =  R,  y  =  0;  z  =  -R, 


(2 a  -  R  -  c)y  -  2 bx  =  0. 


G  100-  Dadas  las  rectas:  jc  =  0,  y  =  0;  x  =  h,  z  =  0,  se  consideran  los  paraboloides  hiperbólicos  que  las 
contienen.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  contacto  de  los  planos  tangentes  paralelos  al  plano 

ax  +  by  +  cz  =  0. 


Solución:  La  ecuación  general  de  las  cuádricas  que  pasan  por  las  dos  rectas  dadas,  es: 

(x  -  h){x  +  Xy)  +  z(qx  +  y y)  =  x2  +  Axy  +  pxz  +  vyz  -  hx  -  hXy  =  0.  Se  tiene  que  su  detemiinante 


A  = 


1 


4  0  £ 


1 

2 

£ 

2 

zA 

2 


A 

2 


£ 

2 


4  A  o 


y_ 

2 

-hX 


zzL 

2 

-hX 

2 

0 


0  0 


16 


h2(v-Ap),  y  A44  — 


4-  0  A 


1  A  2L 
2  " 


4  *  0 


=  4  v(v  -  Xr)-  De 


A44  =  0,  se  tiene,  o  bien:  v  =  Xp,  o  bien:  v  =  0.  Para  v  =  Xp,  el  detemiinante  A  se  anula,  luego  esa  raíz 
no  es  válida.  Por  tanto,  la  raíz  válida  es  v  =  0,  con  lo  que  la  ecuación  del  paraboloide  es: 
P  =  x2  +  Axy  +  pxz  -  hx  -  hXy  =  0.  Sus  derivadas  son:  P'x  =  2x  +  Ay  +  pz  -  h,  P[,  =  X(x  -  h),  P'z  =  px,  de 

donde:  — -  +  —  +  — — —  =  Eliminando  X  y  p  entre  estas  ecuaciones  y  la  de  P,  se  tiene 

el  lugar  pedido:  ax2  +  bxy  +  cxz  -  ahx  -  bhy  =  0. 


G  101-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  focos  de  las  secciones  hechas  en  un  paraboloide  por  planos  que 
pasan  por  una  recta  fija  paralela  al  eje. 

y2  72 

Solución:  Sea  el  paraboloide  P  =  p  +  q —  2x  =  0.  La  recta  paralela  al  eje  es :  y  =  b,z  =  a.  Los  planos 
que  pasan  por  esta  recta,  son:  y  -  b  +  X(z  -  a)  =y  +  Xz-b-Xa  =  y  +  Az  +  A  =  0.  La  ecuación  de  la 
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cónica  intersección,  en  paramétricas,  es:  x  =  y 


(A  +  XvY 


v 

<7 


y  =  -A  -  Av,  z  =  v,  siendo  los 


parámetros  v,  X,  A  =  -b  -  Xa,  y  siendo  el  plano  de  la  cónica,  y  +  Á 
obligando  a  que  la  recta  y-/3  =  m(x-a),  sea  tangente 

- A _  +  - m(yf  +  ^J> — h  ’q'l  +  =  Como  se  ha  de  tener  que:  m 


m 


debe  cumplir  que: 


2  aX2 


_  AX_  ,  2a.  -  ;2  A_ 

pq  q  ’  q 


z  +  A  =  0.  Siendo  («,/?)  el  foco, 
a  la  cónica,  se  tiene  que: 

2  -1-  1  =  0,  se 


pv-  ,  p 


p  pq  q  ’  q  P 
se  obtiene  la  ecuación  en  paramétricas  del  lugar  geométrico  de  los  focos: 
pqX2  +  A2  _  (pq  +  a2)X2  +  2abX  +  b2  ^  _  -Ap  _  apX  +  bp 


=  0.  De  donde,  sustituyendo  a,  P  por  x,  y, 
H 


X  = 


2 qX2  +  2 p 


2 qX2  +  2 p 


>y  = 


qX2  +  p  qX2  +  p 


z  = 


—y —  A  _  aqX2  +  bqX 
X  qX2  +  p 


G  102-  Hallar  la  ecuación  de  la  superficie  engendrada  por  una  recta  C  que  se  desliza  sobre  otras  dos,  Ay  B, 
de  tal  modo  que  en  todas  sus  posiciones  el  ángulo  que  forma  con  A  sea  igual  al  que  forma  con  B. 

Solución: 


Sea  el  plano  XOY  el  que  pasa  por  la  recta  A  y  es  paralelo  a  la  recta  B,  siendo  OX  =  A.  Sea  OZ  la 
perpendicular  común  a  A  y  B.  Y  sea  2  (p  el  ángulo  que  forman  Ay  B.  Sea  d  la  mínima  distancia  entre  A  y 
B.  Si  se  traza  por  O  la  paralela  a  la  recta  que  se  apoya  en  A  y  B,  formará  ángulos  iguales  con  A  y  B'  ( B 1  es 
la  recta  paralela  a  B  en  el  plano  XOY),  luego  estará  situada  en  el  plano:  y  =  xtan  (p.  Las  ecuaciones  de  A 
son:  y  =  0,  z  =  0,  siendo  un  punto  genérico  (a,  0,0).  Las  ecuaciones  de  B  son:  y  =  xtan2 <p,  z  =  d,  siendo 
un  punto  genérico  (X, X tan 2cp, d).  Las  ecuaciones  de  C  son:  ^  =  ^tan2 (p  =  '  ^omo  recta  ^ 

está  situada  en  el  plano  y  =  xtancp,  se  tiene  que  X  =  (p  ’  s^en<^0’  Por  tant<L  las  ecuaciones  de 

„  (x  -  a)(tan©  -  tan2<p)  y(tan®  -  tan2ra)  z  .  ,  .  ,  ... 

C:  - —b, - —  =  - — — 1 - — - — n  =  -P.  Eliminando  a,  se  tiene  la  ecuación  pedida: 

atan2<p  atan^tan2^i  d 

xztan<ptan2^>  - yztan2<p  +  J(tan2^  -  tan^)  =  0.  Se  trata  de  un  paraboloide  hiperbólico,  si  las  rectas  A  y 
B  no  son  paralelas.  Si  lo  son,  el  lugar  es  la  hipérbola:  x  =  0,  yz  =  y. 


G  103-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  vértices  de  los  paraboloides  equiláteros  que  contienen  a  la  hipérbola 
equilátera  xy  =  a2,  z  =  0. 


Solución:  La  ecuación  general  de  las  cuádricas  que  contienen  a  la  hipérbola  dada,  es: 

xy  -  a2  +  z(ax  +  Py  +  yz  +  5)  =  0,  es  decir:  yz2  +  xy  +  axz  +  Pyz  +  8z  -  a2  =  0.  Para  que  sea  paraboloide, 


ha  de  cumplirse  que:  A 44 


0  1/2  a/2 

1/2  0  p/2 

a/2  p/2  y 


aP  y 


0.  Luego:  y  =  ap.  Para  que  el  paraboloide 


sea  equilátero:  y  =  0.  Luego,  ap  =  0.  Para  a  =  0,  la  ecuación  del  paraboloide  es:  xy  +  Pyz  +  Sz  -  a2  =  0 


siendo  su  eje:  A-  = 
P 


y  _  x  +  Pz  _  Py  +  S 


0 


-1 


.  La  intersección  del  eje  con  el  paraboloide,  corresponde  al  vértice, 


cuyo  lugar  es:  x2y+yz2  -  a2x  =  0.  Para  p  =  0,  la  ecuación  del  paraboloide  es:  xy  +  axz  +  5z-  a2  =  0 


siendo  su  eje: 


y  +  az 


0 


i 

a 


ax 


-1 


-.  El  lugar  del  vértice,  es:  xy2  +  xz2  -  a2y  =  0. 


G  104-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  un  paraboloide  hiperbólico,  en  los  que  las  generatrices 
rectilíneas  que  pasan  por  ellos,  se  cortan  perpendicularmente. 
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y1  „2 

Solución:  Sea  el  paraboloide  hiperbólico  ^ =  2x.  Las  ecuaciones  de  las  generatrices  de  un 

F  H 


sistema,  son:  x  = 


-j=- z  +  P,y  =  z  +  a.  Las  ecuaciones  de  las  generatrices  del  segundo  sistema,  son: 

— y  rw 

x  =  ~jp=rZ  +  8,  y  =  -  ^  z  +  y.  De  donde,  la  condición  de  perpendicularidad  de  ambas  generatrices,  es: 
<J^  +  ^--1=0,  es  decir:  ay  +  p2  -pq  =  0.  Como  a  =  y-  JF z,  y  =  y  +  J~F z,  se  tiene  que: 


pq 

y 


q 


q 


q 


z  )  +p2  -pq  =  0.  Es  decir:  y2  -  ^-z2  +  p2  -  pq  =  0,  o  bien,  dividiendo  por  p\ 


q 


y 

—  -7=-  +p  -  q  =  0.  De  donde,  teniendo  en  cuenta  la  ecuación  del  paraboloide,  se  tiene  que: 
F  H 

y2  2 

2x  +  p  -  q  =  0.  La  ecuación  pedida  es:  ^ ^ —  2x  =  0,  2x  +  p  -  q  =  0. 

F  H 


G  105-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  vértices  de  los  paraboloides  de  revolución  que  contienen  a  la  elipse 


y_ 

b 2 


-  1  =  0,  z  =  0,  siendo  a  >  b. 


Solución:  La  ecuación  general  de  las  cuádricas  que  contienen  a  la  elipse  dada,  viene  dada  por: 

2  y2 

—  +  A—  -  1  +  z[2ax  +  2 By  +  yz  +  25)  =  0.  Para  que  sea  paraboloide,  ha  de  verificarse  que: 

Ir 


a 


A44  — 


1/a2  0  a 

0  l/b2  ¡3 
a  P  y 


a2b2 


2 

-  -pr  -  2-r  =  0.  Luego:  y  =  a2a2  +  b2p2.  Por  tanto,  la  ecuación  del 


2  T/' 

paraboloide  es:  Xr-  +  A—  +  (a2 a2  +  b2p2)z2  +  2 axz  +  2 Pyz  +  2 5z  -1=0.  Para  que  sea  de  revolución, 
a~  b 

como  a  12  =  0,  ha  de  tenerse  que,  o  bien  a  13  =  0,  o  bien  a2 3  =  0.  Para  a  13  =  a  =  0,  la  condición  de 
revolución  es:  (022 -011X033 -On)  =  073.  Luego:  - F^j[b2P2 — V)_/X  =  0.  De  donde: 

p2  -w-b2) 


a2b 4 


por  lo  que  al  ser  a  >  b,  P  no  es  real,  no  siendo  válida  esta  solución.  Para  023  =  P  =  0, 
la  condición  de  revolución  es:  («n-  022X033  -  022)  =  o23.  Luego:  ^^3-  -  -p- J  ^o2a2  -  -  a2  =  0, 


de  donde,  operando,  se  obtiene  que:  a -  = 


2  _  o2  -  b 2 


a4b 2 


Introduciendo  este  valor,  la  ecuación  del  paraboloide 


es:  2L-  +  2L.  +  a  b  z2  +  b ~_xz  +  2¿z  _  1  =  0.  La  fórmula  de  la  ecuación  del  eje,  siendo 

o2  b2  a2b2  a2b 

U  14  U  24  u  34 


023  =  0,  es: 


v  ■ 


o  22 


y  ■ 


o  22 


O  22 


0 13 


O33  “  022 


Es  decir:  y  =  0,  ±a~bx 

F^b2 


z  +  b25 


se  obtiene:  5  = 


±x 


a 2  -  b2 
a2b 2 


b 2 


De  aquí 


12  +  b2 
a2b 2 


bja2  -  b2  b 


-  -A-,  que  introducido  en  la  ecuación  del  paraboloide,  da  el  lugar  pedido: 


z2  ± 


2b 


i2Ja2  -  b 2 


-xz  -  1  =  0,  y  =  0  (se  trata  de  dos  hipérbolas  situadas  en  el  plano  y  =  0). 
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CILINDROS  Y  CONOS 


G  106-  Dada  la  ecuación  x2  +  y2  +  2 z2  -  2 xz  -  2 yz  -x  +  z  +  1  =0,  comprobar  que  se  trata  de  una  superficie 
cilindrica. 


Solución:  Homogeneizando  la  ecuación,  se  tiene:  x2  +  y2  +  2 z2  -  2 xz  -  2 yz  -xt  +  zt  +  t2  =  0,  que  cortada 
por  el  plano  impropio  t  =  0,  da:  x2  +  y2  +  2z2  -  2xz  -  2yz  =  0,  t  =  0.  Dividiendo  por  z2,  se  tiene: 

(|-)2  +  (^-)2 -2(|-) -2(^-) +  2  =  0,  t  =  0,  es  decir:  (f  -  1  )2  +  -  1 )'  =  0,  t  =  0.  Luego, 

Y  =  y  =  1,  t  =  0,  siendo  (z,z,z,  0),  es  decir  (1, 1, 1,0),  las  coordenadas  del  punto  impropio.  Por  tanto,  la 
superficie  es  cilindrica.  Para  obtener  la  naturaleza  de  la  cuádrica,  se  tiene  que  el  sistema  formado  por; 
fx  =  2x  -  2z  -  1  =0,  fy  =  2y  -  2z  =  0,  fz  =  4z  -  2x  -  2y  +  1  =  0,  tiene  como  solución  la  recta: 
2x  -  2z  -  1  =  0,  y  =  z,  por  lo  que  la  cuádrica  tiene  una  recta  propia  de  centros.  El  valor  del  determinante 


1  0 


de  los  coeficientes,  es:  A  = 


0 

-1 

Z. 

2 


1 

-1 

0 

3_ 

4 


=  0.  Operando  en  la  ecuación  dada  se  obtiene  que  es 


0.  Se  trata  de  un  cilindro  elíptico  imaginario. 


G  107-  Obtener  la  ecuación  del  cilindro  parabólico  de  eje  paralelo  a  la  recta:  x  -  2y  +  1  =  0,  2y  -  z  -  5  =  0, 
siendo  la  directriz  la  curva  y2  =4 x,z=  1 . 

Solución:  La  ecuación  de  la  generatriz  es:  x-2y+  1  =  A,  2y-z-  5  =  q.  En  el  plano  z  =  1,  se  tiene: 


x-2y  +  \  =  2,  2y  -  6  =  ¿u,  es  decir:  y  = 


q  +  6 


,  x  =  2  +  q  +  5.  Sustituyendo  estos  valores  en  la  ecuación 


de  la  directriz,  se  tiene: 
2y  -  z  +  1  N  2 


H  +  6 


=  4(2  +  q  +  5).  Introduciendo  en  esta  ecuación  los  valores  de  2  y  ¿u: 


=  4(x  -  2y  +  1  +  2y  -  z  -  5  +  5),  es  decir:  (2 y  -  z  +  1 )  =  16(x  -  z  +  1 ).  Simplificando  y 
ordenando:  4y2  +  z2  -  4yz  -  16x  +  4y  +  14 z  -15  =  0. 


G  108-  Dada  la  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  4,  hallar  la  ecuación  del  cono  circunscrito  a  la  esfera,  cuyo  vértice  es  el 
punto  (1,2,3),  así  como  la  ecuación  del  cilindro  circunscrito  cuyas  generatrices  son  paralelas  a  la 
dirección  (1,2,3). 

Solución:  Ecuación  del  cono  circunscrito:  [xfa  +yfp  +zfY  +  tfs)~  -  4J[a,p,  y,d)J[x,y,z)  =  0.  Como 

fx  =  2 x,fy  =  2 y,f:  =  2 z,f  =  -8 t,fa  =2 ,fp  =  4,fr  =  6,  fs  =  -8,  se  tiene  que  la  ecuación  del  cono  es: 
(2x  +  4y  +  6z  -  8)2  -  4(1  +  4  +  9  -  4)(x2  +y2  +z2  -  4)  =  0.  Operando  y  simplificando,  se  obtiene: 
(x  +  2y  +  3z  -  4)2  -  10(x2  +y2  +  z2  -  4)  =  0.  Procediendo  de  forma  similar,  la  ecuación  del  cilindro 
circunscrito,  paralelo  a  la  dirección  0),  es:  (x/„  +yfp  +zfY)2  -  4J[a,¡5,  y,0)J[x,y,z)  =  0.  Por  tanto, 

particularizando  para  la  dirección  (1,2,3),  la  ecuación  del  cilindro  es:  (2x  +  4y  +  6z  -  8 ) 2  - 
-4(1  +  4  +  9)(x2  +y2  +  z2  -  4)  =  0,  o  bien:  (x  +  2y  +  3z  -  4)2  -  14(x2  +y2  +  z2  -  4)  =  0 


G  109-  Obtener  la  ecuación  del  cono  de  vértice  (0,0,5)  y  directriz  la  curva:  z  =  x2  +y2,  x  +y  +  z  =  1. 


Solución: 


La  ecuación  de  las  rectas  que  pasan  por  (0,0,5)  es:  4j- 


z 

A 


z-5 

1 


.  Los  valores  de  x,y 


obtenidos  de  estas  ecuaciones,  se  introducen  en  la  ecuación  de  la  directriz,  obteniéndose  que: 
z  =  22(z  —  5)2  -t-jt/2(z  —  5)2,  2(z- 5)  +¡j.(z- 5)  +z  =  1.  De  esta  última  ecuación  se  obtiene: 


z  = 


1  +  52  +  5q 
1+2  +  q 


Por  tanto:  x  =  2 


1  +  52  +  5yU 

1  +  2  +  yU 


-5  = 


-42 


1  +  2  + 


>y  = 


-4  li 


valores  en  la  ecuación  de  la  directriz,  se  tiene: 


1  +  5A  +  5/i 
1  +  A  +  /i 


=  (22 


1  +2 

ú2) 


Sustituyendo  estos 


-4 


1  +  2  + 


.  Es  decir, 


operando  y  simplificando:  16(2-  +  =  (1  +  52  +  5q)(2  +  fu  +  1).  Sustituyendo  en  esta  ecuación  los 


valores  de  2  = 


x 


z-5 


ú  = 


y 


z-5 


obtenidos  de  la  ecuación  de  las  rectas  que  pasan  por  (0,0,5),  se  tiene 


la  ecuación  pedida:  1  l(x2  +y2)  -  10xy  -  6(z  -  5)(x  +y )  -  (x  -  5)  =0. 
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G  110-  Dada  la  ecuación  x2  +  2y2  +  Xz2  +  2xz  +  2 Xyz  +  22x  +  2 Xz  +  X2  =  0,  comprobar  que  se  trata  de  una 
superficie  cónica. 


Solución:  El  cono  asintótico  es:  x2  +  Xy2  +  Xz2  +  2 xz  +  2 Xyz  =  0.  Al  cortarlo  por  z  =  1,  se  tiene  la  cónica 
x2  +  Xy2  +  2x  +  2 Xy  +  2  =  0,  que  es  una  cónica  real.  El  determinante  de  los  coeficientes  de  la  cuádrica,  es: 


10  12 
0  2  2  0 
12  2  2 
2  0  2  22 


=  0.  Luego  la  cuádrica  es  degenerada,  siendo  un  cono  real  de  vértice  (-2,0,0).  Para 


l  =  0,  la  cuádrica  degenera  en  los  planos:  x(x  +  z)  =  0. 


Gilí-  Obtener  la  ecuación  del  cono  de  vértice  (0, 0, 0),  circunscrito  a  la  cuádrica  x2  +  y2  +  z2  -  2x  -  1  =0. 

Solución:  La  ecuación  del  cono  de  vértice  ( a,  ¡5, y, 8 ),  circunscrito  a  la  cuádrica  J[x,y,z,t)  =  0,  es: 

( xfa  +yfp  +  zfy  +  tfsY  -  4J[a,p,y,d)J[x,y,z,t)  =  0.  Como  las  derivadas  parciales  de  f  son:  fx  =  2x-  2, 
fy  =  2 y,fz  =  2 z,ft  =  -2x  -  2 1,  la  ecuación  del  cono  de  vértice  (0,0,0, 1),  circunscrito  a  la  cuádrica  dada, 
es:  (-2x  -  2)2  +  4(x2  +y2  +  z2  -  2x  -  1 )  =  0.  Operando:  2x2  +  y2  +  z2  =  0. 


G  112-  Hallar  la  ecuación  de  la  superficie  cónica  de  vértice  (2, 1,0)  y  directriz:  x  +y  =  z,  x2  -xy  -z2  =  0. 

Solución:  Operando  en  la  ecuación  de  la  directriz,  se  tiene:  x2  -xy  -  (x  +y )2  =  -y2  -  3 xy  =  0,  es  decir: 
y  =  0,  y  +  3x  =  0.  Para  y  =  0,  z  =  x;  para  y  =  -3x,  z  =  -2x.  La  superficie  pedida  está  formada  por  dos 
planos  que  pasan  por  (2,1,0)  y  cada  uno  de  ellos  por  una  de  las  dos  rectas  anteriores,  es  decir: 
(2 y  -  x  +  z)  (2x  -  4y  +  lz)  =  0. 


G  113-  Determinar  la  ecuación  de  la  superficie  de  revolución  engendrada  por  la  recta:  z  =  0,  y  =  x  +  1,  al 
girar  alrededor  de  la  recta:  y  =  0,  x  =  z. 

Solución:  Se  parte  de  la  esfera  x2  +  y2  +z2  =  X2,  cuyo  centro  está  en  el  eje  de  revolución,  y  que  es 
cortada  por  el  plano  x  +  z  =  ¡j.,  perpendicular  a  dicho  eje.  Como  z  =  0,  y  =  x  +  í,  sustituyendo  estos 
valores  en  las  ecuaciones  de  la  esfera  y  del  plano,  se  tiene:  x2  +  (x  +  1  )2  =  22,  x  =  ¡i.  Luego 
H2  +  (q  +  1  )2  =  22.  Introduciendo  en  esta  ecuación  los  valores  encontrados  de  2  y  ¡j.,  se  tiene: 
(x  +  z)2  +  (x  +  z+  l)2  =  x2  +y2  +z2.  Operando,  se  tiene  la  ecuación  de  la  superficie  de  revolución 
pedida:  x2  -  y2  +  z2  +  4 xz  +  2x  +  2z  +  1  =0. 


G  114-  Determinar  la  ecuación  de  la  superficie  de  revolución  engendrada  por  la  recta:  x  =  z+  1,  y  =  2z-  3, 
al  girar  alrededor  de  la  recta:  x  =  y  =  z. 


Solución:  Se  parte  de  la  esfera  x2  +y2  +z2  =  22,  cuyo  centro  está  en  el  eje  de  revolución,  y  que  es 


cortada  por  el  plano  x 

z+l+2z-3+z  =  4z-2  =  ¡i,  z  = 

ecuación  de  la  esfera,  se  tiene: 


y  +  z  =  n,  perpendicular  a  dicho  eje.  Como  x  =  z+  l,y  =  2z-3,  se  tiene  que: 
u  +  2  u  +  6  u-4 

x=  — ,  y  = 


4 

ju  +  6 


4 

M-4 


2  ' 
¡u  +  2 


Introduciendo  estos  valores  en  la 


=  22.  De  donde  operando,  se 


obtiene:  3q2  -  8¿/  +  52  -  822  =  0.  Sustituyendo  en  esta  ecuación  los  valores  encontrados  de  2  y  q,  se 
tiene:  3(x  +y  +  z)2  -  8(x  +y  +  z)  +  52  -  8(x2  +y2  +  z2)  =  0.  Operando,  se  tiene  la  ecuación  de  la 
superficie  de  revolución:  5x2  +  5 y2  +  5z2  -  6xy  -  6xz  -  6yz  +  8x  +  8y  +  8z  -  52  =  0. 


G  115-  Hallar  la  ecuación  del  cilindro  de  revolución  cuyo  eje  es  la  recta:  x  =  2y  =  -z,  y  cuyo  radio  es  4. 
Hallar  el  área  de  su  sección  por  el  plano  XY. 


Solución:  Siendo  (22,2,-22)  un  punto  genérico  del  eje,  se  parte  de  la  esfera: 

(x  -  22) 2  +  (y  —  2) 2  +  (z  +  22) 2  =  16,  cortada  por  el  plano  perpendicular  al  eje  y  que  pasa  por  el  centro 
de  la  esfera,  de  ecuación  2(x  -  22)  +  (y  -  2)  -  2(z  +  22)  =  0,  es  decir:  2x  +  y  -  2z  -  92  =  0.  De  donde 

X  =  — - — ^ - .  Introduciendo  este  valor  en  la  ecuación  de  la  esfera,  se  tiene  la  ecuación  del  cilindro  de 

revolución:  5x2  +  8y2  +  5z2  -  4xy  +  8xz  +  4yz  -  144  =  0.  Cortando  por  z  =  0,  se  tiene  una  elipse  de 
ecuación:  5x2  +  8y2  -  4 xy  -  144  =  0,  cuyo  centro  es  (0, 0),  sus  ejes  son:  y  =  y ,  y  =  -2x,  sus  vértices  son 


±12  ±6  ±4  ±8 


V5  ’  75  )  3  \  75  ’  75 


luego  sus  semiejes  son  6  y  4,  siendo  su  área  247+ 
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G  116-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  vértices  de  los  triedros  trirrectángulos  cuyas  aristas  cortan  a  la 
cónica  x2  +  2 xy  +  y2  -  2x  -  Ay  =  0,  z  =  0. 

Solución:  Sea  (a, (3,  y)  el  vértice  del  cono  de  generatriz:  x  ~  a  =  ^  B  =  Z  c  —  .  Cortando  porz  =  0, 
se  tiene:  x  =  UJ  +  a,  y  =  +  ¡i.  Como  ha  de  coincidir  con  la  parábola,  se  tiene  que  verificar  que: 

(Z2L  +a)G  2(^7  +  a)(±L+fi)  +  (±L  +  *)’  -  2(ZfI  +  „)  -4(±L  +  p)  .  0,  siendo: 

a  =  x  ~  a  ,  b  =  ^  ^  ,  c  =  Z  ■  Operando,  se  tiene  que  los  coeficientes  de  los  términos  en  x2,  y2,  z2, 

y2  y2  a2  +  2aB  +  B2  -  2a  -  AB  , 

son:  aw  =  '  ,  ,  <222  =  a 33  =  - - — f— 5 - — .  La  condición  para  que  un  cono  sea 

c  A  c^A-  c~A~ 

capaz  de  un  triedro  trirrectángulo  inscrito,  es:  «n  +  <222  +  <233  =  0.  Luego,  aplicándola,  se  tiene: 
2y2  +  a2  +  2a¡5  +  ¡i2  -  2a  -  4/3  =  0,  es  decir:  x2  +y2  +  2z2  +  2xy  -  2x  -  Ay  =  0,  que  es  la  ecuación 
pedida. 

G  1 17-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  vértices  de  los  conos  de  revolución  cicunscritos  a  un  paraboloide. 

y2  2 

Solución:  Sea  el  paraboloide  —r 5-  +  —  2 xt  =  0,  y  sea  ( a,b,c,d )  un  punto  del  lugar.  La  ecuación  del 

F  H 

cono  de  vértice  ( a,b,c,d )  circunscrito  a  la  cuádrica  J[x,y,z,t)  =  0,  es:  {xfa  +  yfh  +  zfc  +  tf'd)  - 

2  V  O 

-4 f[a,b,c,d)J[x,y,z,t)  =  0.  Como  fx  =  -2 1,  fy  =  fz  =  f,  =  -2x,  la  ecuación  del  cono  es: 
(~2x  +  ^¿Ly  +  2yLz _ 2a^j  -4 +  ^ =  ^'  ^os  de  segundo  grado 

de  esta  ecuación  son:  x2  +  (jp~  ~  ~pq')y2  +  ~  'pq')z2  ~  ~  ^q~xz  +  ^pq~yz ’  0  ^en: 

pqx 2  +  (2a q  -  c2)y2  +  (2 ap  -  b2)z 2  -  2 qbxy  -  2 pcxz  +  2bcyz.  Por  ser  de  revolución,  los  números  de 
Jacobi  han  de  ser  iguales,  es  decir:  on  -  ai2Cln  =  a2i  -  a  12023  =  a 33  -  a  13023  .  Por  tanto: 

pq  -  -  c2  -  =  2 ap  -  b2  -  .  Operando  y  simplificando,  se  obtiene  que: 

0  =  ^ aP % — E£. - =  2apq — ^ - £(_  2apq  -  qb2  - pe 2  =  0.  Sustituyendo  ( a,b,c )  por 

(x,y,z),  se  tiene  el  lugar  pedido:  qy2  +  pz2  -  2 pqx  =  0. 


G  118-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  vértices  de  un  cono  de  revolución  que  pasa  por  la  parábola 
y2  =  2 px,  z  =  0.  Demostrar  que  siendo  Mun  punto  del  lugar,  el  eje  del  cono  de  vértice  M,  es  la  tangente 
en  M  a  la  curva  del  lugar. 


Solución: 
c2y2  +  (b2  -  2 pa)z 


La  ecuación  del  cono  de  vértice  ( a,b,c )  circunscrito  a  la  parábola,  es: 
2  +  2 pcxz  -  2bcyz  -  2 pc2x  +  2 paez  =  0.  Para  que  sea  de  revolución,  como  «12  =  0, 
o  bien,  o  13  =  pe  =  0,  c  =  0,  lo  que  no  es  posible,  o  bien,  a 2 3  =  -be  =  0,  es  decir  b  =  0,  y 
(a  1 1  -  022X033  -  £*22)  =  a\ 3.  Luego:  c2(2pa  +  c2)  =  p2c2,  es  decir:  2 pa  +  c2-p2  =  0,  siendo  el  lugar 


pedido:  y  =  0,  2 px  +  z2  - p2  =  0.  La  ecuación  del  eje  es:  y  =  0,  -  ^  =  C f +  ^ — 

P  -c  -  2 pa 


es  decir:  y  =  0, 


px  +  cz  +  pa  -  p2  =  0.  La  ecuación  de  la  tangente  en  M  a  la  cónica  de  ecuación  y  =  0,  2 px  +  z2  -p2  =  0, 
es xfx  +  yfy  +  zfz  =  px  +  cz  - p2  +  pa  =  0,  y  =  0,  que  es  la  misma  ecuación  que  la  del  eje. 


G  119-  Se  da  un  cono  de  vértice  O,  de  ecuación  cp(x,y,z )  =  0,  y  un  plano  P  que  pasa  por  el  origen, 
P  =  ux  +  vy  +  wz  =  0,  que  corta  al  cono  según  dos  generatrices  g  1  y  g2-  Encontrar  la  condición  para  que 
gi  y  g2  sean  perpendiculares. 


Solución:  Sea  q>(x,y,z)  =  Ax2  +A'y2  +A"z2  +  2Byz  +  2B'zx  +  2B"xy  =  0.  Eliminando  z  entre  esta 

ecuación  y  la  de  P,  se  tienen  las  ecuaciones  de  las  proyecciones  g\,g2  sobre  z  =  0,  de  las  generatrices 
gi,g2 '■  (Aw2  +A"u"  - 2B'uw)x 2  +  (2A"uv  -  2Buw  -  2B'vw  +  2B"w2)xy  +  (A'w2  +A"v2  -2  Bvw)y2  =  0. 
De  donde,  haciendo  x  =  1 ,  y  =  m,  se  obtienen  los  coeficientes  angulares  m  1  y  m2,  de  g\,g2,  siendo 
m,m2  =  Af\+A"/-2B'im  ,  m,+m2  =  2A"UV  7,  2Buw~  2B'™  +  2B"w2  ■  Como  las  ecuaciones  de 


A'w2  +A"v2  -  2 Bvw 
g  1  y  de  g2,  son  respectivamente:  g  1  =  = 


A'w2  +  A" v2  -  2 Bvw 
y  _  z  „  _  x 

-  -  -  g2  =  hT 


y 


W  wni\  -(m  +  vm\)  ’  s  w  wm 3  -(m  +  vw2)’ 
para  que  sean  perpendiculares  ha  de  verificarse  que  w2 +  w2m\m2  +  (u  +  vm\)(u  +  vm2)  =  0,  es  decir: 
(v2  +  w2)nnm2  +  uv(mi  +  m2 )  +  u2  +  w2  =  0.  Sustituyendo  en  esta  ecuación  los  valores  de  nnm2  y  de 
m  1  +  ni 2  hallados  más  arriba,  se  tiene  la  condición:  (p(u,v,w )  -  (A  +  A'  +  A" )(u2  +  v2  +  w2)  =  0. 
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y  — .z. 

G  120-  Se  considera  el  hiperboloide  H  =  -Vr  +  ^  =  1,  y  el  cono  C  envolvente  de  los  planos  que 

a~  b  e 

pasando  por  M(x0,yo,z0)  son  normales  a  las  generatrices  de  H.  Io)  Hallar  los  vértices  del  tetraedro 
conjugado  con  relación  a  todas  las  cuádricas  que  pasan  por  la  intersección  de  H  y  C.  2o)  Hallar  el  lugar 
geométrico  T  de  estos  vértices  cuando  siendo  fijo  M,  varía  el  hiperboloide  H,  quedando  concéntrico  y 
homotético  a  un  hiperboloide  dado.  3o)  Hallar  la  superficie  engendrada  por  T,  cuando  M  describe  la  recta 
x  aXí  =  y  p'1  =  Z  y~ 1  ■  4o)  Hallar  las  posiciones  de  esta  recta  para  que  dicha  superficie  sea  de 

revolución. 


Solución: 


COSÉ?,  y-  =  -y-  COS0 

b  L 


siné?.  Los 


Io)  Las  ecuaciones  de  las  generatrices  son:  A-  =  -|-siné? 

planos  normales  a  las  generatrices,  pasando  por  M,  son:  usin0(x -x0)  -  ócosé?(y -jo)  +  c(z -z0)  =  0. 
La  ecuación  del  cono  envolvente  de  estos  planos,  es:  C  =  a2{x  -  xo)2  +  b2{y  -yo)2  -  c2{z  -  z0)2  =  0.  La 
ecuación  de  las  cuádricas  que  pasan  por  la  intersección  de  H  y  C,  es:  a2(x-xo)2  +  b2(y -y0)2  - 

-c2(z-z  o)2 


b 


Y 2  _2 

Ar-  +  4^-  --^--1=0.  Los  vértices  del  tetraedro  conjugado  con  dichas  cuádricas, 

a1  b¿  c¿ 


verifican  el  sistema: 


.  cr(x-x o)  _  b2{y -yo)  _  c~(z-z0)  _  a2(x-x0)  +  b~(y-yo)  -c-(z-z0) 


Es  decir: 


a4(x-x o)  _  b4(y-y0) 
x  ~  y 

-  M  ( 


y_ 

b2 

c4(z-zo) 

z 

Ge 


1 


=  a2{x  -  Xo)  +  b2{y  -yo)  -  c2{z  -  zq).  Por  tanto,  se 

y 


tiene  el  sistema:  a4{x-xo)y  =  b4(y-y o)x,  a4(x-xo)z  =  c4(y-y o)x,  -Ar  +  -4 - =  1,  cuyas  raíces 

az  b  c~ 


son  los  vértices  del  tetraedro.  2o)  La  ecuación  del  hiperboloide  será: 


=  A.  Introduciendo 


a 2  b 2  c 2 

este  valor  de  A  en  las  ecuaciones  anteriores,  se  tienen  las  ecuaciones  del  lugar  T  de  dichos  vértices: 

a4{x  -Xo)y  =  b4(y  - yo)x,  a4{x-Xo)z  =  c4(y -yo)x,  con  A  =  -2L  +  - 

Xo  —  X\  _  y 0  -y  1  _  Zq  -z  1 


a "  ó"  c 
=  p.  Luego:  x0  =  xi  +  pa,  yo  =  yi+  p[3,  z0  =  z i 


3o)  La  recta  dada  es: 
py.  Entrando  con 


a  p  y 

estos  valores  en  las  ecuaciones  de  T,  eliminando  p,  operando  y  simplificando,  se  tiene  la  ecuación  de  la 
superficie  I,  engendrada  por  T  cuando  el  punto  M  describe  la  recta  dada:  b4c4x[[3(z  -z¡)  -  y(y-y  i )]  + 
+a4c4y[y(x -xi)  -  a(z  -z¡)]  +  a4b4z[a(y -yi)  -  (3(x  -x¡ )]  =  0,  que  es  una  cuádrica.  4o)  Los  términos 
de  mayor  grado  de  la  ecuación  de  la  cuádrica  X,  son:  c4xy(a 4  -  b4)y  +  b4xz(c4  -  a4)¡3  +  a4yz(b 4  -  c4)a. 
Para  que  sea  de  revolución,  los  correspondientes  números  de  Jacobi  han  de  ser  iguales,  luego: 
c4b4Py{a4  -  b4)(c4  -  a4)  _  c4a4ay(b4  -  c4)(a4  -  b4)  _  b4a4ap(c4  -  a4)(b4  -  c4)  ^  ,  , 

a4a(b4  -  c4)  ~  b4P(c4  -  a4)  ~  c4y(a4  -  b4)  '  86 

obtiene:  b8(c4  -  a4)2 p2  =  a8(b4  -  c4)2a2,  cs(a4  -  b4)2 y2  =  a8{b4  -  c4)2a2.  Es  decir,  extrayendo  las 
raíces  cuadradas:  b4(c4  -  a4)P  =  ±a4(b 4  -  c4)a,  c(a 4  -  b4)y  =  ±a4(b4  -  c4)a.  Las  posiciones  de  la  recta 
son:  a4(b4  -  c4)(x-x i)  =  ±b4(c4  -  a4)(y  -y \)  =  ±c4(a 4  -  b4)(z  -z\). 


G  121-  En  un  cono  de  revolución  se  toma  un  punto  A  de  la  superficie.  Por  A  se  traza  la  perpendicular  al  plano 
meridiano  que  pasa  por  A,  y  por  esta  recta  se  hace  pivotar  un  plano  que  corta  al  cono  según  una  cónica. 
Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  focos  de  esta. 

Solución: 


El  lugar  geométrico  pedido  es  la  estrofoide  oblicua  correspondiente  a  las  rectas  AO  y  OV' .  El  eje  del  cono 
es  VO.  La  recta  AO  es  la  traza  del  plano  perpendicular  a  VO  por  O,  con  el  plano  meridiano  VAB.  La  recta 
OV  es  la  paralela  a  la  generatriz  VB,  trazada  por  O.  Al  hacer  pivotar  el  plano  en  A,  la  intersección  AL  con 
el  plano  meridiano,  proporciona  el  eje  mayor  AÁ  de  la  cónica,  y  el  punto  P  de  intersección  con  OV' .  Los 
puntos  F  y  F1,  situados  sobre  AL,  quedan  determinados  por  OP  =  PF  =  PF' ,  y  son  los  focos  de  la  cónica 
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sección.  La  estrofoide  pasa  porFy  F1.  Su  asíntota  es  la  generatriz  VB,  a  la  que  la  estro foide  es  tangente  en 
V.  El  punto  nodal  es  O. 

Analíticamente:  Sean:  A(  0,0),  V{a,b),  0{a,  0),  B{2a,0),  AL=y-mx  =  0,  VB  =  bx  +  ay  -  2ab  =  0, 

rO.y+Ux-O-  0,  OP'  -  +  ^ 

J  a  \  Clin +  b  am  +  bJ 


F(x,mx),  se  tiene:  (x - a ^  .  ~]  +  (, 

V  am  +  b  J  V 


mx  - 


abm 
am  +  b 


) 


m 


=  se  tiene  el  lugar  pedido:  x2(ay  +  bx  -  ab )2  +y2\_[x{ay  +  bx)  -  ab 7  -  a2 (a2  +  b2)  ]  =  0. 


(i am  +  b) 

2  _  a2m2{a2  +  b2) 

{am  +  b)2 


Siendo  las  coordenadas  de 


Operando  y  sustituyendo 


G  122-  Dado  el  cono  de  revolución  de  la  figura,  en  el  que  OA  =  JJ  y  O'OA  =  30°,  y  siendo 


arco  AM  _  i 
-~MB  “  T  ’ 

hallar:  Io)  El  lugar  geométrico  de  B,  cuando  A  está  situado  en  el  plano  XOZ,  y  M  recorre  la  circunferencia 
de  la  base  del  cono.  2o)  El  lugar  geométrico  de  B  al  desarrollar  el  cono  en  el  plano  XOY.  3o)  Área 
comprendida  entre  la  primera  vuelta  de  B  y  el  vértice  O. 

Solución: 


Io)  En  la  figura  de  la  izquierda,  OA  =  JJ ,  O'OA  =  30°,  AO'M  =  co,  OO'  =  y,  O' A  =  O'M  =  -y-, 


Mi 


JJ  cosco  JJ  sinco  3 


,  y  ],  arco  AM  = 


JJ  co 


MB  =  JJ co,  OB  =  JJ  -  JJ co  =  JJ (1  -  co),  siendo 


las  coordenadas  de  B:  x  = 


73(1  -  co)  cosco 


y  = 


73(1  -  co)sinco 


z  = 


3(1  -co) 


Por  tanto,  la 


O  O 

ecuación  del  lugar  geométrico  de  B  es:  y  =  x  tan  ~  Lz  .  2o)  En  la  figura  de  la  derecha  se  indica  el 
desarrollo  del  cono,  partiendo  de  una  posición  inicial  de  A  sobre  el  eje  OX,  es  decir  A(  JJ , 0).  Se  tiene 

■J3  CO 

que  OA  •  9  =arco  AM  =  — ^ — >  luego  9  =  y.  Las  coordenadas  de  B  son:  (OBcos9,  OBs'm9),  es  decir: 
x  =  7Á(1  -  29)  eos 9,  y  =  7Á(1  -  20)  sin0.  Por  tanto,  la  ecuación  implícita  del  lugar  geométrico  de  B  es: 
x2+y2  =  3^1  -  2arctan  Á-)  ■  En  coordenadas  polares,  la  ecuación  es:  p2  =3(l-20)2.  3o)  El  área 

4fi). 


pedida  es  y  J”  p2d9  =  y  J*  3(1  -  2 9)2 d9  =  ( n  -  2 n2 


G  123-  A  un  elipsoide  dado  E  se  le  circunscriben  una  serie  de  cuádricas  Q,  siendo  la  curva  de  contacto  la 
intersección  del  elipsoide  con  un  plano  fijo  P.  Se  circunscribe  a  cada  cuádrica  Q,  un  cono  C  de  vértice  A. 
Hallar  el  lugar  geométrico  de  las  curvas  de  contacto  de  los  conos  C  y  de  las  cuádricas  Q. 

Solución:  Se  toman  como  ejes  OX,  OY,  dos  diámetros  conjugados  de  la  elipse  sección  de  E  por  P,  y 

2  y2  A-/?)2 

como  eje  OZ,  el  diámetro  conjugado  de  P  con  relación  a  E.  Luego,  E  =  ^ - 1=0, 

£T  b  C~ 

(z  -  h) 

- — - 1  +  2z2  =  0.  Siendo  el  vértice  A(a,B,y),  la  curva  de  contacto  de  C  con  O, 


Ai  +  Zl 

^  a2  b2 

está  definida  por  Q  y  por  el  plano  polar  El  de  A.  El  lugar  pedido  se  obtiene  eliminando  A  entre  Q  y  fl: 


Y 


[  x  y2  u-hf  ,1 

—  z 

"  ax  Py  (z  -  h){y  -  h)  " 

a2  b 2  c2 

_  a2  b 2  c2 

=  0. 
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r2  V 

G  124-  Se  da  la  elipse  Pj-  +  =  1,  z  =  O,  y  el  punto  P(a,P, 0).  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  vértices 

b~ 

de  los  conos  que  pasan  por  la  elipse,  y  uno  de  cuyos  ejes  pasa  por  P. 

Solución:  Sea  A(acos6,bún8,0),  un  punto  de  la  elipse  .  Sea  el  vértice  del  cono  V(m,n,p).  Luego, 


VA  =  x~ m  —  y  11  —  z  P  Aa  co  r-r^c,a  —  mz  Px  c\„a  —  nz  Py 


tanto: 


a  eos  9  -  m 
(, mz  -px)2 


,  .  ,,  =  — P-,  de  donde  se  obtiene:  cos@  = 

bsmO-n  P  a{z-p) 


,  sin0  = 


.  Por 


{nz  —  py)2 
b2 


=  ( z-p )2 


b{z-p) 

Desarrollando  esta  ecuación  y  operando,  se  tiene  que: 


b2p2x2  +  a2p2y2  +  ( b2m 2  +  a2n2  -  a2b2)z 2  -  2 b2mpxz  -  2a2npyz  +  2 ab2pz  -  a2b2p2.  La  ecuación  del 
plano  perpendicular  a  VP  es:  (m  -  a)x  +  (n  -  (3)y  +  pz  =  0.  La  ecuación  del  diámetro  conjugado  es: 
b2p2x  -  b2mpz  crp2y  -  a2npz  ( b2m 2  +  a2n2  -  a2b2)z  -  b2mpx  -  arnpy 

— — - —  -  — — - —  =  - -= - - - — .  Obligando  a  que  pase 


m  -  a 


D  b2p2a 
P°r P-  mx~a 


n  -  ¡3 

a2p2p  _  -b2mpa  -  a2np(3 


.  Sustituyendo  ( m,n,p )  por  ( x,y,z ),  se  tiene  la  ecuación  del 


n  -  /3  P 

i  2  2  a2z2B 

lugar  pedido:  ¿-a  =  ~J> — =  ~^2xa  ~  a2yP-  O  bien,  desarrollando  las  igualdades  y  operando: 
b2a(y  -  (3)  -  a2(3(x  -  a)  =  0,  b2z2a  +  (x  -  a){b2xa  +  a2y(3 )  =  0. 

G  125-  Se  da  un  elipsoide  y  uno  de  sus  planos  principales.  Hallar  el  lugar  geométrico  del  vértice  del  cono 
circunscrito  al  elipsoide  que  corta  al  plano  principal  considerado,  según  un  círculo.  Demostrar  que  este 
lugar  se  compone  de  dos  cónicas  Cj  y  C2,  que  tienen  dos  puntos  comunes  y  por  las  cuales  pasa  un  haz  de 
hiperboloides  de  una  hoja. 

x2  y2  -- 

Solución:  Sea  el  elipsoide  E  =  +  "f—  +  ^-  -  1  =  0,  y  el  plano  principal  z  =  0.  La  ecuación 

/~t  A  n2  yoZ 

-.2 


Py  ,  rz 


yP)-  +  PE  +  py-  =  I  )  —  (  -  l  ]  I  PE-  +  -L—  +  P—  -  I  )  =  O,  corresponde  a  los  conos 

a¿  b~  c¿  J  V  a  b  c  J  \  a  b¿  c  J 

de  vértice  (a, ¡3, y),  circunscritos  a  E  .  Cortando  por  z  =  0,  y  obligando  a  que  la  cónica  sea  un  círculo,  ha 
de  tenerse  que  los  coeficientes  de  los  términos  enx2  y  en  y2,  han  de  ser  iguales,  y  nulo  el  coeficiente  del 
término  en  xy.  Por  tanto:  c2(a2  -  ¡32)  +  ( a 2  -  b2){y 2  -  c2)  =  0,  a(3  =  0.  Para  a  =  0,  se  tiene  la  cónica 

Cj  =  x  =  0,  c2y2  +  {b2  -  a2)z 2  +  c2(a2  -  b2)  =  0.  Para  (3  =  0,  se  tiene  la  cónica  C2  =  y  =  0, 

c2x2  +  {a2  -  b2)z2  +  c2{b2  -  a2)  =  0.  Estas  dos  cónicas  tienen  comunes  los  puntos  (0,0, ±c).  Las  dos 
cónicas  resultan  de  la  intersección  de  las  cuádricas:  c2x2  -  c2y2  +  {a2  -  b2)z2  +  c2(b2  -  a2)  =  0,  xy  =  0. 

La  ecuación  de  las  cuádricas  que  pasan  por  la  intersección  de  esta  dos  cuádricas,  es: 

c2x2  -  c2y2  +  {a2  -  b2)z2  +  c2(b2  -  a2)  +  2Xxy  =  0,  que  es  un  hiperboloide  de  una  hoja,  pues  tiene  centro 
único  propio  (0,0,0),  cono  asintótico  real  y  sus  puntos  son  hiperbólicos,  pues  el  determinante 
A  =  c2{a 2  -  b2)2(22  +  c4)  >  0. 


P2 


7 


G  126-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  triedros  trirrectángulos  cuyas  caras  son  tangentes  a  tres  cuádricas 
homofocales  dadas. 

Solución:  Sean  las  ecuaciones  de  las  tres  cuádricas  homofocales: 

_ 1=0, 

a2  +  Ai  b2  +  X 1  c2  +  X 1 

_ 1=0, 

a2  +  X  2  b2  +  X  2  c2  +  X  2 

¿ _ +  —¿i _ 1=0. 

a 2  +  A3  b2  +  A  3  c2  +  A3 

Las  ecuaciones  de  sus  planos  tangentes  son: 

xcosai  +ycos/3\  +zcosyi  =  ±  J(a2  +  Ai) cos2ai  +  (b2  +  A 1 ) eos2/?  1  +  (c2  +  Ai)cos2yi  , 

xcosg!2  -t-ycos/L  +zcosy2  =  ±  J(a2  +  A2) cos2a2  +  {b2  +  A2) cos2/l2  +  (c2  +  A2)cos2y2 , 

xcosa3  +y cosfíi  +zcosy3  =  ±  J{a2  +  A3) cos2a3  +  (b2  +  A3) cos2/l3  +  (c2  +  A3)cos2y3 , 

Elevando  estas  ecuaciones  al  cuadrado  y  sumándolas,  y  teniendo  en  cuenta  las  siguientes  relaciones: 

cos2ai  +  cos2a2  +  cos2a3  =  1,  cosai  cos/li  +  cosa2cos ¡32  +  cosa3cos/l3  =  0,  y  sus  relaciones  análogas, 

i= 3 

se  tiene  la  ecuación  del  lugar  pedido:  x2  +  y 2  +z2  =  Iu2(cos2ai  +  cos2a2  +  cos2a3)  +  A,  X  cos2a,. 

/  1 

Es  decir:  x2  +  y2  +  z2  =  a2  +  b2  +  c2  +  Ai  +  A2  +  A3. 

G  127-  Dada  la  parábola  El  de  ecuación  x2  =  2 pz,  y  =  0,  y  el  punto  B(0,b,  0),  hallar  el  lugar  geométrico  de 
las  rectas  perpendiculares  tanto  al  eje  OZ  como  a  las  generatrices  del  cono  cuyo  vértice  es  B  y  cuya 
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directriz  es  n. 


Solución:  La  ecuación  general  de  las  generatrices  del  cono,  es: 


=  y.  Las  coordenadas 


de  un  punto  genérico  de  las  generatrices,  son:  (Xj2pt  ,b  -  bX,  tX').  Las  coordenadas  de  un  punto  genérico 

de  OZ,  son:  (0, 0, p).  La  ecuación  de  la  recta  que  pasa  por  ambos  puntos  genéricos,  es: 

— - —  =  ,  — — .  Las  condiciones  de  perpendicularidad  de  esta  recta  con  las  generatrices  y 

Xj2 pi  b-bX  tX-n 

con  el  eje  OZ,  son:  X2pt-b2{\  -  X)  +  t(tX-  p)  =  0,  X2pt-b2{\  -  X)  =  0.  Luego  se  tiene  el  sistema: 


Xj2pi 


t  '  .  .  =  z  >  X2pt-b2(\  -  X)  =  0.  Resolviéndolo,  se  obtienen  los  siguientes  valores: 
b  —  bA  U  ’ 


bx+yj2pi  2 pt- 

b2y2  T 


x2 pt  =  ybj2pi,  J2pt  =  t  = 


_  _ xz 

v2 


u  =  — -Z- — r— .  La  ecuación  pedida  es:  z  =  — — Z- — r— ,  o  bien:  2 p(x2  +y2)z  -  b2y 2  =  0. 

2 p(x2+y2)  F  2 p{x2+y2)  v  2 

G  128-  Se  considera  la  superficie  de  revolución  engendrada  por  una  cónica  que  gira  alrededor  de  su  eje  focal. 
Se  corta  esta  superficie  por  un  plano  y  se  toma  esta  sección  como  base  de  un  cono  que  tiene  por  vértice 
uno  de  los  focos  de  la  cónica.  Demostrar  que  este  cono  es  de  revolución. 

Solución:  Las  distancias  entre  un  punto  de  la  superficie  engendrada  y,  por  un  lado,  el  foco,  y  por  otro,  el 
plano  que  conteniendo  a  la  directriz,  es  perpendicular  al  eje  focal,  están  en  la  misma  relación  que  las 
distancias  entre  un  punto  de  la  cónica  y,  por  un  lado,  el  foco,  y  por  otro,  la  directriz.  Por  tanto,  siendo  el 
foco  el  origen  de  coordenadas,  y  el  eje  focal  el  eje XX1,  la  ecuación  del  plano  antes  definido,  es:  jc-  X  =  0. 
La  ecuación  de  la  superficie  de  revolución,  es:  x2+y2+z2  =  6{x  -  X)2 .  El  plano  que  corta  a  esta 
superficie,  es:  Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  0.  Homogeneizando  estas  dos  ecuaciones,  se  tiene: 
x2  +  y2  +z2  -  6{x  -  Xt)2  =  0,  Ax  +  By  +  Cz  +  Dt  =  0.  Eliminando  t,  se  tiene  la  ecuación  del  cono: 


x2  +  y2  +  z2  -  8\  x  - 


X(Ax  +  By  +  Cz) 
D 


=  0,  es 


decir:  1  -JL(D  +  XA)2  x2  +  (l  -  -j^t^B'- 


1  -  ~jypX 2C2jz2  -  yy  (D  +  XA)XBxy  -  (D  +  XA)XCxz  -  rX2BCyz  =  0.  Los  números  de  Jacobi 

-@Y  (D  +  XA  )XC-@y  (D  +  XA  )XB 

del  cono,  son:  N  =  an~  ai2Cl12  =  1 ^-( D  +  XA)2  +  — - T] — — -  =  1. 

«23  D2  9  i2Br 

D2 

íálogamente,  N'  =  an  -  a  12022  =  1,  N"  =  <333  -  012012  =  1.  Siendo  iguales  los  tres  números  de 


«13(212 


=  1  -^(D  +  XAY 


Análogamente,  N'  =  «22  -  ° 120 22 

^  ^  13 

Jacobi,  el  cono  es  de  revolución. 


=  1,  N"  =  a  33  - 
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Sección  H  -  OTRAS  SUPERFICIES  Y  CURVAS 


H  1-  Hallar  la  ecuación  del  toro  circular  engendrado  por  un  círculo  al  girar  alrededor  de  una  recta  de  su 
plano.  La  recta  no  corta  al  círculo. 

Solución:  Sea  la  circunferencia:  (x  -  a)1  +  z2  -  R2  =  0,  y  =  0.  Sea  OZ  el  eje  de  revolución.  Un  paralelo 
será  el  formado  por:  x2  +  y2  =  m,  z  =  p.  Por  tanto,  para  x  =  ±  Jlñ ,  se  tiene:  (±  Jm  -  a)1  +p2  -R2  =  0, 
es  decir:  (±  Jx2  +  y2  -  +z2  -  R2  =  0.  Operando:  (x2  +  y2  +  z2  +  a2  -  R2)2  -  4 a(x2  +  y2)  =  0. 


H  2-  Obtener  la  ecuación  del  cilindro  de  generatrices  paralelas  a  la  recta  y  -x  =  0,  z  =  0,  y  que  pasa  por  la 
curva  y  =  x2,  x  =  z2. 

Solución:  La  ecuación  de  las  rectas  paralelas  a  la  recta  dada,  es:  y-x  =  X,  z  =  ¡u.  Sustituyendo  en  la 
ecuación  de  la  curva  los  valores  dey,z,  se  tiene:  X  +  x  =  x2,  x  =  ¡a2,  de  donde:  X  +  ¡j2  =  ¡a4.  Sustituyendo 
en  esta  ecuación  los  valores  de  X  y  /a,  se  tiene:  y  -x  +  z2  =  z4.  La  ecuación  pedida  es :  z4  -z2  +  x  -  y  =  0. 

H  3-  Hallar  la  ecuación  de  un  conoide  cuyas  directrices  son  el  eje  Z  y  la  circunferencia  y2  +z2  -  R2  =  0, 
x  -  a  =  0,  y  su  plano  director  z  =  0. 

Solución:  La  generatriz  es:  y  =  Xx,  z  =  ji.  Luego:  A2x2  +  ¡a2  =  R2,  x  =  a,  X2a2  +  ¡i2  =  R2.  Por  tanto: 
(y)  Q2  +  z2  ~  R2  =  0,  es  decir:  x2(z2  -  R2)  +  a2y2  =  0. 


H  4-  Dada  la  superficie  /  =  x2yz  +  3 y2  -  2 xz2  +  8z  =  0,  obtener  la  ecuación  del  plano  tangente  y  de  la  normal 
en  el  punto  (1, 2,-1 ). 

Solución:  fx(  1 ,2,-1 )  =  2xyz  -  2z2  =  -6,fy(  1,2,  —1 )  =  x2z  +  6y  =  11,  fz(l,  2,-1)  =  x2y-4xz  +  8  =  14. 
La  ecuación  del  plano  tangente  es:  -6(x  -  1)  +  1  l(y  -  2)  +  14(z  +  1 )  =  -6x  +11  y  +  14 z  -  2  =  0.  La  de  la 

normal  es:  x  ~  ^  =  zt}  ■ 


H  5-  Hallar  la  ecuación  de  la  superficie  podaría  de  xyz  =  1,  respecto  al  origen  de  coordenadas. 

Solución:  Sea  P(a,(3,y )  un  punto  de  xyz  =  1,  es  decir:  a/3y  =  1.  El  plano  tangente  en  P,  es: 

pyx  +  ayy  +  apz  -  3  =  0.  Las  ecuaciones  de  la  perpendicular  trazada  desde  el  origen  sobre  este  plano, 
—  -  es  decir:  x  =  y  =  La  intersección  de  esta  recta  con  el  plano,  da: 


son:  =  -¿y  =  tp  es  aecir:  x  =  y  =  p 


Pf 

a 


ay- 

~P 


■z  +  aPz  -  3  =  0,  de  donde:  z  = 


3  aP 


P2y2  +  a2y2  +  a2p2 
3 yz 


,  y  sus  análogas  parax  ey.  Despejando 


3xz 


2,,’  ^  = 


3  xy 


z3  +y2z  +  x2z 


a,P,y  en  función  de  x,y,z,  se  tiene:  a2  =  ^ - r— ,  P2  =  .  , 

x3+y2x  +  z2x  y3+x2y  +  zy 

Como  a2p2y2  =  1,  se  tiene:  — : — ^ — ~  ’  =  1-  Operando,  la  ecuación 

x  +y  x  +  z  x  yJ+x~y  +  z  y  zJ+y  z  +  x  z 

de  la  superficie  podaría,  es:  (x2  +  y2  +  z2)3  -  21  xyz  =  0. 


H  6-  Se  dan  tres  ejes  rectangulares,  la  recta  R  =  x  =  a,  y  =  z,  y  la  circunferencia  C  =  z  =  a, 
x2  +  y2  -  2 a2  =  0,  siendo  a  >  0.  Sea  M  el  punto  común  a  R  y  C.  Se  pide:  Io)  Hallar  la  superficie  S 
engendrada  por  una  recta  que  se  desplaza  paralelamente  al  plano  YZ,  y  que  se  apoya  en  OX  y  en  C. 

2o)  Sea  MT  la  tangente  a  C  en  M.  Hallar  la  ecuación  de  la  superficie  Q  engendrada  por  una  recta  que  se 
desplaza  paralelamente  al  plano  YZ,  y  que  se  apoya  en  OX  y  en  MT.  3o)  Sea  a  la  sección  de  S  por  el  plano 
y  =  m,  y  sea  MqTo  la  tangente  a  esta  curva  en  el  punto  donde  corta  a  R.  Hallar  la  ecuación  de  la 
superficie  U  engendrada  por  una  recta  que  se  apoya  en  OX,  MT  y  MqTq-  Indicar  cómo  varía  la  naturaleza 
de  U  cuando  M0  varía  de  -<x>  a  +<x>. 

Solución:  Io)  Las  coordenadas  de  Mson  {a, a, a).  Las  ecuaciones  de  la  recta  paralela  a  YZ,  apoyándose  en 
OX,  son:  x  =  X,  y  =  ¡uz.  Como  también  se  apoya  en  C,  ha  de  cumplirse  que:  X1  +  ¡j.2a 2  =  2a2-. 

V2 

Introduciendo  los  valores  hallados  para  X  y  n,  se  tiene  la  ecuación  de  S:  x2  +  ^-a2  =  2a2,  o  bien: 

z 

x2z2  +  a2y2  -  2 a2z2  =  0.  2o)  La  ecuación  de  la  recta  MT  es:  x  +y  -  2a  =  0,  z  =  a.  Las  coordenadas  del 
punto  genérico  de  OX,  son:  (^,0,0),  y  las  del  punto  genérico  de  MT:  (2,2 a-X,a).  La  ecuación  de  la 
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recta  que  pasa  por  dichos  puntos,  es: 


x  -  n 


y 


=  Por  ser  paralela  a  x  =  0,  se  tiene: 


A  —  /¿  2a  -  X 

X  -  n  =  0.  Eliminando  X  y  q  en  la  ecuación  de  la  recta,  se  tiene  la  ecuación  de  Q :  xz  +  ay  -  2 az  =  0. 
3o)  Las  ecuaciones  de  a  son:  y  =  m,  x2z2  -  2 a2z2  +  a2m 2  =  0.  El  punto  de  intersección  con  R ,  es 
(< a,m,m ).  Las  ecuaciones  de  M0T0,  son:  y  =  m,  mx  -  az  =  0.  El  punto  genérico  de  OX  es  (A,  0,0),  el  de 
MT  es  (/¿,2a  -  ¡i, a),  y  el  de  M0T0  es  ( av,m,mv ).  Las  ecuaciones  de  la  recta  que  pasa  por  el  punto  (A,  0,0) 


y  por  el  punto  (/¿,2 a~n,a),  son: 


av  -  X  _  m  _  mv 
H  -  X  2a-  ¡a  a 
z  .  _  2  az  -ay  -  ax 


[i  -  X  2  a  -  ¡a 


=  Y  como  pasa  por  el  punto  ( av,m,mv ): 


.  De  tres  de  estas  cuatro  ecuaciones,  se  obtienen  los  valores  de  /¿  = 


2  az  -  ay 


v  =  y,  X  =  z  Xa  ""  .  Introduciendo  estos  valores  en  la  cuarta  ecuación,  se  tiene  la  ecuación  de  la 
superficie  U  pedida:  ay2  +  az2  +  axy  -  mxz  -  2 ayz  -  amy  +  (2 am  -  a2)z  =  0,  cuyos  determinantes  son: 
A 44  =  -y- (ni  -  a)2,  A  =  -^-(a  -  m)4 .  Luego  para  m  =  a,  la  superficie  U  es  un  cilindro  degenerado  en 
dos  planos  secantes  reales,  y  para  m  *  a,  es  un  hiperboloide  de  una  hoja. 

H  7-  Hallar  la  ecuación  del  cono  de  vértice  (1,2,0)  y  directriz  la  curva  x  =  t,  y  =  t2,  z  =  t3  -  1. 

x  -  1  _  y  ~  2  _  _ z 


Solución: 


Las  ecuaciones  de  la  generatriz  son: 


Operando,  se  tiene: 


„  ,  t-  1  t2  -  2  t3-l 

3x  —  y  —  z  —  1 

t  =  — .  -  - .  Introduciendo  este  valor  en  la  primera  igualdad,  por  ejemplo,  se  tiene  la  ecuación 

j  %  y 

pedida:  7x3  -  6x2y  -  6x2z  +  3xy2  +  xz2  +  xyz  -  9x2  -  3 y2  -  z2  +  lOxz  +  3yz  +  9x  +  6y  -  8z  -  7  =  0. 


H  8-  Se  dan  tres  ejes  rectangulares  y  se  pide  la  ecuación  del  conoide  engendrado  por  una  recta  que  se  mueve 

x  z 

a  b  c 


apoyándose  sobre  OX,  paralela  al  plano  YZ,  y  tal  que  la  mínima  distancia  a  la  recta  yr  =  =  y,  sea 


igual  a  una  constante  k  dada. 
Solución: 


Las  ecuaciones  de  la  recta  son:  x  ^  a  =  =  y,  siendo  su  distancia  a  la  recta  dada: 


a  0  0 

abe 
0  ¡3  1 


ab  -  a  Pe 


2 

2 

b  c 

c  a 

a  b 

+ 

+ 

P  1 

1  0 

0  (3 

y¡(b  -  c(3)2  +  a2  +  a2p2 


=  k.  Sustituyendo  en  esta  igualdad 


1  y 

a  =  x,  (3  =  se  tiene  la  ecuación  pedida  del  conoide:  x{bz  -  cy )  =  kjibz^^yy^yayz^yy2) ,  o  bien: 
(bz  -  cy)2(k2  -x2)  +  a2k2(y 2  +z2)  =  0. 

H  9-  Hallar  la  superficie  engendrada  por  una  recta  que  se  apoya  en  la  circunferencia  x2  +  y2  =  R2,  z  =  0,  y  en 
las  rectas  x  =  0,  z  +  a  =  0;  y  =  0,  z  -  a  =  0. 


Solución:  La  recta  que  se  apoya  en  las  dos  dadas  es:  -f¡-  =  . 

r1  —  A 


x  _  y  -  X  _  z  +  a 


2a 


.  Cortando  por  z  =  0,  se  tiene 


el  punto  9ue  c*e^)e  estar  s°bre  Ia  circunferencia.  Luego  n2  +  X2  =  4 R2.  Introduciendo  en  esta 

-R2  =  0. 


ecuación  los  valores  q  =  z+Xa  ,  A  =  ^  Cy  z  ,  se  tiene  la  ecuación  pedida: 


7  7 

a~y 


7  7 

a  x~ 


( a-z)~  ( a  +  z)z 


H  10-  Demostrar  que  todo  plano  tangente  a  la  superficie  x  =  u2,  y  =  uv,  z  =  v2  +  2 u,  corta  a  la  superficie 
según  dos  parábolas. 

Solución:  Sea  el  punto  genérico  de  la  superficie,  de  coordenadas  ( a2,ab,b 2  +  2a).  El  plano  tangente  en 
x-a 2  y  -  ab  z-b2-2a 

dicho  punto  es:  2a  b  2  =  x(b 2  -  a)  -  2 aby  +  a2z  -  a3  =  0.  Sustituyendo  en  esta 

0  a  2b 

ecuación:  x  =  u2,  y  =  uv,  z  =  2 u  +  v2,  se  tiene:  ( ub-av )2  -a(u-a)2  =  0.  Despejando  v,  se  tiene: 


v  = 


bu  yfaju  -  a)  _  u{b  ±  Ja) 


a 


a 


a 


±  Ja  .  La  curva  intersección  es:  x  =  u2,  y  = 


u2{b  ±  Ja) 


a 


±  uja, 
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z  =  2u  + 
espacio. 


u(b  ±  Ja  ) 


±  Ja 


.  Estas  ecuaciones  en  paramétricas,  corresponden  a  dos  parábolas  en  el 


H  11-  Dada  la  parábola:  x  = 


_ t _  v  = _ £_ 

(t+  D2  (í+i) 


f2  i  1 

t,z  =  '  Hallar  su  vértice  y  su  foco. 

2  J+  l)2 


1  1  —  f) 

Solución:  Haciendo  el  cambio  9  =  — L-r,  es  decir,  t  =  a  — ,  las  ecuaciones  de  la  parábola  son: 

t  +  1  ü 

x  =  -O2  +  9,  y  =  92  -  29  +  1,  z  =  2 92  -29  +  1,  siendo,  por  tanto,  los  coeficientes:  A ,  =  -1,  Bx  =  1, 
Cj  =  0,  A2  =  1,  B2  =  -2,  C2  =  1,  A3  =  2,  B 3  =  -2,  C3  =  1.  El  parámetro  6fi/  correspondiente  al  vértice, 


A\B\  +A2B2  +A3B3 


viene  dado  por  el  cociente:  9v  =  - 
("¿44’  H4’l44  )■  E1  plano  de  la  Parábola  es: 


-1-2-4 


2  (Aj+A¡+A¡)  2(1 +  1+4) 

x  -  0  -1  1 


1_ 

12 


.  Luego  el  vértice  es 


y  - 1  1  -2 

z  -  1  2  -2 


=  0,  es  decir,  2x  +  z  -  1  =  0.  El 


cono  isótropo  x2  +  y2  +  z2  =  0,  cortado  por  dicho  plano,  da:  5x2  +y2  -  4x  +  1  =0.  Luego  las  direcciones 
isótropas  del  plano  están  dadas  por:  m2  +  5  =  0.  Siendo  {a, ¡5)  las  coordenadas  del  foco  en  su  plano,  se 
tiene:  y  -  ¡3  =  m(x  -  a),  es  decir:  92  -  29  +  1  -  P  =  m(-9 2  +  9  -  a).  Ordenando  esta  ecuación,  se  tiene: 
92(\  +  m)  -  9(2  +  m)  +  \  -  fi  +  am  =  0.  Para  que  esta  ecuación  tenga  una  raíz  doble,  ha  de  cumplirse 
que:  (2  +  m )2  -  4(1  +  m)(  1  -  P  +  am)  =  (1  -  4a)m2  +  4 (P  -  a)m  +  4/1  =  0.  Como  esta  ecuación  ha  de 

tener  las  mismas  raíces  que  m 2  +  5  =  0,  se  tiene:  -  ~  a ^  de  donde:  a  =  P  =  -=^-, 


siendo  y  =  1  -  2a  =  El  foco  es  ^ 


J_  J_  J_ 
24  ’  24  ’  12 


)■ 


H  12-  Dada  la  esfera  (x-  aY  +  y2  +z2  =  R2,  hallar  la  ecuación  del  conoide  engendrado  por  una  recta  que 
corta  a  OZ,  paralela  a  XY  y  tangente  a  la  esfera. 

Solución:  Ecuaciones  de  la  recta  que  corta  a  OZ  y  es  paralela  a  XY:  y  =  mx,  z  =  p.  Corta  a  la  esfera  en: 
(1  +  m2)x2  -  2ax  +p2  +  a2  -  R2  =  0.  Como  esta  ecuación  ha  de  tener  una  raíz  doble  (condición  de 
tangencia):  a2  -  (1  +m2)(p 2  +  a2  -R2)  =  0.  Sustituyendo  en  esta  ecuación:  p  =  z,  m  =  se  tiene  la 
ecuación  pedida:  x2z2  +y2z2  -  R2x2  +  (a2  -  R2)y2  =  0. 


H  13-  Hallar  la  ecuación  del  conoide  recto  de  eje  OZ,  que  tiene  por  directriz  la  intersección  de  la  superficie 


A-  +  +z2  =  l  con  el  plano  "f-  +  =  1 . 


Solución:  Sea  la  generatriz:  z  =  A,  y  =  mx.  Se  tiene: 


m2x2 


■  X1  =  1, 


x  entre  ambas  ecuaciones,  se  tiene: 


A  =  z,m  =  Y  operando,  se  tiene  la  ecuación  pedida:  z2(2x  +  3 y) '  -  12xy  =  0. 

H  14-  Dada  la  superficie  x  =  a  sin  9  eos  (p,  y  =  ósin@sin<p,  z  =  ccosé?,  y  el  planoy  =  2,  hallar  la  ecuación  del 
cono  que  proyecta  desde  el  origen  la  intersección  del  plano  con  la  superficie. 

y2  ’ 


(Allí 

(j  +  f)'’ 


y  +  -y  =  1 .  Eliminando 


A2  =  1 .  Sustituyendo  en  esta  ecuación  los  valores: 


Solución:  Eliminando  los  parámetros  9  y  m  entre  las  ecuaciones  dadas,  se  tiene:  A—  +  2_  +  =  1, 

a~  b¿  c~ 


2  yz  2 

y  =  2.  Homogeneizando  estas  ecuaciones,  se  tiene:  Ai—  +  2_  +  _  (2  „  _  2 1.  Eliminando  t  entre  las 

Iv 


a  o  c 

dos  ecuaciones,  se  tiene  la  ecuación  pedida:  ^  +  y2(  -L - + 

a  "  Vr  4  y  c¿ 


=  0. 


H  15-  Dada  la  curva,  x  =  1  + 1,  y  =  -t2,  z  =  1  +  í3,  hallar  las  ecuaciones  de  la  recta  tangente  y  del  plano 
normal  en  el  punto  t  =  1 . 

Solución:  El  punto  dado  es  (2, -1,2).  Las  derivadas  de  la  curva  son:  x'  =  1,  y1  =  -2 1,  z'  =  3 12,  que 
particularizadas  para  t  =  1,  dan  respectivamente,  1,-2,  3.  La  recta  tangente  es: 

El  plano  normal  es:  x  -  2  -  2 (y  +  1)  +  3(z  —  2)  =  x  -  2y  +  3z  -  10  =  0. 


1 


1 


-2 
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H  16-  Dada  la  curva  x  =  at,  y  =  bt2,  z  =  t 3,  en  donde  2 b2  =  3a,  demostrar  que  las  tangentes  forman  un 
ángulo  constante  con  la  recta  que  pasa  por  el  origen  y  por  el  punto  (1, 0, 1 ),  y  hallarlo. 


Solución:  Las  ecuaciones  de  la  recta  dada  son:  y  =  y  =  y ,  es  decir:  x  =  z,  y  =  0.  Los  parámetros 
directores  de  la  tangente,  son:  x'  =  a,  y'  =  2 bt,  z'  =  3 12.  Por  tanto,  siendo  #  el  ángulo  entre  la  tangente  y 

la  recta  dada,  se  tiene:  eos#  =  a  +  3t  —  =  a  +  2t -  =  Luego,  9  =  Mr- 

Mí ^2  i  A  U2+2  i  0*4^  M  í  ^  \  2  2  4 


2(a  +  3 12) 


=  -5-,  Luego,  0  =  4- 


H  17-  Sobre  una  esfera  de  radio  1,  hay  una  curva  cuyas  coordenadas  esféricas  verifican  la  ecuación 
9  +  (p  =  y.  Obtener  las  ecuaciones  paramétricas  y  cartesianas  de  la  curva. 

Solución:  Las  ecuaciones  de  la  curva  son:  x  =  p  sin#  eos  (p,  y  =  p  sin#  sin  (p,  z  =  pcos#.  Como  p  =  1, 
(p  =  -y  —  9,  se  tiene:  x  =  sin2#, y  =  sinocos#,  z  =  eos#.  En  cartesianas:  x  +  z2  -  1  =  0, y2  -xz2  =  0. 

H  18-  Dada  la  curva  x  =  t3 ,  y  =  { ^  ,  z  =  f  ~  ^  ,  hallar  la  condición  para  que  cuatro  puntos  de  ella  sean 
coplanarios,  determinando  el  plano  que  los  contiene. 

A(t3  +  1 )  Bit2  -  1) 

Solución:  Sea  el  plano  buscado:  x  +  Ay  +  Bz  +  C  =  0.  Luego:  t3  -1 - — - -1 - — - h  C  =  0. 

Operando,  se  tiene:  t4  +  At3  +  Bt2  +  Ct  +  A  -B  =  0.  Por  tanto:  Lt¡  = -A,  Ltitj  =  B,  Ltjtjtk  =  -C, 
t\Í2hU  =  A- B  = -’Lti-’Ltitj.  Luego  la  condición  pedida  es:  t\tihU  +  Ltj  +  'Ltitj  =  0.  El  plano  es: 
x-yLti  +  zLtitj  -  Ltjtjtk  =  0. 

H  19-  Dada  la  curva  x  =  t4,  y  =  t3,  z  =  t2,  encontrar  las  condiciones  para  que  ocho  puntos  de  la  curva  sean 
coesféricos. 

Solución:  Sea  la  ecuación  de  la  esfera:  x2 +y2  +  z2  +  Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  0.  Luego  se  tiene  que: 

ts  +  t6  +  t4  +At4  +  Bt3  +  Ct2  +  D  =  t8  +  t6  +  (1  +  A)t4  +  Bt3  +  Ct2  +  D  =  0.  Las  condiciones  pedidas  son: 
"Lti  =  0,  'Ltitj  =  1,  Ltjtjtk  =  0,  Ltjtjtktltmtntp  =  0. 


H  20-  Se  da  la  curva  x  =  t,  y  =  t2 ,  z  =  t4.  Io)  Hallar  la  relación  entre  las  t  de  cuatro  puntos  para  que  sean 
coplanarios.  2o)  Por  la  tangente  AT  trazada  a  la  curva  en  un  punto  A  de  la  misma,  se  hace  pasar  un  plano 
variable  Q.  Este  plano  encuentra  a  la  curva  en  B  y  C.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  la  recta  BC.  3o)  Un 
plano  R  cualquiera  encuentra  a  la  curva  en  cuatro  puntos  A,B,C,D.  Las  rectas  AB  y  CD  se  cortan  en  M, 
las  rectas  AC  y  BD  se  cortan  en  N,  las  rectas  AD  y  BC  lo  hacen  en  P.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  M,  N y 
P  cuando  R  se  desplaza  paralelamente  a  sí  mismo.  Demostrar  que  este  lugar  es  una  cúbica,  y  expresarla  en 
paramétricas  racionales.  4o)  Demostrar  que  esta  cúbica  encuentra  a  la  curva  dada  en  tres  puntos. 


Solución:  Io)  Sea  la  ecuación  del  plano  ux  +  vy  +  wz  +  r  =  0.  Se  tiene:  ut  +  vt2  +  wt4  +  r  =  0.  Luego: 
Lt¡  =  t\  +  Í2  +  ti  +  U  =  0.  2o)  Por  ser  tangente  en  A,  ti  =  ti,  luego:  2 1\  +  ¿3  +  í4  =  0.  Las  ecuaciones  de  la 

recta  BC  son:  4 — =  A — %■  =  4 — ~r-  Luego,  despejando:  x-  ¿3  =  ^  J3  =  — - Z  .  De 

U-h  t2A-t]  t¡  -  tj  h  +  U  (¿3  +t4)(tl  +t¡) 

donde  se  obtiene:  (y -  t2)(t2  +  ti)  =  z-t4,  y(t2  +  tj)  -  t2t\  =  z.  Haciendo  S  =  ¿3  +  U,  P  =  DH,  se  tiene 

que:  y(S2  -  2 P)  -  P2  =  z.  Además:  (x  -  H)(Í3  +  ¿4)  =  y  -  tj,  xS  -  P  =  y,  S  =  -2 1\,  P  =  -2 t\x-y.  Luego: 

y{At2  +  At\x +  2y)  -  {y  +  2t\x)2  =  z.  De  donde:  At2x2  -  y2  -  At2y  +  z  =  0,  que  es  un  paraboloide 

hiperbólico,  siendo  ti  el  parámetro  correspondiente  al  punto  A.  3o)  Sea  R  =  ux  +  vy  +  wz  +  r  =  0,  y  sean 

A’ ,B' ,C' ,Dj  las  proyecciones  de  A,B,C,D  sobre  z  =  0.  Seguidamente  se  aplica  que  el  centro  es  una 

propiedad  proyectiva,  y  se  considera  que  M,N,P  son  centros  de  las  cónicas  degeneradas  que  pasan  por 

A,B,  C,D.  Como  x  =  t,  y  =  t2  =  x2 ,  z  =  t4  =  y2,  se  tiene  la  cónica:  x2  =  y.  Sustituyendo  estos  valores  en 

la  ecuación  del  plano,  se  obtiene  la  cónica:  ux  +  vy  +  wy2  +  r  =  0.  El  haz  de  cónicas  que  pasan  por  esta 


cónica  y  por  la  cónica  x2  =  y,  es:  ux  +  vy  +  wy 2  +  r  +  A(x2 
cuyas  derivadas  son:  fx  =  2Ax  +  u  =  0,  fy  =  2wy  +  v  -  A  =  0, 


-y)  =  Ax2  +  wy2  +  ux  +  y(v  -  A)  +  r  =  0, 


de  donde:  A  =  -AT 
2x 


v  +  2rvy,  es  decir: 


2vx  +  4rvxy  +  u  =  0.  Para  que  las  cónicas  del  haz  degeneren,  se  debe  cumplir  que  su  determinante  sea 
!  A  0  M-  I 


nulo:  0  w  =  Arw  -  _  Uv-A)1  =  Q 


Como  r  =  -ux  -  vy  -  wz,  se  tiene: 


u_  v-  A 

2  2 
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-2w(ux  +  vy  +  wz )  - 


u2w  M v  h) 


=  0.  Introduciendo  en  esta  ecuación  los  valores  de  A  antes 


encontrados,  se  tiene: 


uw{ux  +  vy  +  wz) 


u2w 


2x 


u{-2wy)2 

8x 


=  0.  Operando,  las  ecuaciones  del  lugar 

t-v 


pedido  son:  2wy2  +  ux  +  2vy  +  2wz  =  0,  4wxy  +  2vx  +  u  =  0.  En  paramétricas:  x  =  y=  2w  ’ 
Introduciendo  estos  valores  en  la  ecuación  Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  0,  se  tiene: 


z  = 


- 1 3  +  v2t  +  U2W 


4  w2t 
~2jA  +  L2^B ' 


- 1 3  +  v2t  +  U2W 


4  w2t 


C  +  D  =  0,  que  es  de  tercer  grado,  luego  es  una  cúbica.  4o)  En  la 

superficie  4 wxy  +  2vx  +  u  =  0,  están  los  puntos  del  lugar  de  M,  N  y  P,  y  también  los  de  la  alabeada 
4 wt  •  t2  +  2vt  +  u  =  0  (esta  ecuación  se  obtiene  sustituyendo  en  la  ecuación  de  la  superficie  los  valores  de 
la  curva  dada  en  el  enunciado).  Luego  las  raíces  de  4wti  +  2 vt  +  u  =  0,  corresponden  a  las  tres  t  de  los  tres 
puntos  de  encuentro. 


H  21-  Se  da  la  curva  x  =  t4,  y  =  t2,  z  =  t.  Io)  Hallar  la  condición  para  que  cuatro  puntos  de  la  curva,  sean 
coplanarios.  2o)  Hallar  la  condición  para  que  tres  puntos  de  la  curva,  estén  alineados.  3o)  Hallar  la 
ecuación  general  de  las  secantes  triples  y  su  lugar  geométrico. 

Solución:  Io)  La  intersección  de  la  curva  con  el  plano  ux  +  vy  +  wz  +  r  =  0,  viene  dada  por  la  ecuación: 
ut 4  +  vt 2  +  wt  +  r  =  0.  Por  tanto,  la  única  condición  es:  'Ztitj  =  t\t2  +  t\ti  +  t\t\  +  +  htA  =  0. 

2o)  Para  que  estén  alineados,  los  puntos  deben  estar  sobre  los  planos:  x  =  az  +p,y  =  bz  +  q.  Las  t  de  estos 
puntos  vienen  dadas  por:  t 4  =  at  +  p,  t 2  =  bt  +  q.  De  esta  última  se  deduce  que:  t\  +  t2  +  t3  =  0,  y  de  la 
primera,  que:  t\  +  t2  +  te  +  U  =  0.  Luego:  t\  =  0,  t\t2  +  t\U  +  t2t-i  =  0.  3o)  Los  planos  se  transforman  en: 
x  =  t\t2hz,y  =  t\t2h,  de  donde:  x  =  yz,  que  es  el  lugar  geométrico  de  las  secantes  triples. 


H  22-  Probar  que  toda  superficie  de  revolución  que  cumple  la  condición  de  ser  plana  la  curva  de  contacto  de 
un  cono  cualquiera  circunscrito  a  la  superficie,  es  una  cuádrica. 

Solución:  Sea  J[x2  +y2,z )  =  0,  la  superficie  de  grado  m.  Sea  {a, ¡i, y)  el  vértice  del  cono.  El  plano 

tangente  a  la  superficie  en  el  punto  ( x,y,z ),  es:  (X-x)fx  +  ( Y-y)fy  +  ( Z-z)f:  =  0.  Y  como  pasa  por 
(a, (3, y):  {a  -  x)fx  +  {¡3  - y)fy  +  (y  - z)fz  =  0.  Esta  ecuación,  junto  con  J[x2+y2,z)  =  0,  da  la  curva 
intersección,  de  grado  m{m-  1).  Como  la  curva  es  plana,  su  ecuación  es:  J[x2+y2,z)  =  0, 
ux  +  vy  +  wz  +  r  =  0,  que  es  de  grado  m.  Como  los  dos  grados  han  de  ser  iguales,  por  ser  la  misma  curva, 
ha  de  verificarse  que  m  =  m (m  -  1 ),  de  donde  m  =  2,  luego  es  una  cuádrica. 


H  23-  Hallar  el  conoide  engendrado  por  una  recta  que  se  apoya  en  OX,  cuyo  plano  director  es  el  plano  YOZ, 
siendo  la  mínima  distancia  de  dicha  recta  a  la  recta  y  =  =  y,  constante  e  igual  a  4. 


Solución:  La  recta  que  se  apoya  en  OX  y  es  paralela  a  YOZ,  es: 
a  0  0 

2-13 
0  be 


.  x  —  a  _  y  _  z 


dada,  es:  4  = 


=  2-  =  Su  distancia  a  la  recta 
b  c 


-ac  -3  ab 


J(c  +  3by 


4c 2  +  4b 2 


J5c 2 


I3b2  +  6bc 


.  Introduciendo  los  valores:  a =  x,  b  =  y, 


c  =  z,  y  operando,  se  tiene  la  ecuación  pedida:  16(13y~  +  5z~  +  6yz)  =  x~(3 y  +  z)  . 


H24-  Se  da  la  curva  x  =  peecos6,  y  =  peesm0,  z  =  1°)  Hallar  la  proyección  de  la  curva  sobre  el 

plano  XY.  La  curva  está  situada  en  una  superficie  de  revolución  S.  Hallarla  y  definirla.  2o)  La  tangente  en 
un  punto  M  de  la  curva,  corta  al  plano  XY  en  un  punto  N.  Hallar  y  definir  el  lugar  geométrico  de  N  cuando 
M  varía  sobre  la  curva  dada.  Siendo  M'  la  proyección  de  M  sobre  XY,  los  puntos  ONM'  forman  un 
triángulo  cuya  naturaleza  se  pide.  3o)  La  citada  tangente  MN,  es  tangente  también  a  la  superficie  S', 
simétrica  de  S  respecto  de  XY.  Demostrarlo  y  hallar  las  coordenadas  del  punto  de  tangencia  M\ .  4o)  El 
punto  M\  se  proyecta  sobre  XY  en  M\ .  Hallar  su  lugar  geométrico  al  moverse  M\  sobre  S' .  Definir  el 
triángulo  OM'M\ . 


Solución:  Io)  La  proyección  de  la  curva  sobre  el  plano  XY  viene  dada  por  las  ecuaciones:  x  =  pee  cos@, 
y  =  peesm6,  es  decir:  x2  =  p2e2e cos29,  y2  =  p2e2esm26.  Luego:  x2  +y2  =  p2e26,  o  bien:  p  =  ±pee. 
Como:  x2  +  y2  =  p2e2e  =  2 pz,  se  tiene  que  la  superficie  de  revolución  S  es  el  paraboloide  elíptico 

Z-z 
2  z 


-y2  =  2 pz.  2o)  Siendo:  x'  =  x  -y,  y’  =  y 


z'  =  2z,  la  tangente  en  M  es:  ^ ^  ^ 


-y 


281 


Esta  tangente  corta  al  plano  z  =  0  en  el  punto  n(^ 


x  +  y  y -x 


)^.  Luego  la  ecuación  del  lugar  de  N  es: 


/y 

x  =  yypee{ún6  +  eos 9),  y  =  yppe0{ sin0  -  cos@),  z  =  0.  O  bien,  p  =  — e6.  Haciendo  co  =  6  - 


' x  + y  y -x 


se  tiene 


ü-x/2"  —  / 

p  =  ^-"2 — eco+  4  ,  que  es  una  espiral  logarítmica.  Siendo:  0(0,0),  Ni  1  ^  >  2 

que:  ON  =  NM',  OM'  =  J2  •  ON.  Luego  el  triángulo  ONM'  es  rectángulo  isósceles,  siendo  recto  el 


),  M'{x,y), 


2(z~f fY 


ángulo  en  N.  3o)  S'  =  x2  +y2  +  2pz  =  0.  Luego:  — - - ^ - - - 1- p2e20  +  2 p(z-  y  e2e^  +  2 pz  =  0.  De 

donde:  [z  +  k pe20 ^  =  0,  con  lo  que  queda  demostrado  que  MN  es  tangente  a  S',  siendo  el  punto  de 

tangencia  M\  (pe0 ún0,-pee cosQ,-^e20^.  4o)  Las  coordenadas  de  M\  son:  {pe0 sm9,-pe0 cosO).  Luego 

su  lugar  geométrico  es:  p  =  ±peco~^¿  .  Siendo:  0(0,0),  M'{pee cos0,pe6 sin#),  M'^pc^sin^^pe^cos^), 
se  tiene  que:  OM1  =  OM\,  M'M\  =  J2  •  OM' .  Luego  el  triángulo  OM'M\  es  rectángulo  isósceles,  siendo 
recto  el  ángulo  en  O. 

H  25-  Dada  la  superficie  x  =  {a  +  bu)  eos  v,  y  =  {b  +  au )  sinv,  z  =  hu,  Io)  Demostrar  que  es  reglada,  hallando 
las  generatrices  rectilíneas.  2o)  Hallar  la  ecuación  de  la  curva  de  contacto  del  cilindro  que  proyecta  el 
contomo  aparente  de  esta  superficie,  sobre  el  plano  XOY. 

Solución:  Io)  u  =  Luego:  x  =  -|-zcosv  +  acosv,  y  =  -^-zsinv  +  ósinv.  Por  tanto,  la  superficie  es 

reglada,  siendo  las  ecuaciones  de  las  generatrices  rectilíneas  las  obtenidas.  2o)  El  plano  tangente  a  la 
x  -  (a  +  bu)  cosv  y  -  (b  +  au)  únv  z-hu 
superficie  es:  ó  cosv  <7  sinv  h 

-{a  +  bu)sinv  (b  +  au)  cosv  0 
b  eos  v  a  sin  v 


=  0.  Para  que  sea  tangente  al  cilindro 


proyectante: 


-{a  +  bu)  sinv  {b  +  au)  cosv 


=  0,  de  donde  u  =  -  a  s'n  V ^  C0S  v  •  Sustituyendo 


2  u2 

este  valor  en  las  ecuaciones  de  la  superficie,  se  obtienen  las  ecuaciones  pedidas:  x  =  a  ~  °  cos3v, 

y  =  b  -  a  s¿n3v  z  =  _/;  a  sin  v  +  b  eos  v  pQr  tanto  ja  ecuación  de  la  curva  sobre  el  plano  XY,  es: 

b  „  ab 

2_  2_  2_ 

(ax)  3  +  (by)  3  =  (a2  -  ó2)  3  .  30)  El  dibujo  de  esta  curva  para  a  =  2,  b  =  1,  es  el  siguiente: 


H  26-  Dada  la  curva  x  =  at,  y  =  bt 2,  z  =  ct3 ,  se  trazan  los  planos  osculadores  en  tres  puntos  A,B,  C.  Hallar  el 
área  del  triángulo  formado  por  las  intersecciones  de  los  tres  planos  osculadores  con  el  plano  ABC. 


1 

2abc 


3  ty 
~b~ 


Z--t 
c  1 


x  -  at  y  -bt2  z-  ct 3 

a  2 bt  3ct 2 

0  2b  6ct 

1 

3  '  =  0.  Por  cada  punto  del  espacio  (a,  [i,  y)  pasan  tres  planos  osculadores, 


Solución:  El  plano  osculador  en  un  punto  genérico  de  la  curva,  es: 

3t2x 


según  las  tres  raíces  ti,ti,h  de  la  ecuación:  t3  - 


3 at2 


a 


3  Bt  y 

—y - -y-  =  0.  Las  coordenadas  de  este  punto  en 
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función  de  estas  tres  raíces,  son:  a  = 


aLti 


P  = 


VLtitj 


y  =  ctitjtk.  La  ecuación  del  plano  ABC  es: 


X 

y 

z 

1 

at\ 

bt\ 

ct\ 

1 

at2 

bt\ 

Ct  2 

1 

at?, 

bt2 

Ct\ 

1 

Y- Utj  Yt¡ 


a 


=  0.  Desarrollando  el  determinante  y  simplificando,  la  ecuación  del  plano  ABC  es: 


-titjtk  =  0.  Esta  ecuación  se  satisface  para  las  coordenadas  a,  ¡3,  y,  calculadas  más 


arriba,  luego  los  cuatro  planos  pasan  por  el  mismo  punto,  por  lo  que  el  área  del  triángulo  definido  en  el 
enunciado,  es  nula. 


H  27-  Dado  un  cilindro  cuya  sección  recta  en  el  plano  XOY,  es  la  cardioide  p  =  a(  1  +  cos@),  demostrar  que 
existe  una  esfera  tal  que  su  intersección  con  el  cilindro  es  una  hélice  cuyo  cilindro  rectificante  es  el  dado. 

Solución:  En  la  cardioide:  ds  =  J  p2  +  p 11  d6  =  Ja2^ 1  +  cos@)2  +  a2  sin20  dd  =  2a eos  4-dO.  Luego: 

Íf)  f)  f) 

2a eos  ^rdO  =  4asin-^-  +  C.  La  ecuación  de  la  hélice  es:  p  =  a(  1  +  cos@),  z  =  Aakún^-  +  C.  La 
2  2  2 

ecuación  de  la  esfera,  en  coordenadas  cilindricas,  es:  p2  +  z2  =  R2.  La  intersección  del  cilindro  y  la  esfera 
viene  dada  por:  a2(l  +cos@)2  +  z2  =  R2.  De  donde  z  =  Jr2  -  a2(l  +  cos@)2  .  Para  que  este  valor  sea 


igual  a  4a£siny,  ha  de  tenerse  que:  R2  =  16a2A:2sin2y 


2(1  +  cos@)2  =  1 6a2k2  sin2  y  +  2 a2  cos2y . 


Para  k 2  =  y,  se  tiene  que:  R2  =  2a2.  Luego  el  enunciado  se  cumple  para  la  esfera  de  ecuación: 
p2  +  z2  =  2a2. 


H  28-  Se  da  la  parábola  y2  -  2 px  =  0,  z  =  0.  Por  un  punto  A  del  plano  XY  se  trazan  las  tangentes  a  la 
parábola,  que  tocan  a  la  curva  en  B  y  C.  Se  considera  el  triedro  trirrectángulo  que  pasa  por  ABC.  Hallar: 
Io)  El  lugar  geométrico  del  vértice  V  del  triedro.  2o)  Los  puntos  dobles  y  las  generatrices  rectilíneas  de  la 
superficie  hallada.  3o)  El  lugar  geométrico  de  los  puntos  A  que  corresponden  a  puntos  de  dicha  superficie 
situados  en  el  plano  z-h  =  0. 


Solución:  Io)  Las  coordenadas  de  los  cuatro  vértices  son:  A[2pXp,p(X  +  /z),0],  B(2pX2,2pX,0), 

C(2pp2,2pp,0),  V(x,y,z).  En  el  triángulo  rectángulo  VBC,  se  tiene:  VB2  +  VC2=BC2,  es  decir: 
(x  -  2pX2)2  +  (y  -  2pX)2  +z2  +  (x  -  2 pp2)2  +  {y  -  2 pp)2  +z2  =  (2 pX2  -  2 pp2)2  +  (2 pX  -  2 pp)2.  Luego, 
operando,  se  tiene:  x2  +y2  +z2  -  2p{X2  +  p2)x  -  2 \p(X  +  p)y  +  AXpp2{\  +  Xp)  =  0  (I).  En  relación  con 
los  otros  dos  triángulos  rectángulos  VAB  y  VAC,  planteando  las  correspondientes  ecuaciones: 
VA2  +  VB2  =  AB2,  VA2  +  VC2  =  AC2,  desarrollándolas  y  operando  y  simplificando  en  ellas,  se  obtienen 
las  dos  ecuaciones  siguientes:  x2  +y2  +z2  -  2pX(X  +  p)x -p(3X  +  p)y  +  2Xp2{2X2p  +  X  +  p)  =  0  (II), 
x2  +y2  +  z2  -  2pp{X  +  p)x -p(3p  +  X)y  +  2pp2(2p2X  +  X  +  p)  =  0  (III).  De  (I)  y  (II)  se  obtiene: 
2px  +y- 2pX(2Xp  +  1)  =  0;  de  (I)  y  (III):  2Xx  +  y-  2pp(2Xp  +  1)  =  0.  De  donde:  X  +  p  = 

Xp  =  _2“(l  +  ¿y')-  Introduciendo  estos  valores  en  (I),  se  tiene  la  ecuación  del  lugar  del  vértice  V  del 


triedro:  2x(y2  +z2)  -  4px2  +py2  -  2p2x  =  0.  2o)  Obteniendo  las  primeras  derivadas  parciales  de  esta 
ecuación,  igualándolas  a  cero,  y  resolviendo  el  sistema,  se  tienen  los  puntos  singulares  (0,0,  ±p). 
Obligando  a  que  la  ecuación  del  lugar  contenga  a  la  recta  de  ecuaciones:  x  =  ap  +  a,  y  =  bp  +  p, 
z  =  cp  +  y,  se  obtiene  la  ecuación:  2a{b2  +  c2)p2  +  (Aab¡3  +  Aacy  +  2b2a +  2c2a  +  pb2  -  Apa2)p2  + 
+{2a¡32  +  2 ay2  +  Abajó  +  4cay  -  8 paa  +  2 pb¡3  -  2 p2a)p  +  2 ajó2  +  2 ay2  -  Apa2  +  pfó2  -  2 p2a  =  0.  En  esta 
ecuación,  igualando  a  cero  sus  coeficientes,  se  tienen  dos  soluciones.  La  primera  solución, 
a  =  b  =  a  =  [3  =  0,  que  proporciona  la  generatriz:  q"  =  q"  =  ~q^~’  es  decir:  x  =  0,  y  =  0.  La  segunda 

r  ,  P_ 

_ n  X  \  ~  y  -  K 

solución,  a  =  c  =  y  =  0,  a  =  -jf-,  que  proporciona  la  generatriz:  — ^  y  =  p,  es  decir: 
— z? 

x  =  p-,  z  =  0.  3o)  Introduciendo  en  las  coordenadas  de  A,  los  valores  encontrados  para  Xp  y  para  X  +  p, 
se  tiene  que,  siendo  a,  jó  dichas  coordenadas:  a  =  -p  -x,  (3  =  -p-.  De  donde  se  obtiene  que:  x  =  -a  - p, 

y  =  2P(a^+P)  Sustituidos  estos  valores  en  la  ecuación  del  lugar,  junto  conz  =  h,  y  cambiando  a,  ¡3  por 
x,  y,  se  tiene  el  lugar  pedido:  4x2y2  +  6pxy2  +  2 p2y2  +  2 p2x  +  p2b2  +p4  =  0. 
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H  29-  Hallar  la  ecuación  en  su  plano,  de  la  curva  x2  +  y2  +  z2  =  4,  x  +  2y  -  z  +  1  =0. 

Solución:  Se  traslada  el  origen  a  un  punto  del  plano,  por  ejemplo  (0,0, 1 ),  con  lo  que  las  ecuaciones  de 
la  curva  se  transforman  en:  x2  +  y2  +  (z  +  1 ) 2  -  4  =  0,  x  +  2 y-  z  =  0.  Siendo  el  plano  Ax  +  By  +  Cz  =  0, 


se  tiene  que:  cos0  = 


±C 


Ja2  +  b2  +  c2  76 


1  ,  sin0  =  / 


COS  (p  = 


- B 


-2 


7  A2  +  B2  75 


sin  (p  = 


1 


75 


Se  aplican  las  fórmulas  de  Euler  para  las  secciones  planas,  con  lo  que  se  obtienen  las  siguientes 


igualdades:  x  =  x'coscp  - y'smcpcosO  =  —y=~ 

V  J 


y 


,  y  =  x1  sin©  +  v' cosmcosd  = 

75  76  75 


y 


75  76 


z  =  y' sin#  =  y'j^  ■  Introduciendo  estos  valores  en  la  ecuación  dada,  y  cambiando  x',  y',  por  x,  y,  se 


tiene  la  ecuación  pedida: 


-2x 


y 


75  730 


x  + 

75  730 


?n  +  1 


-4  =  0.  Operando,  se 


tiene:  x~  +y~ 


2Jóy~3  =  °' 


H  30-  Dada  la  superficie  x  =  Reos 6,  y  =  RsinO,  z  =  R,  hallar  la  curva  situada  sobre  ella  tal  que  sus  tangentes 
forman  ángulo  constante  con  el  plano  z  =  0. 

Solución:  Sea  la  ecuación  de  la  curva  buscada:  x  =  Reosd,  y  =  Rsmd,  z  =  R,  donde  R  es  función  de  6 
(las  tres  coordenadas  dependen  de  una  sola  variable,  6).  Las  ecuaciones  de  las  tangentes  en  un  punto  de  la 

curva,  son:  - x  ~  ^cos^ — _  =  — v  =  g  zzR  p]  coseno  del  ángulo  V  que  esta  tangente 

-RsmO  +  R'cosO  RcosO  +  R'smO  R1  sus 

fomia  con  el  eje  OZ,  cuyos  parámetros  directores  son  (0,0,1),  viene  dado  por  la  siguiente  expresión: 

n>  ni 

eos  V=  —  =  — .  Como  el  ángulo  que  la 

J(-Rsm9  +  R'  cos6)2  +  (RcosO  +  R!  sin6)2  +  R'2  JR 2  +  2 R’2 

tangente  forma  con  z  =  0,  es  constante,  también  lo  es  el  ángulo  V,  que  es  su  complementario.  Por  tanto,  se 


tiene  que:  R'2  =  C2(R2  +  2R'2).  Luego,  = 

K 


±c 


c 


, _ -.  Es  decir:  =  ±-  _ 

7l  —  2  C2  R  7l  —  2  c2 


dO.  Integrando, 


se  tiene  que:  R  =  e ke.  Por  tanto,  la  curva  buscada  es:  x  =  ewcos 6, y  =  ewsm6,  z  =  e 
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Problemas  de  Geometría  Diferencial 


Sección  I  -  GEOMETRÍA  DIFERENCIAL  EN  EL  PLANO  (*) 


1 1-  Hallar  las  longitudes  de  la  tangente,  normal,  subtangente  y  subnormal,  de  la  curva  y  =  15x2  -  2x  -  9,  en 
el  punto  de  abscisa  x  =  2. 

Solución: 


i 

y  F 

\ 

H 

O 

1  o  Ñr 

Se  tiene:  y  =  47,  y'  =  58.  Según  la  figura,  la  tangente  es  PT  = 


y_ 

y ' 


4773365 

58 


=  47,007,  la 


normal  es  PN  =  \yj  1  +y'2  |  =  4773365  =  2726,405,  la  subtangente  es  QT  =  =  -42.  =  0,81,  y  la 

subnormal  es  QN  =  \yy'\  =  2726. 


1 2-  Dado  el  haz  de  curvas  x2  -  a2  +  X(y2  -  b2)  =  0,  y  un  punto  fijo  (a,/J),  hallar  el  lugar  geométrico  de  los 
puntos  de  contacto  de  las  tangentes  trazadas  desde  dicho  punto  a  las  curvas  del  haz. 

Solución:  Siendo:  fx  =  2 x,fy  =  2 ky,fz  =  - 2a 2  -  2 b2X,  la  curva  polar  de  {a, ¡i)  es:  ax  +  fiXy  -  a2b 2  =  0. 


Eliminando  A  entre  esta  ecuación  y  la  dada:  — 
(a2  +  b2  -  ax)(y2  -  b1)  -  (x2  -  a2)¡5y  =  0. 


b-  -  ax 


Py 


x2  -  a2 
y2  -  b2 


.  La  ecuación  del  lugar  pedido  es: 


I  3-  Dada  la  curva  x2  +y2  =  9,  hallar  las  tangentes  paralelas  a  la  dirección  y  =  2x. 

Solución:  fx  =  2x,  fy  =  2 y,  y'  =  =  2.  Las  raíces  del  sistema:  x2  +  y2  =  9,  x  +  2y  =  0,  son: 


y 

x  =  ±— 2^,  y  =  H — .  Las  tangentes  son:  y 


75 


75 


75 


—  =  2f  x - — 


75 


■y- 


75 


=  2  x 


75 


14-  Dada  la  curva  x  =  t2,  y  =  t3  - 12,  hallar  la  ecuación  del  conjunto  de  los  coeficientes  angulares  de  las 
tangentes  trazadas  desde  el  punto  (1,4). 


Solución: 


Ecuación  de  la  tangente:  y-t3  +t2  =  ^-(x-í2)  =  ^ t  2t  ^  _  t2y  particuiarizando  para 

x  ¿i 


(1,4),  se  tiene:  4  -  t3  +  t2  =  (i  _  fy  De  donde:  t3  -t2(  1  +  m)  +  m  -4  =  0.  Como  ha  de  tener 

una  raíz  común  con  la  derivada:  m  =  =  PL-czlL,  es  t  =  2. m  +  2  .  sustituyendo  este  valor: 

8(m  +  l)3  4(m  +  1  )3 


27 


m  -4  =  0.  Operando:  4 (m  +  1)  -  27 m  +  108  =  0. 


I  5-  Hallar  la  ecuación  del  haz  de  tangentes  trazadas  desde  (-1,0)  a  la  curva  y2  =  2 px. 

Solución:  La  tangente  es:  y  =  m(x  +  1),  de  donde:  m  =  — Derivando  la  ecuación  dada:  2 yy'  =  2 p. 

X  +  í 


y 


Luego:  y'  =  y  =  m  =  j+| 


.  La  ecuación  pedida  es:  y2  -p{x  +  1 )  =  0. 


(*)  En  la  sección  E  se  han  estudiado  problemas  similares  a  algunos  de  los  planteados  en  esta  sección. 
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I  6-  Hallar  la  ecuación  de  los  coeficientes  angulares  de  las  tangentes  trazadas  desde  (a,  ¡5)  a  la  curva  y  =  x3. 

Solución:  La  tangente  es:  y-  P  =  m{x  -a).  La  intersección  con  la  curva  es:  x3  =  mx  -  ma  +  [i.  Esta 
ecuación  ha  de  tener  una  raíz  común  con  la  derivada  de  la  ecuación  dada:  y'  =  3x2.  Es  decir: 

x  =  (-y)  2  ■  Por  tanto:  2  =  m  2  ~ma  +  P-  Operando:  ^y-^  2  ^y-  -m^  =  ma  -  p.  La 

ecuación  pedida  es:  4m3  -  21  {ma  -  P)1  =  0. 

I  7-  Hallar  el  conjunto  de  las  tangentes  al  círculo  x2  +  y2  =  R2,  paralelas  a  la  dirección  y  =  mx  +  n. 

Solución:  x2  +  {mx  +  A)2  -  R2  =  0,  (1  +  m2)x2  +  2 mXx  +  A2  -  R2  =0.  Haciendo  que  la  raíz  sea  doble: 
m2A2-(l  +  m2){X2  -  R2)  =  0.  Luego:  A2  =7?2(1  +m 2).  Las  tangentes  son:  y  =  mx  ±Rj  1  +  m2 ,  o  bien: 
(y  -  mx)2  =  R2{  1  +  m 2). 


I  8-  Dada  la  curva  y  =  x3,  hallar  la  ecuación  de  su  normal  en  el  punto  (1,1). 

Solución:  y'  =  3x2  =  3.  La  normal  es:  y  -  1  =  (x  -  1 ),  es  decir:  x  +  3y  -  4  =  0. 


I  9-  Dada  la  curva  x2  +y2  =  9,  hallar  la  ecuación  de  la  normal  en  el  punto  de  abscisa  x  = 


3J2 


Solución:  El  punto  es  ^  Derivando  la  ecuación  de  la  curva  y  particularizando  para  el 


3  72" 


punto  dado:  2x  +  2 yy  =  0,  y  =  -y-  =  -1.  La  normal  es:  y - y 


=  x  - 


372 


y — ,  es  decir:  y  =  x. 


1 10-  Hallar  la  normal  de  la  curva  x  =  2  eos  a,  y  =  2  sin  a,  para  a  =  -y. 

Solución:  El  punto  es  (0,2).  Particularizando  las  derivadas  para  este  punto:  x'  =  -2sina  =  -2, 

y'  =  2  eos  a  =  0.  La  normal  es:  y  -  2  =  y  (x  -  0),  es  decir:  x  =  0. 

111-  Dada  la  curva  x2  +  y2  -  4x  -  4y  +  4  =  0,  hallar  el  conjunto  de  las  normales  trazadas  desde  el  punto 
(4,4). 

Solución:  La  ecuación  de  la  normal  es:  x/V|  - yfXl  +y¡fXl  -x¡ fyi  =  0.  Particularizada  para  (4,4),  se  tiene: 

y  -  4  =  m{x  -  4),  es  decir:  mx  -y  +  4  -  4 m  =  0.  Como:  fx  =  2x-  4,  fy  =  2y-  4,  se  tiene,  identificando 

coeficientes:  .  m  .  =  ,  =  — — - f  ~  '!}  .  De  los  dos  primeros  términos, 

2y  -  4  -2x  +  4  y(2x  -  4) -x(2y  -  4)  F 


m  =  — y.  Del  primero  y  tercero,  m  =  1 

2y  -  4  =  -x  +  y  +  2x  -  4.  Es  decir:  x  =  y. 


-X±z  Luego:  2y_ 


2x  -  4 


2x  -  4 


-x+y 
2x  -  4 


Operando: 


1 12-  Hallar  la  ecuación  diferencial  del  haz  de  circunferencias  x2  +y2  -  Ax  =  0. 

Solución:  Derivando:  2x  +  2yy'  -  A  =  0.  De  donde:  A  =  2x  +  2yy'  =  — x~-  Sustituyendo  este  valor  en 
la  ecuación  dada,  se  tiene  la  ecuación  pedida:  x2  -  y2  +  2xyy'  =  0. 


113-  Encontrar  una  curva  cuya  pendiente  en  un  punto  sea  igual  al  doble  de  la  abscisa  de  dicho  punto. 
Solución:  y'  =  yy  =  2x.  Luego:  dy  =  2 xdx.  Integrando:  y  =  x2  +  C. 

I  14-  Dada  la  curva  y  =  3x4  -  4x3  +  1,  hallar  máximos,  mínimos,  puntos  de  inflexión  y  concavidad. 

Solución:  Derivando:  y'  =  12x3  -  12x2  =  12x2(x-  1),  y"  =  36x2  -24x  =  12x(3x-2).  Para  y'  =  0,  se 
tienen  los  valores:  x  =  0,  x  =  1.  Para  y"  =  0,  se  tienen  los  valores:  x  =  0,  x  =  y.  Los  puntos  de  inflexión 

corresponden  a  (0, 1 )  y  a  ^y,  yy^.  El  punto  (1,0)  corresponde  a  un  mínimo  de  y,  pues  y"(l)  =  12  >  0. 
Para  x  <  0,  y"  >  0,  luego  la  concavidad  de  la  curva  es  hacia  el  eje  +y.  Para  0  <  x  <  y ,  y"  <  0,  luego  la 
concavidad  es  hacia  el  eje  -y.  Para  x  >  y,  y"  >  0,  la  concavidad  es  hacia  el  eje  +y.  La  curva  se  ha 
representado  en  el  siguiente  dibujo: 
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115-  Hallar  máximos  y  mínimos  de  la  curva  y  = 


x2  -x  +  1 


X 


Solución:  Derivando:  y'  = 


2x(x  -  2) 


y"  = 


x  -  1 

-4(x3  -  3x2  -  1) 


.  Para  y'  =  0,  se  tienen  los  valores: 


(x2  +  x  -  1 )  '  (x2  +  x  -  1  ) 

=  -4  <  0,  luego  el  punto  (0,-1)  es 

luego  el  punto  (2,  y  ^  es  un  mínimo.  La  curva  se  ha  representado  en  el  siguiente  dibujo: 


x  =  0,  x  =  2.  Para  x  =  0,  y"  =  -4  <  0,  luego  el  punto  (0,-1)  es  un  máximo.  Para  x  =  2,  y"  =  >  0, 


I  16-  Hallar  máximos  y  mínimos  de  la  curva  x  = 


_  _ t 


1  -t 


3  ’ 


y  = 


_  í  +  t 


Solución:  Derivando:  x'  =  +  1  y'  =  3  para  3_  _  ?  ^  =  0,  se  tienen  los 

✓  i  ./i\2  5  J  ¿4  #  ¿4/o.¿3  1 


(i-*3) 


r  (2r  +  1) 


2  ’ 


_72  _'2 

valores:  t  =  1,  t  =  -y-.  Para  t  =  1,  se  tiene  el  punto  (00, 2),  que  corresponde  a  una  asíntota.  Para  t  = 

1  ■  .  /-12  4  )  ,  .  ,  _  x'  í4(2t3  +  l)  . 

se  obtiene  el  punto  ,  que  es  un  máximo  de  y.  Para  #  =  - T  =  0,  se  tienen 

V  35  27  J  y  -3a2 


los  valores:  t  =  0,  t  =  Para  t  =  0,  se  tiene  el  punto  (0,oo),  que  corresponde  a  una  asíntota.  Para 


~(2.t+  3)(1  -  i3)' 


t  = 


-1 


el  siguiente  dibujo: 


se  obtiene  el  punto 


-2  2-2# 


3#  # 


,  que  es  un  mínimo  de  x.  La  curva  se  ha  representado  en 
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I  17-  Hallar  máximos  y  mínimos  de  la  curva  x  = 


at~ 
t-  1 


>y  = 


at 


t2  +  1 


,  siendo  a  >  0. 


Solución:  Derivando:  x'  =  — ^y~,y'  =  — - 4^-.  Para  ¿y  =  — — — - 4  ^  +  ^  =  0,  se  tienen  los 

(í-1)2  (í2  +  l)2  *  (t2  +  \)2t{t-2) 

valores:  t  =  1,  t  =  -1,  t  =  ce.  Para  t  =  1,  se  tiene  el  punto  (oo,  -y^,  que  corresponde  a  una  asíntota.  Para 
1,  se  tiene  el  punto  que  es  un  mínimo  de  y.  Para  t  =  ce,  se  tiene  el  punto  (<x>,0)  que 

=  0,  se  tienen  los  valores:  t  =  0,  t  =  2,  t  =  ±i. 


t  =  -1 

\  z  z  y  * 

y'  (f~  +  \  )2t{t  -  2) 

corresponde  a  una  asíntota.  Para  ^  =  - - - 

y  -(t-i)3(t+i) 


Para  t  =  0,  se  tiene  el  punto  (0,0),  que  es  un  máximo  dex.  Para  t  =  2,  se  tiene  el  punto  ^4 a,  que  es 

un  mínimo  de  x.  Para  t  =  ±i,  los  puntos  son  imaginarios.  (Ver  problemas  I  24,  I  28).  La  curva  se  ha 
representado  en  el  siguiente  dibujo: 


1 18-  Dada  la  curva  (x2  +y2)3  - y(y 2  -  3x2)  =  0,  hallar  sus  puntos  singulares  y  las  tangentes  en  ellos. 

Solución:  Derivando  e  igualando  a  cero:  fx  =  3(x2  +y2)22x  +  6xy  =  0,  fy  =  3(x2  +y2)22y  -  3 y2  =  0. 
Resolviendo  el  sistema  formado  por  estas  dos  ecuaciones  y  la  dada,  se  obtiene  el  punto  singular  (0,0). 
Los  términos  de  menor  grado  de  la  ecuación  dada  son:  yiy2  -  3x2),  que  igualados  a  cero,  dan  las 
tangentes:  y  =  0,y  =  ±-JJx.  La  curva  se  ha  representado  en  el  siguiente  dibujo: 


1 19-  Hallar  los  puntos  singulares  y  las  tangentes  en  ellos,  de  la  curva  2xy3  +  3x2y2  -  (x2  -  a2)2  =  0. 

Solución:  Derivando  e  igualando  a  cero:  fx  =  2y3  +  6xy2  -  4(x2  -  a2)x  =  0,  fy  =  6xv2  +  6x2y  =  0. 

Resolviendo  el  sistema  formado  por  estas  dos  ecuaciones  y  la  dada,  se  obtienen  los  puntos  singulares 
(±a,0).  Trasladando  el  origen  de  coordenadas  al  punto  (a,  0),  se  tiene  la  ecuación  de  la  curva: 
2(x  +  a)y3  +  3(x  +  a)2y2  -  (x2  +  2ox)2  =  0,  cuyos  términos  de  menor  grado  son:  3a2y2  -  4a2x2,  que 

igualados  a  cero,  dan  las  tangentes:  y  =  ±— )^x.  Deshaciendo  la  traslación,  las  tangentes  a  la  curva  dada 

v  J 

{x-a).  Procediendo  similarmente  con  el  punto  ( -a,0 ),  se  obtienen  las  tangentes: 


son:  y  =  ±- 


73 
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y  = 


+-2_ 

73 


(x  +  a).  La  curva  se  ha  representado  en  el  siguiente  dibujo: 


1 20-  Dada  la  curva  xAy  -y6  +  xy(y2  -  4x2)  =  0,  hallar  las  tangentes  en  el  punto  singular  (0, 0). 

Solución:  Los  términos  de  menor  grado  son:  xy(y2  -4x2),  que  igualados  a  cero,  dan  las  tangentes: 
x  =  0,  y  =  0,  y  =  ±2x.  Ahora  bien,  la  recta  y  =  0  forma  parte  de  la  curva  dada,  luego  no  es  una  tangente. 
Por  tanto,  las  tangentes  en  el  origen  son:  x  =  0,  y  =  ±2x.  La  curva  se  ha  representado  en  el  siguiente 
dibujo  (la  curva  incluye  el  eje  y  =  0). 


121-  Estudiar  la  posición  de  la  curva 
Solución: 


b\ 

r 

a' 

\ 

Fig  A 


5  -  16x4  +  4 x3y  +  16x2y2  -  4 xy3 


0,  respecto  a  las  tangentes  en  (0,0). 


Fig  D 


Los  términos  de  menor  grado  son:  -16x4  +  4 x3y  +  16x2y2  -  4 xy3,  que  igualados  a  cero,  dan  las  tangentes 
en  el  origen:  x  =  0,  y  =  x,  y  =  -x,  y  =  4x.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  con  relación  a  la  tangente 
x  =  0  (figura  A),  se  hace  x  =  6y,  para  0^0.  Sustituyendo  este  valor  en  la  ecuación  de  la  curva  y 
despreciando  los  términos  de  mayor  grado  en  0,  se  obtiene:  y  =  40  +  0(0).  Para  0  >  0,  se  tiene  la  recta  a 
de  la  figura,  siendo  y  >  0.  Para  0  <  0,  se  tiene  la  recta  b  de  la  figura,  siendo  y  <  0.  Para  y  =  x  (figura  B), 
se  hace  y=  (l+0)x,  para  0^0.  Sustituyendo  este  valor  en  la  ecuación  de  la  curva,  se  tiene: 
x  =  -240  +  0(0).  Para  0  >  0  (recta  a  de  la  figura),  x  <  0.  Para  0  <  0  (recta  b ),  x  >  0.  Para  y  =  -x  (figura 
C),  se  hace  y  =  (-1  +  0)x,  para  0  -»■  0.  Sustituyendo  este  valor  en  la  ecuación  de  la  curva,  se  tiene: 
x  =  -400  +  0(0).  Para  0  >  0  (recta  a),  x  <  0.  Para  0  <  0  (recta  b),  x  >  0.  Para  y  =  4x  (figura  D),  se  hace 
y  =  (4  +  0)x,  para  0  -»■  0.  Sustituyendo  este  valor  en  la  ecuación  de  la  curva,  se  tiene:  x  =  -7^-0  +  0(0). 
Para  0  >  0  (recta  a),  x  >  0.  Para  0  <  0  (recta  b ),  x  <  0. 
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1 22-  Hallar  los  puntos  singulares  y  las  tangentes  en  ellos,  de  la  curva  x  = 


Solución:  Ha  de  cumplirse  que: 


t\ 


t\ 


a- m+2)’ 

t\  -  2t\ 


—  2 1 
y~T- +r 


ñ  -  2t2 


.  Operando, 


(¿i  -  l)(ti  +  2)  (í2-  1)(í2  +  2)  ’  ti-1  H-l 

se  obtiene:  ¿2¿2  +  t\t2{t\  +  ¿2)  -  2(t\  +  t2  +  t\t2)  =  0,  t\t2  -  {t\  +  t2)  +  2  =  0.  Haciendo  S  =  t\+t2, 
P  =  t\t2,  se  tiene:  P2  +PS  -  2(S2  -  P)  =  0,  P  -  S  +  2  =  0,  cuya  solución  es:  S  =  0,  P  =  -2,  obteniéndose 


t  =  ±J 2,  siendo  el  punto  singular  (2,-2).  Derivando:  x'  = 


t4  +  2t3-6t2  „/  _  t2  -2t  +  2 


2/.  .  -1\2  ’  y  t.  1  \2 


{t-\nt+2) 


(t-iy 


Para 


t  =  72,  ^7  =-3  -272.  Para  t  =  -  J2  ,  =  -3  +  2  J2  .  Por  tanto,  las  ecuaciones  de  las  tangentes  son: 


J  _ 


y- 


2  =  (-3±272)(v  -  2).  La  curva  se  harepresentado  en  el  siguiente  dibujo: 


1 23-  Hallar  los  puntos  singulares  y  las  tangentes  en  ellos,  de  la  curva  x  = 


t(3t2  -  2) 

4(1  ~  t2) 


,y  = 


4(1  ~t2) 


Solución:  Cuando  no  es  fácil  resolver  el  sistema  de  dos  ecuaciones  con  dos  incógnitas,  x{t\)  =  x(t2), 
y(t  i )  =  y(t2),  como  es  el  caso  de  este  problema,  se  puede  encontrar  un  valor  de  t  que  anule  ax'y  a  y',  que 

(¿2  _2)(_3¿2  +  1) 

correspondería  a  un  punto  singular.  Derivando  e  igualando  a  cero:  x'  =  - -  = 

—2t2(t2  —  2) 

y' =  — — — =  0,  obteniéndose  t  =  ±j2,  siendo  los  puntos  singulares  (±72,-1).  Como 
^  4(1  —  t  ) 

^7  =  — —  =  +^-72  ,  las  tangentes  son:  y  +  1  =  +4-72  (x  ±  J2  ).  (Ver  problemas  I  26,  I  33).  La 

curva  se  ha  representado  en  el  siguiente  dibujo: 


1 24-  Hallar  los  puntos  singulares  y  las  tangentes  en  ellos,  de  la  curva  x  = 


_  at 


t-  1  ’ 


y  = 


_  at 


t2  +  1 


Solución:  Resolviendo  el  sistema: 


at2 


at2 


at  i 


se  tiene:  S  =  P  =  1,  luego:  r  - 1  +  1  =0,  t  = 


t\  —  1  Í2  -  1  ¿i  +  l 

1  +  73^  l 


ati 

ñ  +  1 


,  haciendo  t\  +t2  =  S,  t\t2  =  P, 


.  El  punto  correspondiente  es  ( a, a ).  Como  las 


tangentes  son  imaginarias,  dicho  punto  es  un  punto  aislado.  (Ver  problemas  117,1  28). 


I  25-  Calcular  las  asíntotas  de  la  curva  y  = 
las  asíntotas. 


3x3  -  2x2  +  x  +  1 
x2  -  3x  +  2 


estudiando  la  posición  relativa  de  la  curva  y 
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Solución: 


El  denominador  se  anula  para  x  =  1,  x  =  2,  que  definen  dos  asíntotas  paralelas  al  eje  OY.  Para  estudiar  la 
posición  relativa  de  la  curva  y  la  asíntota  x  =  1,  se  hace  x  =  1  +  9,  9  -y  0,  obteniéndose  para  9  >  0,  que 
y  -y  +co,  y  para  0  <  0,  que  y  -y  -co.  En  relación  a  la  asíntota  x  =  2,  se  hace  x  =  2  +  9,  0  -►  0, 

obteniéndose  para  9  >  0,  que  y  -*■  +co,  y  para  9  <  0,  que  y  -y  —  co  (ver  la  figura).  Como  para  x  -*  oo, 

y  -y  co,  la  curva  tiene  una  asíntota  general  y  =  ax  +  b.  Para  obtenerla  se  hallan  los  siguientes  límites: 

a  =lim  \  =lim  2*3  ~  +x  +  1  =  2>,  b  =lim  (y  -  3x)  =lim  7x2  -  5x  +  1  _  y  por  tant0)  ja  asíntota 

X^ao  X  X^oo  X  -  3x  +  2x  x-»oo  x->oo  x  -  3x  +  2 


es:  y  =  3x  +  7.  Para  estudiar  la  posición  relativa  se  calcula  la  diferencia  entre  la  ordenada  de  la  curva  yc  y 

1  6r  _  1  T,  16  — tr¬ 
ia  de  la  asíntota  ya,  obteniéndose  yc~ya  =  t  =  - Vp.  Para  x  -y  +co,  yc  >  y a.  Para 

x  -3x  +  2  x  -  3  +  -p 


Para  x  -y  +co,  yc  >  y a.  Para 


x  ->■  -co,  ya  >  y c.  Las  posiciones  estudiadas  se  han  representado  en  el  esquema  de  más  arriba,  y  la  curva 


en  el  dibujo  siguiente: 


I  26-  Hallar  las  asíntotas  de  la  curva  x  = 


t{3t2  -  2) 
4(1  - 12) 


4(1  - 12) 


Solución:  No  hay  asíntotas  paralelas  a  los  ejes,  pues  no  hay  un  valor  de  t  que  haga  infinita  una  variable 
para  un  valor  finito  de  la  otra.  Para  t  =  ±1,  las  dos  variables  toman  valor  infinito.  Siendo  la  ecuación  de  la 

y  *4 

asíntota  general  y  =  ax  +  b,  se  tiene  que  para  t  =  1:  a  =lim  yr  =lim  — — -j — —  =  1,  b  =lim  (y-x)  = 


y  _ t4 


t(3t2  -  2) 


=lim  — — ±2¿  =ijm  ^  ^  =  -2-,  La  asíntota  es:  y  =  x+  -2-,  Para  t  =  -1,  procediendo  de 

t=  i  4(1  —  t  )  M  4(í+l)  8  ^  8 

'J 

forma  análoga,  se  tiene  la  asíntota:  y  =  -x+  (Ver  problemas  I  23,  I  33).  Para  t  =  ±co,  se  tienen  dos 

O 

ramas  parabólicas  según  el  eje  -y. 


1 27-  Hallar  la  asíntota  dey  =  xe  *  ,  y  su  posición  relativa  respecto  a  la  curva. 
Solución: 


Por  desarrollo  en  serie,  se  tiene:  ex  =  1  +  -jr  h — L- +  _L_  +  ;  y  =  xe  x  =  x  +  j  +  J_  + _  La 

x  2x2  6x3  2x 

asíntota  es:  y  =  x  +  1.  La  posición  relativa  está  dada  poryc  -ya  =  -4-,  Para  x  >  0,  yc  >  ya.  Para  x  <  0, 

yc  <  y a-  Las  posiciones  estudiadas  se  han  representado  en  el  esquema  de  más  arriba,  y  la  curva  en  el 
dibujo  siguiente: 


291 


I  28-  Hallar  las  asíntotas  de  x 


=  at2  =  at 

t- \’y  í2  +  l ' 

Solución:  Para  t  =  1, x  ->  co ,  y  =  y.  Para  í  -*■  oo,  x  ->■  oo,  y  =  0.  Las  asíntotas  son:  y  =  y,  y  =  0.  (Ver 
problemas  I  1 7, 1  24). 

I  29-  Hallar  las  asíntotas  de  la  curva  x  =  ±  Jt2  -  3í  +  2  ,  y  =  y . 

Solución:  Para  í  -»■  co,  x  =  ±oo,  y  =  0.  Para  í  =  0,  x  =  ±  V2,  y  =  co.  Las  asíntotas  son:  y  =  0,  x  =  J2  , 
x  =  -V2.La  curva  se  ha  representado  en  el  dibujo  siguiente: 


I  30-  Hallar  las  asíntotas  de  la  curva  x  =  tant  +  siní,  y  = 


1 


cosí ' 


Solución:  No  hay  asíntotas  paralelas  a  los  ejes,  pues  no  hay  un  valor  de  t  que  haga  infinita  a  una  variable 
para  un  valor  finito  de  la  otra.  Para  hallar  la  asíntota  general  y  =  ax  +  b,  se  tiene  que  para  t  =  ±y ,  x  -»■  co, 

a  =1im  =lim  - 7 — i - T — —  =lim  ' 

2  t-jL  x 


y  ->  co.  Para  t  =  a  =lim  V  =lim 


-f-  cosí(taní+ siní) 


=lim 

t= 


im  f — - 

_JL  V  COSÍ 


t=f  sin  í  +  sin  icos  í 


=  1,  b  =lim  (y-x)  = 


1 


=lim  1  ~  sini-  sinicosi  =lim  -cosí- cos2i+ sin2i  =  _L  La  asíntota 

J  ,_JL  COSÍ  t_JL 

2  2 


-siní 


tañí  +  siní 

es:  y  =  x  -  1.  Para  í  =  -y^,  la  asíntota  es:  x+y+  1  =  0.  La  curva  se  ha  representado  en  el  dibujo 
siguiente: 
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131-  Hallar  la  posición  de  la  curva  x 
Solución: 


_± _ 

1  -í3  ’ 


y  = 


i  +  t 
t 3 


respecto  a  sus  asíntotas  x 


1  ,y  =  2. 


AY  II 


Y=2  _ 


X=1 


O 


■►X 


Para  t  =  0,  x  =  1,  y  =  co.  Para  t  =  1,  x  =  oo,  y  =  2.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  la 

i  ,  n  i 

asíntota  x  =  1,  se  hace  t  =  9,  9  ->  0,  con  lo  que  y  =  Para  9  >  0,  y  -»■  +co.  Para  9  <  0, 

0  o 

y  ->■  -co.  Para  estudiar  la  posición  de  la  curva  respecto  a  la  asíntota;;  =  2,  se  hace  t  =  1  +  9,  9  -*■  0,  con  lo 
que  x  =  - Í r  y  la  diferencia  entre  las  ordenadas  de  la  curva  y  de  la  asíntota,  es 

1  -  (1  +  6>)3  30 

yc  -  y a  =  1  +  ^  -  -59.  Para  9  >  0,  x  <  0,  ya  >  yc.  Para  9  <  0,  x  >  0,  yc  >  ya.  Las  posiciones 

estudiadas  se  han  representado  en  el  esquema  de  más  arriba,  y  la  curva  en  el  dibujo  siguiente: 


i¡x6  —  3x4 

I  32-  Hallar  la  asíntota  de  y  =  - - - - ,  y  estudiar  la  posición  relativa  de  la  curva  con  la  asíntota. 

Jx2  +  2x  -  1 

Solución : 


y  = 


(x6  -  3x4)  3 
(x2  +  2x  -  1 )  2 


x2  -  1  — L 


=  x  -  1  + 


Luego  la  asíntota  es:  y  =  x  -  1 .  La  posición  relativa  viene 


3  9v 

X  +  1  -  +. . . 

2x 

definida  poryc  -ya  =  Parax  >  0,  yc  >  ya.  Parax  <  0,  yc  <  ya.  Estas  posiciones  se  han  representado 
en  el  esquema  de  más  arriba. 


293 


'J 

I  33-  Estudiar  la  posición  relativa  de  la  asíntota  y  =  x  +  ,  de  la  curva  x 

O 


Solución: 


t(3t2  -  2)  f 

4(1  -  t2)  ,y  ~  4(1  -t2)  ' 


La  asíntota  se  obtiene  para  t  =  1 .  La  diferencia  entre  la  ordenada  yc  de  la  curva  y  la  ordenada  ya  de  la 

,4  í(3í2-2)  _  3_  =  2P-4t2-t- 

8 


asíntota,  es  yc  ~ya  = 


4(1  ~t2) 


-8  (t+  1) 


Haciendo  t  =  1  +  6,  0^0,  se 


4(1  ~t2) 

'IfJ  1 

tiene:  yc  -ya  -  -f 7-,  x  -  — Para  6  >  0,  x  <  0,  yc  >  ya .  Para  6  <  0,  x  >  0,  yc  <  ya.  Las  posiciones 

lo  —0(7 

estudiadas  se  han  representado  en  el  esquema  de  más  arriba.  (Ver  problemas  I  23, 1  26). 


I  34-  Dada  la  curva  y  =  f[x),  sean  A  y  B  los  puntos  en  que  la  tangente  y  la  normal  trazadas  en  un  punto  M  de 
la  curva,  cortan  al  eje  OX.  En  B  se  traza  la  perpendicular  al  eje  OX,  sobre  la  que  se  toma  el  punto  P  de 
forma  que  BP  =  BM.  Los  puntos  P  describen  la  curva  y  =  <p{x ).  Demostrar  que  la  tangente  a  esta  curva 
trazada  en  P,  pasa  por  A. 

Solución: 


Sean:  P(a,[3),  [3  =  (p(a),  M(x,y),  MB  =  yj I  +y12  =  PB  =  fi,  a  =  OB  =  x  +  yy1,  p(x  +yy’,yj  1  +y12 
OA=x-^-j-.  Las  ecuaciones  paramétricas  de  ¡3  =  cp(a),  son:  a  =  x  +  yy',  [3  =  yjl  +y'2 ,  cuyo 

parámetro  es  x.  Como:  a'x  =  (x+yy')'x  =  1  +y'2  +yy",  ¡3'x  =  íyj  1  +y'2  =  y'  Jl  +y'2  -t — ^ ^  = 

\  /a  -  JT+y2 

y'(l  +y2)  +yy'y"  .  B'x  y'{\  +y'2)  +yy'y" 

=  -  ""  — .  se  tiene  la  pendiente  de  la  tangente:  m  =  x-f-  =  — ^ - 'LLJ- -  = 

JTTJi  ax  JYT^(l+y'2+yy") 

Luego  la  ecuación  de  la  tangente  trazada  en  el  punto  P  de  la  curva  [3  =  (p{a),  es: 


y 


JTTy- 


y 


a  = 


-y(l  +/2) 


■( a-x-yy Esta  tangente  corta  a  [3  =  0,  en  el  punto  cuya  abscisa  es: 

y 


x  +yy'  =  x  -  =  OA.  Por  tanto,  la  tangente  ay  =  <p(x),  trazada  en  P,  pasa  por  A. 


I  35-  Determinar  el  orden  de  contacto  de  las  curvasy  -  1  =  (x  -  2)4,  y  -  1  =  3(x  -  2)5. 

Solución:  El  punto  de  contacto  es  (2, 1 ).  Derivando  sucesivamente  ambas  ecuaciones,  y  particularizando 
los  valores  obtenidos  para  el  citado  punto,  se  tiene  para  la  primera  curva:  y'  =  4(x  -  2)3  =  0, 
y"  =  12(x-2)2  =  0,  y'"  =  24(x-2)  =  0,  y,v  =  24,  y  para  la  segunda  curva:  y'  =  15(x-2)4  =  0, 
y"  =  60(x  -  2)3  =  0,  y'"  =  180(x  -  2)2  =  0,  yiv  =  360(x  -  2)  =  0,  yv  =  360.  Al  tener  en  dicho  punto  el 
mismo  valor  las  derivadas  primera,  segunda  y  tercera,  y  siendo  distinta  la  cuarta,  el  contacto  de  las  dos 
curvas  en  (2, 1 )  es  de  3o  orden,  es  decir,  las  curvas  tienen  cuatro  puntos  confundidos  en  (2, 1 ). 


I  36-  Determinar  el  orden  del  contacto  entre  las  curvas  x2  +y2  -  8  =  0,  x2  +  xy  +  y 2  -  4x  -  4y  +  4  =  0. 

Solución:  Resolviendo  el  sistema  formado  por  las  ecuaciones  de  las  dos  curvas,  se  obtiene  el  punto  de 
contacto  (2,2).  Derivando  sucesivamente  ambas  ecuaciones  y  particularizando  los  resultados  para  el 
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citado  punto,  se  obtienen  para  la  primera  curva:  2x  +  2 yy'  =  0,  /  =  -1;  2  +  2 y’2  +  2 yy"  =  0,  y"  =  -1; 
6y'y"  +  2yy'"  =  0,  y'"  =  =^-\  6y"2  +  8y'y"'  +  2yyiv  =  0,  yiv  =  Para  la  segunda  curva,  se  tiene: 
2x  +  y  +  xy'  +  2 yy'  -  4  -  4y'  =  0,  y1  =  -1;  2  +  2 y'  +xy"  +  2 y'2  +  2 yy"  -  Ay”  =  0,  y"  =  -1;  3 y"  +xy'”  + 
+6 y' y"  +  2 yy'"  -  Ay"  =  0,  y'"  =  Ay"'  +  xyiv  +  6y"2  +  8 y' y"'  +  2yyIV  -  Ayiv  =  0,  yiv  =  -6.  Al  ser 

iguales  las  tres  primeras  derivadas  y  distinta  la  cuarta,  el  contacto  es  de  3o  orden,  es  decir,  las  curvas 
tienen  cuatro  puntos  confundidos  en  (2,2). 

I  37-  Dadas  las  curvas  y3  -y2  -x2  =  0,  x2  -  2 y2  +  3y  -  1  =  0,  determinar  el  orden  de  su  contacto. 

Solución:  Resolviendo  el  sistema  formado  por  las  dos  ecuaciones,  se  obtiene  el  punto  de  contacto  (0,1). 
Derivando  sucesivamente  y  particularizando  los  resultados  para  el  citado  punto,  se  tiene  para  la  primera 
curva:  3 y2y'  -  2 yy'  -  2x  =  0,  y'  =  0; 

6yy'2  +  3 y2y"  -  2 y'2  -  2 yy"  =  0 ,y"  =  2; 

6/3  +  18 yy'y"  +  3 y2y"'  -  6 y' y"  -  2 yy'"  =  0 ,/"  =  0; 

3 6y'2y"  +  Úyy"2  +  2Ayy'y'"  +  3 y2yiv  -  6y"2  -  8 y' y'"  -  2 yyiv  =  0,  /v  =  -48; 

90 -y' y'"2  +  6Ó/y"  +  60 yy"y'"  +  30 yy'y»  +  3 y2yv  -  20 y" y"'  -  10 y'yiv  -  2 yyv  =  0,  yv  =  0; 

90y"3  +  360 y' y" y'"  +  90 y'2yiv  +  60 yy"'2  +  90 yy"yiv  +  36 yy'yiv  +  3y2yvi -20y'"2  -  30 y"yiv  -  12 y'yv  - 
-2vvv'  -  0,y‘"  -  5040. 

Para  la  segunda  curva,  se  tiene:  2x  -  Ayy'  +  3 y'  =  0,  y'  =  0; 

2  -  Ay'2  -  Ayy"  +  3 y"  =  0,  y"  =  2; 

-12//'  -  Ayy'"  +  3 y'"  =  0,/"  =  0; 

-12 y"2  -  16//"  -  Ayyiv  +  3 yiv  =  0 ,/v  =  -48; 

-A0y"y"'  -  20 y'yiv  -Ayyv  +  5yv  =  0,yv  =  0; 

-AOy'"2  -  60 y"yiv  -  2Ay'yv  -  Ayyvi  +  3 yvi  =  0 ,yvi  =  5760. 

Al  ser  iguales  las  cinco  primeras  derivadas  y  distinta  la  sexta,  el  contacto  en  (0, 1 )  es  de  5o  orden,  es  decir 
que  las  curvas  tienen  seis  puntos  confundidos  en  (0, 1 ). 


I  38-  Se  desea  determinar  una  parábola  de  eje  paralelo  a  OY,  de  tal  modo  que  tenga  un  contacto  de  orden 
máximo  (que  sea  osculatriz)  con  la  curva  a2y  =  x3,  en  el  punto  (a, a). 

Solución:  La  ecuación  general  de  una  parábola  de  eje  paralelo  a  OY  es:  x2  +  2 Ay  +  2 Bx  +  C  =  0. 

Derivando  la  ecuación  de  la  curva  dada  y  particularizando  los  resultados  para  {a,  a),  se  tiene: 

a2y'  -  3x2  =  0,  /  =  3;  a2y”  -6x  =  0 ,  y"  =  4-;  a2y'"  -6  =  0,  y'"  =  -Ar.  En  la  parábola,  por  pasar  por 

u  a 

(a, a),  se  tiene:  a 2  +  2 Aa  +  2 Ba  +  C  =  0.  Derivando  su  ecuación:  2x  +  2 Ay'  +  2B  =  0,  y'  =  ~a~  ^  =  3; 

1  +  Ay"  =  0,  y"  =  =  J-;  Ay'"  =  0.  Resolviendo  el  sistema  formado  por  las  tres  ecuaciones,  se  tiene: 

2 

A  =  -=P-,  B  =  C  =  La  parábola  es:  3x2  -  ay  -  3 ax  +  a2  =  0. 
o  2  3 


I  39-  Hallar  la  recta  osculadora  de  la  curva  y  =  5x2  +  3,  en  el  punto  (1,8). 

Solución:  Como  la  recta  tiene  dos  parámetros,  el  contacto  será  de  primer  orden,  satisfaciendo  las 

coordenadas  del  punto  y  la  primera  derivada  (recta  tangente).  Sea  la  recta  y  =  ax  +  b,  8  =  a  +  b;  y'  =  a. 
Derivando  la  ecuación  de  la  curva  dada  y  particularizando  los  resultados  para  el  punto  (1,8): 
y'  =  lOx  =  10.  Luego  a  =  10,  b  =  -2.  La  recta  es:  y  =  lOx  -  2. 


1 40-  Hallar  el  círculo  osculador  de  la  curva  y  =  5x3,  en  el  punto  cuya  ordenada  es  positiva  y  cinco  veces 
mayor  que  la  abscisa. 


Solución:  Como  5x  =  5x3,  el  punto  es  (1, 5).  Derivando  en  la  curva  y  particularizando  para  dicho  punto, 
se  tiene:  y'  =  15x2  =  15,  y"  =  30x  =  30,  y'"  =  30.  Siendo  la  ecuación  del  círculo 

(x  -  a)2  +  (y  -  b)2  -  R2  =  0,  se  tiene  por  pasar  por  (1,5),  que  (1  -  a)2  +  (5  -  b)2  -R2  =  0.  Derivando  y 
particularizando:  2(x -  a)  +  2(y  -  b)y'  =  0,  y'  =  ~x_+^  =  -1  +  g  =15;  2  +  2 y'2  +  2 (y-  b)y"  =  0, 

y"  =  1  +  ,  =  226  _  30.  Resolviendo  el  sistema:  a  =  -112,  b  =  -y^-,  R2  =  2885794  .  gj  círculo 

-y  +  b  -5  +  b  15  225 

osculador  es:  (x  +  1 12)2  +  (y  -  4^-^  -  28^294  _  q 


1 41-  Hallar  el  círculo  osculador  de  la  curva  y 


( a  +  b)3x4 
108a264  ’ 


en  el  punto  de  abscisa 


.  Particularizar  el 

a  +  b 
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resultado  para  a  =  b  =  8. 

Solución:  La  ordenada  del  punto  es  y  = 


(a  +  b)38la4b4  =  3fl2 
108  a2b\a  +  b)4  4  (0  +  6) 


curva  dada  y  particularizando  para  el  punto  dado  ^  a^b  ’  4(^  +  /,) 
(a  +  b)3x2  _  a +  b 


.  Derivando  la  ecuación  de  la 


.  ,  ( a  +  b)3x 3  a 

'Se,,e"e:}’  ~  27a2bA  ~T 


y  - 


a  =  x  —y 


9a2b4  b 2 

,  1  +y  _  a(2b  -  a ) 


Sea  el  círculo  osculador  (x  -  a)  +  (y  -  (3)~  -  R2  =  0.  Se  tiene  que: 


y 


P=y 


1  +/ 


círculo  osculador  es: 


a +b  ■  •  y 

u(2¿>  -  u)  n2 


la2  +  4¿2  n2  (1+y2)3  ( a2+b2y 

-  K  —  - ^ ; - :r. 


4 (a  +  b)  ’  y 


n  2 


b2(a  +  b) 


2  • 


x  - 


a  +  b 


y  ■ 


la1  +  4¿2 
4(u  +  ¿1) 


(u2  +  ¿2)J 
¿2(a  +  ó)z 


=  0.  Para  el  caso  en  que 


a  =  b  =  8,  el  círculo  osculador  es:  (x  -  4)'  +  {y  -  11)  -  128  =  0. 


1 42-  Hallar  el  círculo  osculador  de  la  curva  y  =  cos(x  -  1 ),  en  el  punto  de  abscisa  x  =  1. 

Solución:  El  punto  de  contacto  es  (1,1).  Las  derivadas  de  la  curva  dada,  particularizadas  para  dicho 
punto  de  contacto,  son:  y'  =  -sin(x-  1)  =  0,  y"  =  -cos(x-  1)  =  -1.  Sea  la  ecuación  del  círculo 

osculador:  (x  -  a)2  +  (y  -  b)2  -  R2  =  0.  Se  tiene  que:  a=x- 

(i  +y2)3 


.1.  l-o. 


y 


y 


R 2  = 


y 


a  2 


=  1.  El  círculo  osculador  es:  (x  -  1 )  +  y2  -  1  =  0. 


1 43-  Hallar  el  círculo  osculador  de  la  curva  6y  =  x3  -  12x  -  2,  en  el  punto  de  abscisa  x  =  2. 

Solución:  El  punto  de  contacto  es  (2,-3).  Derivando  la  curva  dada  y  particularizando  para  dicho  punto: 


_  3x2  -  12  _ 


=  0,  y"  =  x  =  2.  Siendo  el  círculo  osculador:  (x  -  a)  +  {y  -  b)  -  R2  =  0,  se  tiene  que: 


a=x.¿y±¿i  -2, 


-5 


y 


(x-2)  +(>’+2")  ~  47  -  0- 


y 


R2  = 


( 1  +  y12) 3  1 

- yp -  =  -jr.  El  círculo  osculador  es: 


y 


2  yA 

1 44-  Hallar  el  círculo  osculador  de  la  curva  -yg-  +  y-  =  1 ,  en  el  punto  de  abscisa  x  =  2,  y  cuya  ordenada  es 
positiva. 

Solución:  El  punto  de  contacto  es  (l,  JJ  ) .  Derivando  la  ecuación  de  la  curva  dada  y  particularizando 

=  _ I  -73 

4 y 


Siendo  la  ecuación  del  círculo 


para  dicho  punto,  se  tiene:  y1  =  yy  =  — y"  =  ^  ^ 

osculador:  (x  -  a)2  +  (y  -  b)2  -  R2  =  0,  se  tiene  que:  a  =  x  -  y  ^  b=y'  ^ +2 

O 


-973  d2  (i  +y2)3 


,R2  = 


y 


II 2 


y  2  y 

TgTZ  .  El  círculo  osculador  es:  (x  -  -y  ^  +  ^y  +  ~  =  0. 


1 45-  Hallar  el  círculo  osculador  de  la  curva  y2  =  lOx  -  6,  en  el  punto  de  abscisa  x  =  1,  y  cuya  ordenada  es 
positiva. 

Solución:  El  punto  de  contacto  es  (1,2).  Derivando  la  curva  dada  y  particularizando  para  dicho  punto: 


v'  =  —  =  —  v"  = 

J  y  2,y 


-y 


-25 


a  =  x  - 


y  g  .  Siendo  el  círculo  osculador:  (x  -  a )  +  (y  -  b)  -  R2  =  0,  se  tiene  que: 

y  ^  +ny  ^  b  =  y  +  1  +y  =  R2  =  ^  +y  ^  =  24389  pq  círculo  osculador  es: 

y  j  y  Zj  y  z  oZj 


(rVX’+éy 


24389 

625 


=  0. 


I  46-  Dada  la  parábola  y2  =  2 px,  hallar  el  centro  y  el  radio  del  círculo  osculador  en  un  punto  genérico  de  la 
curva. 

,2 


Solución:  Derivando,  se  tiene:  y'  =  Z  =  \4r-  ,y"  = 


y 


_  -p 


2x 


y 


Siendo  xc,yc  las  coordenadas  del  centro  del 
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y'  ( i  ,  _ _  1  +/2 


círculo  osculador,  se  tiene:  xc  =  x  -  -=^-(1  +  y'2)  =  3x  +  p,  yc  =  y  .  „ 

(1  +  y'2)  2  _  -( p 2  +  y2)  2 


osculador  es:  R  = 


y 


p2y 


—y 

A- .  El  radio  del  círculo 
P 


I  47-  Hallar  la  evoluta  de  la  parábola  y2  =  4 px. 

Solución:  La  evoluta  es  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  los  círculos  osculadores.  Las  derivadas  de 


la  ecuación  de  la  curva  dada,  son:  y'  =  -j?-,  y"  = 


-y 


y 


osculador,  se  tiene:  a  =  x  -  ^  ^  — -  =  3x  +  2 p,  b  =  y 


-4 p2 

Y3 


Siendo  ( a,b )  el  centro  del  círculo 


A  / 

y  =  (-4 p2b)  3  .  Luego:  (-4 p2b)  3  =  4 p 


a-2p 


1  +  y  2  _  -y3 


y 


4 p- 


De  donde:  x  =  a  Y 


Operando  y  sustituyendo  ( a,b )  por  (x,y),  se  tiene  la 


ecuación  de  la  evoluta:  27 py2  -  4(x  -  2 p)3  =  0.  En  el  dibujo  se  incluye  en  línea  gruesa  la  evoluta,  y  en 
línea  fina  la  parábola  dada,  para  p  =  1 . 


1 48-  Hallar  la  evoluta  de  la  elipse  +  Y  =  1  ■ 


Solución:  La  evoluta  es  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  los  círculos  osculadores.  Las  derivadas  de 


1  2  _ 2  2y  Z,  í  Zj. 

la  ecuación  de  la  elipse,  son:  v'  =  x  ,  y"  =  - ^  .  .  Siendo  (a,  B)  el  centro  del  círculo 

y'(l+yh  (a2  -  b2)x3  a  '  1  +  y'2  -(, a2  -  b2)y 3 


osculador,  se  tiene:  a  =  x  - 


y 


a 


y 


X  =  31 


a4a 


a~  -  b 


2  ’ 


y  = 


b4p 

a 2  -  b 2 


Luego 


a4a 


a-  -  b 2 


b4¡3 
a 2  -  b2 


De  donde 


-1=0.  Operando  y 


a2  b 2 

_2_  _2_  _2_ 

sustituyendo  (a, ¡3)  por  (x,y),  se  tiene  la  ecuación  de  la  evoluta:  (ax)  3  +  (¿y)  3  =  ( a 2  -  b 2)  3  .  En  el 
dibujo  siguiente  se  ha  representado  la  evoluta,  y  en  línea  fina  la  elipse  dada,  para  a  =  2,  b  =  1. 


2  V' 

I  49-  Hallar  la  evoluta  de  la  hipérbola  Ar  _  Z_  =  ] . 

a  b¿ 

Solución:  La  evoluta  es  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  los  círculos  osculadores.  Las  derivadas  de 
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la  ecuación  de  la  hipérbola  son:  y'  = 


osculador,  se  tiene:  a  =  x- 


#s/'  = 

ay 


2,J2 


b 2  -  a2y 
a2 y 


_ u 4 

=  2  ,  .  Siendo  (a, ¡5)  el  centro  del  círculo 


a2y 3 


y 


X  =  31 


a4a 


y  = 


a2  +  b2  ’  J  }¡  a2  +  b2 


b4p 


Luego: 


2_  _2_  2_ 

sustituyendo  a,  P  por  x,  y,  se  tiene  la  ecuación  de  la  evoluta:  (ax)  3  -  (by)  3  =  (a2  +  b 2)  3  .  En  el  dibujo 
siguiente  se  ha  representado  la  evoluta,  y  en  línea  fina  la  hipérbola  dada,  para  a  =  2,  b  =  1. 


I  50-  Hallar  la  evoluta  de  la  curva  y  =  sinx. 


Solución:  La  evoluta  es  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  los  círculos  osculadores.  Las  derivadas  de 
la  ecuación  dada  son:  y'  =  cosx,  y"  =  -sinx.  Siendo  (a, ¡3)  el  centro  del  círculo  osculador,  se  tiene  que: 
/(1+/2) _  cosx(í +cos2x)  1+y'2  _  .  l+cos2x 


a  =  x  - 


=  x  ■ 


P  =y+ 


=  sinx  - 


y  sinx  y"  sinx 

a  por  x,  P  por  y,  se  tienen  las  ecuaciones  paramétricas  de  la  evoluta:  x  =  t 


Sustituyendo  x  por  t, 
cosi(l  +  cos2í) 


y  =  siní  - 


1 


cos2í 


siní 


siní 


.  En  el  dibujo  siguiente  se  ha  representado  la  evoluta,  y  en  línea  de  trazos  el 


reticulado  de  sus  asíntotas  y  la  sinusoide  dada. 


151-  Obtener  la  ecuación  cartesiana  de  la  curva  cuya  ecuación  intrínseca  es  R  =  1  +  s2,  siendo  T  =  oo. 


Solución: 

S 

x  =J  eos  Ods  =J 


Siendo  T  =  oo,  la  curva  es  plana.  R  =  -^r  =  1  +  s2, 

ctU 


ds 


=  dO,  9  =  arctans,  s  =  tan@, 


ds 


JT 


I n  (,  +  Vi  +  s2  ),  y  =J  sin  Ods  =[ 


las  expresiones  de  x  e  y,  se  tiene:  y  = 


1 


02x 


0 

ex  +  e~ 


1  +  s2 

sc¡s  —  =  Vi  +  s2  ■  Eliminando  s,  entre 


=  coshx.  (Ver  problema  I  67). 


2ex  2 

Nota:  Se  utilizan  los  siguientes  símbolos:  R,  radio  de  curvatura;  T,  radio  de  torsión;  s,  longitud  de  arco. 
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I  52-  Obtener  la  ecuación  intrínseca  de  la  curva  p  =  Aem  (espiral  logarítmica). 

Solución:  La  curva  dada  es  plana,  siendo:  p'  =  ABem,  p"  =  AB2em  =  B2p.  El  radio  de  curvatura  es: 


R  = 


'  yr^)2  -P(1+*2>;  -U+B2)ÍAe".  Siendo:  |i'|  =  JfSTp 
=  (1  +  B2)~Yp  =  (1  +B2)^Aem,  se  tiene:  5  =  \[\x'\d9  =  J®(1  +  B2)^AeB0d9  =  A(  1  +B2)Í 


Á  ~ 

=  4(1  +B2)  2  (em  -  1).  Sustituyendo  en  esta  ecuación  el  valor  de:  eBd  =  , _ 

B  Ají  +  B2 


12  _ 

e 

o 


R 


,  se  tiene  que: 


5=  f  (\+B2) 


i 

^  y 


R 


L  A{  1  +B2)' 


-  1 


=  4  -  4(1  +B2)  2  ■  Es  decir:  Bs  -  R  +  A(1  +  B2)  2  =  0. 

D  D 


I  53-  Obtener  las  ecuaciones  paramétricas  de  la  curva  cuyas  ecuaciones  intrínsecas  son:  R  =  J2ks  ,  T  =  00. 


Solución:  La  curva  es  plana,  al  ser  el  radio  de  torsión  T  =  00  (la  torsión  4,  es  nula).  Se  tiene:  4  =  j  > 

1  K  as 

ay  -  -  1  °  1 


eos 


9  =  -^4  sin0  =  4r,  *  =  Jacos*»,  y  =  \Rsm0cl9,  9  =  J  4 ds.  Como  9  =  J 


ds 


ds 


R 


J2k  Js  J2k 


2  — 
z  5  2 


5  =  -|-02,  R  =  J^k  J2  ®  =  ^or  tanto’  se  tienen  las  siguientes  ecuaciones  paramétricas  de  la  curva: 

x  =  J k9cos9d9  =  k(9sm9  -  ¡sm9d9^  =  k(9sm9  +  cos9)  +A, 
y  =  J  k9sm9d9  =  k(-9cos9  +  J  eos  =  ^(-@cos@  +  sin@)  +  B. 

Esta  curva  se  representa  en  el  siguiente  dibujo,  para  k  =  1,  A  =  B  =  0. 

12.5 


I  54-  Se  consideran  las  rectas  que  cortan  a  los  ejes  OX,  OY  en  los  puntos  Ay  B  respectivamente,  de  forma  que 
AB  =  a.  Hallar  las  ecuaciones  paramétricas  y  cartesianas  de  la  envolvente  de  estas  rectas. 

Solución:  AB  =  — =1 — -  -l - ^ —  =  1,  siendo  t  el  ángulo  que  AB  forma  con  OX.  Operando: 

íiCOSÍ  flsiní  &  u  n 

axúnt  +  aycost- a2sintcosí  =  0.  Derivando  respecto  a  t:  axcost  -  ayúnt  -  a2(cos2t  -  sin2t)  =  0. 

Resolviendo  el  sistema,  se  tiene:  x  =  asin3í,  y  =  acos3t,  que  son  las  ecuaciones  paramétricas  de  la 

2_  2_  2_ 

envolvente,  cuya  ecuación  cartesiana  es:  x  3  +y  3  =  a  3  .  En  el  dibujo  siguiente  se  ha  representado  esta 
curva  para  a  =  1 . 
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I  55-  Dado  el  punto  y,0^,  se  traza  por  él  una  recta  variable  que  corta  al  eje  OY  en  A.  Por  A  se  traza  la 
perpendicular  AB  aAP.  Hallar  la  envolvente  deAB. 

Solución:  PA  =  y  =  m(x-  y^,  A^O.  AB  =  y  +  -yy  =  -=4-,  es  decir:  2x  +  2 my  +  m2p  =  0. 

Derivando  respecto  a  m:  2 y  +  2 mp  =  0,  m  =  -y.  Sustituyendo  este  valor  en  la  ecuación  de  AB,  se  tiene  la 

y2 

ecuación  pedida:  2x  — y-  +  y-  =  0,  es  decir:  y2  =  2 px. 

I  56-  Hallar  la  envolvente  de  las  circunferencias  cuyo  centro  (a, 0)  está  en  el  eje  OX,  y  el  radio  R  está  ligado  a 
a  por  la  condición  R 2  =  4 am. 

Solución:  La  ecuación  de  la  circunferencia  es:  (x-  a)2  +y2  -Aam  =  0.  Derivando  respecto  al 

parámetro  a,  se  tiene:  -2{x-a)-Am  =  0,  a  =  2m  +x.  Sustituyendo  este  valor  en  la  ecuación  de  la 
circunferencia,  se  tiene:  (x  -  2 m  -x)2  +y2  -  Am(2m  +x)  =  0,  es  decir:  y2  -  Amx  -  Am 2  =  0. 

I  57-  Entre  los  polígonos  de  un  mismo  número  de  lados,  circunscritos  a  una  figura  cerrada  convexa,  aquel 
cuya  superficie  es  mínima  goza  de  la  propiedad  de  que  cada  punto  de  contacto  es  el  punto  medio  de  cada 
lado. 

Solución: 


Sean  AB,  BC  y  CD,  tres  lados  consecutivos  del  polígono  de  superficie  mínima.  Sea  el  origen  de 
coordenadas  la  intersección  P  de  AB  y  CD.  La  tangente  BC  ha  de  ser  tal  que  el  área  del  triángulo  PBC  ha 
de  ser  máxima.  Sean  (x,y)  las  coordenadas  del  punto  de  tangencia  M.  La  ecuación  de  BC  es: 

Y- y  =  ^(X-x).  Para  7=0,  X  =  x-y^  =  PB.  Para  X  =  0,  Y  =  y-x^f-  =  PC.  El  área  del 
Jdx  J  dy  dx 

2 


triángulo  PBC  es:  \PB  •  PC  •  sinBPC  =  4r  x-y^f-  [y-x^f-  )sin0=  -A-ly-xAD-  )  PXs[nQ 


1 


dx 


Por  tanto,  hay  que  hallar  el  máximo  de  la  expresión: 


(y-xy')X-[  x  +  -Aj  =  0,  de  donde:  x  =  —7-.  Como:  x=4-  +  4-  =  X.  -  _21_  =  i-j  ^-Z.  =  DJX 


y 


y 


y 
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dy 
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Derivando  e  igualando  a  cero,  se  tiene: 


y 


1 


y 


2/ 


y 


y 


PB 


y  como:  y  =  y  +  y  =  y  -  =  y  (y  -xy1)  =  yp,  resulta  que  Mes  el  punto  medio  de  BC. 


I  58-  Sean  E  y  E'  dos  elipses  homofocales.  Desde  un  punto  M  de  la  elipse  exterior  E' ,  se  trazan  las  tangentes 
MA  y  MB  a  E.  Demostrar  que  la  expresión  MA  +  MB  -arco  AB,  es  constante  cuando  M  describe  la  elipse 
E'. 

Solución:  Desde  M  las  tangentes  a  E  son  MA  y  MB.  El  ángulo  0  que  forma  MA  con  la  tangente  en  M  a 
E' ,  es  igual  al  que  fomia  la  tangente  MB  con  dicha  tangente  en  M  a  E' .  Al  pasar  M  a  la  posición 
M'  =  M  +  da,  la  tangente  MA  pasa  a  M'A',  siendo  A  A'  =  ds.  Luego,  dMA  =  -da  •  eos  9  +  ds,  mientras 
que  la  variación  de  la  tangente  MB  es  dMB  =  +da  •  eos  9  -  ds'  (se  ha  supuesto  que  al  pasar  M  a  la 
posición  M',  el  sentido  de  AA'  es  contrario  al  sentido  de  MM',  que  es  igual  al  de  BB').  Por  tanto: 
dMA  +  dMB  =  d(MA  +  MB)  =  ds  -  ds'  =  d{ arco  AB).  Luego,  al  integrar:  MA  +  MB  =arco  AB  +  k,  es 
decir  que,  MA  +  MB  -arco  AB  =  k,  constante. 


I  59-  Hallar  la  ecuación  de  la  parábola  y  =  a  o  +  ci\x  +  aix2  +  a  3X3,  osculatriz  a  la  curva  y  =  ex,  en  el  punto 
(he). 

Solución:  En  el  punto  (fie),  se  tiene:  e  =  ao  +  tfi  +«2  +U3.  Derivando  sucesivamente  las  ecuaciones 
dadas,  e  igualando  las  derivadas  de  ambas  curvas:  y'  =  ex  =  a  1  +  2a2x  +  ia^x2 ,  y"  =  ex  =  2 a2  +  6a2x, 
y"1  =  ex  =  6ü3.  Particularizando  estas  derivadas  para  el  punto  (fie),  se  tiene:  y\  =  e  =  a\  +  2 a2  +  3 a3, 
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y” 


=  e  =  2<3t  +  6ü3,  y"'  =  e  = 

g. - g~g  =  o 


a2  = 
e 


Resolviendo  el  sistema  formado  por  las  ecuaciones  anteriores,  se 
ao  =  e  -  4r  -  - La  ecuación  pedida  es: 


£  é? 

ai=e"2  =  2’ 


tiene:  a2  =  -7- 
6 

y  =  -f-  +  -Lx  +  -7-x3.  Se  ha  representado  la  parábola  osculatriz,  y  en  línea  fina  la  exponencial  dada. 
3  2  6 


I  60-  Se  considera  un  círculo  de  centro  O  y  radio  R.  Se  traza  la  tangente  en  un  punto  A  del  círculo,  y  se 
determina  un  punto  B  sobre  el  diámetro  que  pasa  por  A.  Se  une  B  con  un  punto  M  del  círculo.  La  recta  MB 
corta  a  la  tangente  en  el  punto  T.  Determinar  AB  de  manera  que  la  diferencia  entre  el  arco  AM  y  el 

segmento  AT sea  de  orden  infinitesimal  máximo,  siendo  el  ángulo  AOM  el  infinitésimo  principal. 

Solución: 


Sean:  OB  =  b,  arco AM  =  R  •  9.  En  los  triángulos  semejantes  MHB,  ATB,  se  tiene:  Luego: 


Rsint? 


AT 


,AT  = 


b-Rcosd  b-R’  b-Rcosd 

AM  y  el  segmento  AT,  es:  A  =  R9  - 

Desarrollando  siné?  y  cosé?,  se  tiene:  A  = 


— — S3n^  =  — LtJLsmé?  por  tanto  \a  diferencia  A  entre  el  arco 
AB  +  R{  1  -  cosé?) 

AB-RsmO  _  AB  •  R9  +  R29  -  R29cosd  -  AB -Rsind 


AB  +  R(l  -cos0) 


AB  +  R(\  -  eos 9) 


Para  que  A 


AB  +  R{  1  -cos0) 

/  d2  i  D  J?  \ 

sea  de  orden  máximo,  el  infinitésimo  (  c*e  ser  nul°’  Por  1°  fi116  AB  =  -3 R.  El 


infinitésimo  A  es  de  orden  5o. 


I  61-  Sobre  un  diámetro  de  un  círculo  de  radio  R  =  5  y  centro  O,  se  tiene  un  punto  P  tal  que  OP  =  3.  Se  traza 
por  P  una  recta  variable  que  corta  al  círculo  en  A.  Por  A  se  traza  la  perpendicular  a  AP.  Hallar  la 
envolvente  de  estas  rectas  perpendiculares  a  AP. 

Solución:  Tomando  como  origen  de  coordenadas,  el  centro  O  del  círculo,  y  como  eje  OX  el  diámetro 
OP,  las  coordenadas  de  A  son  (5cosé,  5sint),  y  las  de  P(3,0).  Luego  AP  =  y  =  1  ^  (*~  3).  La 

ecuación  de  la  recta  perpendicular  a  AP,  trazada  por  A  es:  y  -  5  sin t  =  -  ~  -  (x  -  5  cosí),  es  decir: 

5y  sin  t  +  (5  eos  í  -  3  )x  +  15  eos  t  -  25  =  0.  Derivando  respecto  a  í:  5y  eos  t  -  5x  sin  t  -  1 5  sin  t  =  0,  es  decir: 

ycosí-xsiní- 3siní  =  0.  Resolviendo  el  sistema,  se  tiene:  cosí  =  +  ,  siní  =  ,  .  Luego: 

?  3x  +  25  3x  +  25 

(5x  +  15)2  +  25y2  =  (3x  +  25)2,  o  bien:  =  L 

z5  16 

I  62-  El  centro  de  una  circunferencia  variable  se  mueve  sobre  OX.  Hallar  la  relación  entre  la  abscisa  del 

2 

centro  y  el  radio,  para  que  la  envolvente  sea:  Io)  y  =  mx.  2o)  2L-  +  =  1.  3o)  v2  =  2 px. 

"  a1  bz 

Solución:  Io)  Siendo  (2,0)  las  coordenadas  del  centro  y  R  el  radio,  la  ecuación  de  la  circunferencia  es: 
(x  -  A)2  +  y2  -  R2  =0.  La  intersección  conjy  =  mx,  es:  x2(l  +  m2)  -  22x  +  A2  -  R2  =  0.  Obligando  a  que 
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tenga  una  raíz  doble,  se  tiene  la  relación  pedida:  m2X2  -R2(  1  +m 2)  =  0.  2o)  Procediendo  de  forma 

2 

análoga,  la  ecuación  de  la  intersección  de  la  circunferencia  con  la  elipse  +  4—  -1=0,  viene  dada 

a~  b 

por:  x2(a2  -  ó2)  -2 a2Xx-R2a2  +  a2b 2  +  u222  =  0.  Obligando  a  que  tenga  una  raíz  doble,  se  tiene  la 
relación  pedida:  b2X2  +  ( R 2  -  b2)(a2  -  b2)  =  0.  3o)  De  la  misma  forma,  la  ecuación  de  la  intersección  de 
la  circunferencia  con  y2  -2 px  =  0,  es:  x2  +2x(p-  A)  +  X2  -  R2  =  0.  Obligando  a  que  tenga  una  raíz 
doble,  se  tiene  la  relación  pedida:  2 pX  -  R2  -p2  =  0. 


I  63-  Hallar  la  envolvente  de  las  normales  a  la  parábola  y2  =  2 px. 

Solución:  Sea  ( a,b )  un  punto  de  la  parábola.  La  pendiente  de  la  tangente  en  él,  viene  dada  por:  yy'  =  p, 


y'  =  y.  Y  la  de  la  normal:  -jy-  =  —jy~.  La  ecuación  de  la  normal  es:  y-b  =  -jy-ix-a),  de  donde: 


-y  _  -b 


_  -b 


ui  -j  2 

py  +  b(x-p )  =  4^-.  Derivando  respecto  al  parámetro  b,  se  tiene:  x-p-  -4^- 

9p2y2 


=  0,  b2  = 


2p  (x  p) 


Luego:  py  +  b(x  -  p)  = 


b2p(x  -p) 


b  = 


3 py 


Por  tanto: 


2 pix-p) 


con  lo  que  se 


6p  2(p  -x)  4 ip-x)2  3 

tiene:  21py2  -  8 (x-p)3  =  0.  En  el  siguiente  dibujo  se  ha  representado  la  envolvente,  y  en  línea  fina  la 
parábola  dada,  para  p  =  1. 


Nota:  Esta  ecuación  coincide  con  la  de  la  evoluta  de  la  parábola  y2  =  2 px,  porque  la  envolvente  de  las 
normales  de  una  curva  es  su  evoluta  (ver  problema  I  47). 

I  64-  Hallar  la  envolvente  de  los  lados  de  un  ángulo  OMT  de  magnitud  constante,  cuyo  vértice  M  se  mueve 
sobre  la  recta  AB,  y  cuyo  lado  OM  pasa  por  el  origen  O. 

Solución: 


Tomando  como  ejes  la  recta  AB  y  su  perpendicular  por  O,  se  tiene:  0(0,  X),  M(a,  0),  OM  =  -4-  +  =  1. 

La  pendiente  de  la  recta  OM  es  ni\  =  y  la  de  la  recta  MT  es  m2,  verificándose  que:  -¡^4 — _  y 

a  \+m\ni2 

de  donde:  m2  =  y.+  .  La  ecuación  de  MT  es:  y  =  f ,+  (x  -  a).  Derivándola  respecto  a  a,  se  tiene: 

kX  -  a 

a  =  — — ^ - •  Sustituyendo  este  valor  en  la  ecuación  de  MT,  se  obtiene  la  envolvente: 

k2x2  +  2 kxy  +y2  +  2 kXx  -  22(1  +  2 k2)y  +  X2  =  0.  Se  trata  de  una  parábola  cuyo  eje  es:  kx  +y  -  X  =  0,  y 
^vértice  (^iL.^-j-). 

I  65-  Se  dispara  un  proyectil  con  velocidad  inicial  vo,  con  un  cañón  que  forma  un  ángulo  9  con  el  plano 
horizontal.  Probar  que  la  envolvente  de  estas  trayectorias,  al  variar  9  en  un  plano  vertical,  es  una  parábola. 
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Solución:  Las  ecuaciones  del  movimiento  del  proyectil,  son:  x  =  voicos0,y  =  voisint?  -  yaí2,  siendo  a 

la  aceleración  de  la  gravedad.  Eliminando  t,  se  tiene:  (1  +  cos2Q)vly -vlxsmlQ  -  ax1  =  0.  Derivando 
respecto  a  9,  e  igualando  a  cero,  se  tiene:  tan2@  =  -yV  Sustituyendo  este  valor  y  operando,  se  tiene  la 

ecuación  de  la  envolvente:  a2x2  -  2av\y  -  v4  =  0,  que  es  una  parábola. 


I  66-  Hallar  la  ecuación  cartesiana  en  paramétricas,  de  la  curva  de  ecuación  intrínseca  R  =  s. 

Solución:  Como  R  =  -y-,  se  tiene  que:  -y-  =  s,  y-  =  d6.  Integrando:  lns  =  9,  s  =  ee.  Diferenciando: 
au  au  ** 

ds  =  eed6.  Como:  x  =  j"cos6Ws,  y  =  Jsin(L/s,  se  tiene  que:  x  =  \eecos0d0  =  y<?e(sin0  +  cos@), 

L~0( 

2 


y 


=  \eesm9d9  =  y<?e(sin0  -  cos@).  O  bien:  x  =  y [sin(lns)  +  cos(lns)],y  =  y  [sin(ln.v)  -  cos(lns)]. 


I  67-  Deducir  la  ecuación  intrínseca  de  la  catenaria  y  =  +  e 


n 


Solución:  La  ecuación  de  la  catenaria  en  paramétricas,  es:  y  =  acoshí,  x  =  at.  Diferenciando: 

dy  =  a  sinh  tdt,  dx  =  adt.  Luego,  ds  =  Jx12  +y'2  =  acosht.  Integrando,  se  tiene:  s  =  asinhí.  Por  tanto, 


*-  (1+f2)l  -  -  acoslA  - 


y  xy  -x  y  a2cosht 

Luego  la  ecuación  intrínseca  es:  Ra  =  a2  +  s2.  (Ver  problema  I  51) 


t  =  a(  1  +  sinfrt)  =  o^l  +  =  a  + 


si 

a 


I  68-  Por  los  puntos  de  la  parábola  y2  =  4x  -  1 ,  se  trazan  tangentes  a  la  elipse  -Vr-  +  yj-  =  1 .  Hallar  la 

a-  b2 

envolvente  de  las  cuerdas  que  unen  los  puntos  de  contacto.  Esta  envolvente  se  llama  figura  polar  de  la 
parábola  respecto  a  la  elipse. 

Solución:  Sea  (a,  ¡5)  el  punto  de  la  parábola,  es  decir:  (32  =  4a  -  1.  Las  cuerdas  definidas  por  los  puntos 
de  tangencia,  son:  a2b2x  +  (32 a2y  -  2 a2b2  =  0.  Sustituyendo  el  valor  de  a  en  función  de  (3,  se  tiene: 


(/ 3 2  +  1  )b2x  +  4 (3a2y  -  4a2b 2  =  0.  Derivando  respecto  a  (3  e  igualando  a  cero,  se  tiene:  (3  = 


T  f  4 a4 y2 

Luego:  I  —  2 


4x2 


2  a2 y 


-2  a2y 
b2x 


1  )ú2x-4  ,  a2y  -  4a2b2  =  0.  De  donde  operando,  la  ecuación  pedida  es: 

b  x 

b4x2  -  4aAy2  =  4a2Mx. 


I  69-  Hallar  la  envolvente  de  las  circunferencias  (x  -  a)2  +y2  =  4 ak,  siendo  k  una  constante. 

Solución:  f  =  (x  -  a)2  +y2  -  4ak  =  0,  fa  =  -2(x  -  a)  -  4k  =  0.  Luego:  a  =  x  +  2k.  Sustituyendo  y 

operando,  se  tiene  la  ecuación  pedida:  y2  =  4 kx  +  4 k2. 

I  70-  Se  da  z  =  -i-,  siendo  d  la  distancia  de  M(x,y )  a  0(0,0).  Hallar  las  derivadas  primera  y  segunda  de  z, 
según  la  dirección  perpendicular  a  OM  y  en  el  sentido  de  la  figura. 

Solución: 


Se  tiene  que:  z  =  -L  =  ,  1  ,  .  Sus  derivadas  parciales  son:  z'x  =  z'y  =  y— ^ 

=2 _ 8x2  y  =  8xy  _  -2  ^ 

i  "  rv 


(x2  +y2)2 


(x2  +y2y 


a 

Zv2  = 


(x2+y2)"  (x2+y2)~ 


Como:  cosa  = 


-y 


(x2  +  y2 ) 


2  \ 2  ’  y 


II 

Z  2  = 


cos/I  = 


X 


(x2  +y2)  (x2  +y2) 

o 

,  la  derivada  primera  es:  °z  =  z'x cosa  +  z'  eos  B  = 

OlnS ) 


Jx2  +  y2  Jx2  +y2  °^,p) 

A'Al  =  0,  y  la  segunda  es:  z  =  z"2  cos2a  +  2z"  eos  a  eos  jl  +  z"2  eos2/!  = 


(x2  +y2)  2  (x2  +y2)  2 


ó2 

°(a,« 
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-2 y2  8 x2y2  1 6x2y2  2x2  8 x2y2  _  _2  _  -2 

(x2  +y2)2  (x2+y2)4  (x2  +y2)4  (x2  +  y2 ) 4  (x2+y2)4  (x2+y2)2  dA 


I  71-  Hallar  la  envolvente  de  la  recta  mx  +  ny  =  1,  siendo  (m  -  1  )3  -  n2  =  0. 


Solución:  Derivando  ambas  ecuaciones  respecto  a  m:  x  +  n 

n,  =  ^_=  ■  Operando:  m  -  1  =  n  = 

ecuación  de  la  recta,  se  tiene  la  envolvente:  4x3  +  27xy2  -  27 y2  = 
envolvente. 


’y  =  0,  3 {m  -  l)2  -  2 nn'  =  0.  Luego 
Introduciendo  estos  valores  en  la 
0.  En  el  dibujo  se  ha  representado  la 


I  72-  Hallar  la  curvatura  C  y  el  radio  de  curvatura  R ,  de  la  curva  y  =  a  árceos 
de  abscisa x  =  y. 


a  -x 
a 


J2ax  -  x2 ,  en  el  punto 


Solución:  Derivando  la  ecuación  dada  y  particularizando  para  el  punto  de  abscisa  y,  se  tiene  que: 


y  = 


C  = 


a  -  x 


J ~  (g-xT  J2ax~- 

1  y"  y¡2ax 


yl2ax  - . 


jH-  y"  = 
i  ’  y 


ax 


(2 ax  -  x2 )  2 
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9  a 


obteniéndose: 


R 


(i  +y2) 2 


.  =  -r¡— .  La  curvatura  es  C  =  ^r— ,  y  el  radio  de  curvatura  es  R  =  2a. 

4  ax  2a  2a 


2-2.2. 

173-  Hallar  la  curvatura  C  y  el  radio  de  curvatura  R,  de  la  hipocicloide  x  2  +y  3  =  a  3 


Z  Z  \  2  _ V  3 

Solución:  Como  y  =  (  a  2  -x  2  )  ,  derivando  se  tiene  que:  y'  =  — ,  y"  = 


a  3 


C  = 


y 


R 


(1  +/2)  2 


3  }¡axy 


.  Por  tanto,  la  curvatura  es  C  = 


_L  ’  ■ 
X  3 

1 


4_  2_ 

3x  3  y  3 


De  donde: 


■,  y  el  radio  de  curvatura  es 


R  =  3  7 ~axy . 


2 

I  74-  Hallar  la  curvatura  C  y  el  radio  de  curvatura  R ,  de  la  elipse  ■£—  +  . 

a~  b 

7  2  7  4 

Solución:  Como  b2x2  +  a2y2  -  a2b2  =  0,  derivando  se  tiene  que:  y1  =  ,  x  ,  y"  =  ~r  ,  .  Luego 

ay 

1  V"  — /74/)4  — /74/)4 

C  =  y  =  - z - y  =  - ^ - y.  Por  tanto,  la  curvatura  es  C  =  - - y,  y  el  radio 

(l+y2)T  ( fly  +  ¿4x2)T  (. 34y  +  Mx2)T 

,  -(u4y  +  ¿4x2 ) 2 

de  curvatura  es  a  =  - - — — - . 


I  75-  Dada  la  curva  y  =  sinx,  determinar  los  puntos  en  los  que  el  radio  de  curvatura  7?  es  máximo  o  mínimo. 


Solución:  Como:  y'  =  cosx,  y"  =  -  sinx,  R  = 


(1  +y'2)  2  -(1  +  cos2x)  2 


y 


sinx 


Igualando  a  cero  la 


primera  derivada:  R'  = 


cosx(l  +  cos2x)  2  (3  sin2x  +  1  +  cos2x) 


sin2x 


=  0,  y  como  las  raíces  de 
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(1  +  eosI 2*)  2  (3sin2x  +  1  +  cos2x)  =  0,  son  imaginarias,  las  raíces  válidas  corresponden  a  cosx  =  0,  es 
decir:  x  =  2 kn  ±  y.  Para  x  =  2 kn  +  y,  R"  <  0,  luego  los  puntos  de  coordenadas  (ikn  +  y,l^, 
corresponden  a  un  máximo  de  R.  Para  x  =  2kn-^~,  R"  >0,  luego  los  puntos  de  coordenadas 
{ikn  +  y  ,-l  J,  corresponden  a  un  mínimo  de  R.  (Nota:  Para  x  =  kn,R  =  co). 


2 

I  76-  Hallar  en  los  vértices  de  la  elipse  2y  +  =  1,  las  coordenadas  del  centro  de  curvatura  y  el  radio  de 


curvatura. 


Solución:  y  =  yr  -Ja2  -  x2 ,  y'  = 


a 1  b2 


a  Ja  2  -  x 2 


- — — — .  Introduciendo  estos  valores  en  las 

(a2  -x2)  2 


1  +  y'2  1  y 12 

fórmulas  de  las  coordenadas  a,  ¡5  del  centro  de  curvatura  ( a=x-y ' - j¡- — ,  ¡5  =  y  H - 2 — )5 

particularizados  para  los  vértices  (±a,0)  y  (0,±¿>),  se  obtienen  los  cuatro  conjuntos  de  coordenadas: 


a2  -  Ir 


-,o)  y  (c 


b2  -  a 2 


Siendo  la  fórmula  del  radio  de  curvatura  R  = 


(1  +  /2)  2 


se  obtienen 


ó2  n~ 

los  siguientes  valores:  para  los  vértices  (±a,0),  y  y-  para  los  vértices  (0,±¿>). 


I  77-  Dada  la  curva  y  =  sinx,  hallar  la  parábola  osculadora  y  =  Ax2  +  Bx  +  C,  en  el  punto  de  abscisa  x  =  . 

o 


Solución:  Para  x  =  -|-,  y  =  y,  verificándose  que:  +  C  =  y.  Derivando 

rr 

particularizando  e  igualando  las  derivadas  de  ambas  curvas,  se  tiene:  y'  =  2ri^-|-^  +  B  =  eos  y  =  -y— , 

y"  =  2A  =  -sin^  =  Resolviendo  el  sistema  de  las  tres  ecuaciones  con  tres  incógnitas,  se  obtiene: 
o  2 


A  _  —  1  D  _  6-72  +  ^  ^  _ 

4’  12  ’ 


12-\2y[2n -n2 


.  Por  tanto,  la  ecuación  de  la  parábola  osculadora  es: 


_r2  6  J2  +  n 

y  =  ^r  +  — —x- 


72-1273  n-n2 


I  78-  Hallar  la  evoluta  de  la  cardioide  p  =  a(  1  +  cos0). 

Solución:  Derivando:  p’  =  -asinO,  p"  = -acosO.  Por  tanto,  p2  +  p'2  =  2a2(l  +  cos0), 

p2  +  2 p'2  -  pp"  =  3a2 (1  +  eos 9).  Las  coordenadas  del  centro  de  curvatura  son: 

2  <2 

x  =  pcosO - 2  ^  - —  (p'  sin0  +  PCOS0)  =  y  (cos@  +  2  -  cos2@), 

y  =  psin0 - 2  +2^  pp"  (P  cos^  _  psin0)  =  y  sin0(l  -  cos0). 

Trasladando  el  origen  de  coordenadas  a  se  tienen  las  coordenadas:  x  =  y(l  -cos0)cos@, 

>»  =  y(  1  -cos@)sin0,  que  son  las  ecuaciones  paramétricas  de  la  evoluta.  Pasando  a  polares,  se  tiene: 

p2  =  y— (1  -  cos0)2,  es  decir:  p  =  ±y  (1  -  cos0),  que  es  otra  cardioide,  homotética  con  la  dada  y  girada 
180°.  En  el  dibujo  se  ha  representado  la  evoluta,  y  en  línea  fina  la  cardioide  dada,  para  a  =  1 . 
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I  79-  Hallar  la  curva  tal  que,  siendo  R  el  radio  de  curvatura,  se  tiene  R1  =  p2  +  p'2 

+: - d2  _  (p2+P~)  _  „2  ,  „/2  a —  a„.  „2  , 


Solución:  Se  tiene:  R2  = 


ü P2  +  2p’2-pp"Y 


p'1 .  De  donde:  p2  +  p'2  =  ±(p2  +  2 p'2  -  pp"). 


Io)  Haciendo:  p2  +  p'2  =  p2  +  2p'2  -  pp" ,  se  tiene:  pp"  =  p'2,  -^-7-  =  lnp'  =  lnp.  -  =  a, 

p  P  P 

ln  p  =  <70  +  b,  p  =  e“e+b,  que  son  espirales  logarítmicas.  Otra  solución  para  a  =  0,  corresponde  a  la 
circunferencia  p  =  k.  2o)  Haciendo:  p2  +  p'2  =  -p2  -  2p'2  +  pp",  se  tiene:  2 p2  +  3p'2  -  pp"  =  0.  Luego: 


-  ^-p-  =  0.  De  donde:  2 


=  0,  es  decir: 


=  2  1 


.  Por  tanto: 


a  —y  _/ 

J - ^  ,2  =  2í/P.  Integrando,  se  tiene:  arctan-^-  =  2(0  -0O).  Luego:  =  tan2(0-0o).  Integrando: 


lnp  =  -3-  ln  cos2(0  -  90)  •  C.  Luego:  p2  = 


Girando  los  ejes  el  ángulo  90,  se  tiene: 


2  cos2(c7  —  0o) 

p2  =  COg2g  ’  clue  es  una  hipérbola  equilátera  cuya  ecuación  cartesiana  es:  x2  -y2  =  C. 

I  80-  Calcular  en  ejes  oblicuos  de  ángulo  9,  las  coordenadas  (a,  ¡3)  del  centro  de  curvatura  y  la  expresión  del 
radio  de  curvatura  para  curvas  explícitas;;  =  J[x). 

n  n  ,  yjsinP  i,  y'¡  sin0 

x  /-»  h  í/^t  r\  •  Vintidn1  d  —  11.  Pin  P  v  —  -v-  .  1  n  .  oap  P  -i?  —  _ ' _ I _  11  —  _ l _ ± _  co  tionr»  n  11  o  ■ 


Solución:  Siendo:  y  =  y\  sin0,  x  =  xi  +y¡  eos 9,  y'  =  — - ,  y"  =  - — - 7 

1+jqcosP  (1  +y\  cos0)~ 

D_  (1  +  y'2)T  _  (1  +  yf  +  2yj  cos0)  2  _  1  +y'2  _  (yj  +  cos0)(l  +  2 

R  ~  Ti  —  T  :  Ti  ’  ®  —  22  Ti  L  —  1  T  :  - 

y  y  i  sm0  y  yx  sin' 

( 1  +  y  \  eos  9 )  ( 1  +  2y  j  eos  9  +  y 12 ) 

P  =  y  1  +  - n  ■  TS - - — ■ 

yx  sin-0 


=  - — - r-,  se  tiene  que: 

(1  +y\  cos0)~ 

( y\  +  cos0)(l  +  2 y\  eos 9  +  y'2) 
y"  sin20 


181-  Hallar  el  radio  de  curvatura  de  las  cónicas  en  sus  expresiones  canónicas. 


Solución:  Para  la  elipse:  R  =  -a2b2[  4L-  +  1  .  Para  la  hipérbola:  R  =  a2b2[  ^-r  +  Xj- 


-  r,2U2  X 


parábola:  R  = 


(p2  +y2) 2 


Para  la 


I  82-  En  una  curva  C  se  toma  un  punto  O  ordinario  y  se  define  como  eje  OX  la  tangente  en  O,  y  como  eje  OY 
la  normal  en  O.  Se  supone  que  las  coordenadas  en  un  punto  M  de  la  curva  se  pueden  desarrollar  en  serie 
entera  de  las  potencias  del  arco  OM  =  s.  Se  pide  expresar  los  primeros  términos  (hasta  el  término  en  s4) 
de  las  series  consideradas,  en  función  de  los  valores  R ,  R',  R"...,  que  toman  en  el  punto  O,  el  radio  de 
curvatura  y  sus  sucesivas  derivadas  respecto  a  s. 

Solución:  El  desarrollo  de  T(s)  en  serie  indefinida  de  Mac-Laurin,  según  potencias  del  arco  s,  es: 

T(s)  =  ~r  (0)  +5  •  r'( 0)  +  -|yr"(0)  +  ^-r'"(0)  +  -4-j-r(4)(0)  +  0(s4).  Calculando  las  sucesivas  derivadas 
de  T(s),  utilizando  las  fórmulas  de  Frenet  aplicadas  a  las  curvas  planas,  la  serie  anterior  se  transforma  en: 


T  ,  S  >Í0 


r=s-t o  +  ^r^  +  ^r  ~  ^ 


-t0  R0 


3!  V  ^5 


4!  V  R 


3 R'  -  ,  RR"  -  2 R'2  -  1  =- 
-rrrt  o  + - ^ - «o 


54(0).  Pasando  esta 


serie  a  cartesianas:  x  =  s  - 


^4(0)  y  =  —  JúiL  +  (RR"-2R'2-Ds4 

2  R  6  R2  24 R3 


A  0). 


I  83-  Los  extremos  M  y  M'  de  un  segmento  de  longitud  variable  MM'  =  L,  describen  las  curvas  C  y  C' 
situadas  en  un  mismo  plano.  Se  trazan  las  tangentes  MT  y  M'T'  en  sentidos  positivos  elegidos 
arbitrariamente  sobre  las  curvas.  Se  designan  por  s  y  s'  las  abscisas  curvilíneas  de  los  puntos  My  M',  por 
9  el  ángulo  que  forman  las  direcciones  MT  y  MM' ,  y  por  9'  el  que  forman  las  direcciones  M'T'  y  M'M. 
Demostrar  que  dL  =  -ds  eos  9  -  ds'  eos 9' . 


306 


Solución: 


Sean:  M(x,y),  M'(x',y'),  L2  =  (x -x')2  +  (y -y'Y,  LdL  =  (x  - x' ) {dx  -  dx' )  + 


J\ 2 


+(y -y')(dy  -  dy1),  dL  =  A  A  ( dx  -  dx ') 


L 


{dy  -  dy').  Los  cosenos  directores  de  la  recta  MM', 


son:  |  A  ^  ^  y  los  correspondientes  a  la  tangente  MT  son:  J.  Luego  se  tiene  que: 

eos#  =  -(  —  ~ A  cos0'  =  x ~ A  ^  (como  9  y  6'  están  en  sentido 


L  ds 


L  ds 


L  ds' 


L  ds' 


contrario,  uno  de  ellos  ha  de  ser  negativo,  por  ejemplo  9).  Por  tanto:  -ds eos 9  = 


x-x 

L 


dx 


y-y 

L 


dy, 


ds' eos  9'  = 


x-x 

L 


dx' 


y-y 

L 


dy' .  Restando  ambas  igualdades,  queda  demostrada  la  proposición  del 


enunciado:  -ds eos  9  -  ds'  eos  9'  = 


i  _  x-x 


L 


(dx  -  dx') 


y-y 

L 


{dy  -  dy')  =  dL. 


184-  Puesta  la  ecuación  de  las  curvas  cicloidales  en  la  forma  ^  =  (1  +  «)cos0  -  cos(«  +  1)0, 

v  R  K 

=  (1  +  n)  sm0  -  sin(/2  +  1  )9,  siendo  n  =  hallar  su  evoluta. 

K  K  i 

Solución:  Obteniendo  las  derivadas  primera  y  segunda  de  las  ecuaciones  paramétricas  dadas,  se  tiene: 

v'  v"  7 

=  -(1  +  n)  sin0  +  {n  +  1 )  sin(n  +  1)0,  =  -(1  +  n)  eos 9  +  {n  +  1 )  cos(«  +  1  )9, 

■  3 


=  (1  +  n)cos9  -  {n  +  l)cos(/i  +  1)0,  =  -(1  +  n)sin0  +  {n  +  l)2sin(n  +  1)0. 

iY  12  '2  ^  /  ¡i  1  a 

Luego  se  obtiene:  A  =  2{n  +  1  )2(1  -  cos«0),  -  —  ^ X  =  \_{n  +  l)2  +  {n  +  l)3  ](1  -  cos«0), 

-| -  y1^  o 

— 7—7. — ,  „  =  — ^tt.  Introduciendo  estos  valores  en  las  coordenadas  del  centro  de  curvatura 
xy  -y  x  n  +  2 

y'{x'2+y'2)  .  x'{x'2+y'2)  .  .  ,  .  .  , 

a=x-^~r-r, — —n~,  p  =  y  h - — — tit^  se  Penen  las  ecuaciones  parametncas  de  la  evoluta: 


y  _ 


x'y"  —y'x" 


x'y" —y'x" 


sin(n  +  1  )0 


.  En  el  dibujo 


I  85-  Sobre  una  curva  tangente  en  el  origen  O  al  eje  X,  se  toma  un  punto  M  infinitamente  próximo  a  O,  y 
sobre  OX  se  toma  OP  =arco  OM.  La  recta  MP  corta  a  OY  en  el  punto  C.  Demostrar  que  cuando  M  tiende 
a  O ,  el  punto  C  tiene  una  posición  límite  tal  que  OC  vale  tres  veces  la  ordenada  del  centro  de  curvatura  en 
O  de  la  curva  dada. 


Solución:  Sean:  P{s,  0),  C{ 0,(3),  CP  =  ^  ^  =  1,  m(s - 7-^-,  -wre 

\  6  R  2R 


s  - 


pasa  por  M,  se  tiene: 


6  R2 


s 

2  R 

P 


P  ’  V  6  R2 

=  1.  Operando:  ¡3  =  3 R. 


(ver  problema  I  82).  Como  CP 
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I  86-  Se  considera  la  curva  p  =  2a  eos 9.  Desde  el  origen  O  se  bajan  las  perpendiculares  a  todas  sus  tangentes. 
El  lugar  geométrico  de  los  pies  es  la  podaría,  sobre  la  que  se  opera  como  sobre  la  curva  dada.  Se  continúa 
así,  obteniéndose  la  serie  de  podarías  de  la  curva  dada  respecto  de  O.  Io)  Hallar  la  ecuación  de  la  «-sima 
podaria.2°)  Hallar  la  diferencial  de  arco  de  la  «-sima  podaría  en  función  de  «  y  9,  y  la  longitud  que 
corresponde  a  0  <  9  <  y. 

Solución: 


Io)  Sea  A(p,9 )  un  punto  de  la  curva,  siendo  AP  la  tangente  en  A.  Sea  P(p\,9\)  un  punto  de  la  primera 

podaría.  Por  tanto,  se  tiene:  tan  V  =  -A-  =  eos  9  _  _cotg  y=Q_2L+]iK  =  2L  +  q  _  q  29  =  9\, 
r  p  -2asm9  2  2 


9 1  =  y-  Luego:  pi  =  pcos(6fi  -9)  =  pcos9  =  2a eos2 -y-.  Procediendo  de  la  misma  fomia  para  la 

Z  9  ^9 

segunda  podaría:  tanF  =  -coty-,  V  =  y  +  02  -  9i,  con  lo  que:  p 2  =  2acos3y-,  obteniéndose  así  las 

2  2  ó  .  a 

sucesivas  podarías,  deduciéndose  que  la  ecuación  de  la  «-sima  podaría,  es:  p  =  2acos"+1  — -.  2o)  Como 


9 1 


=  2a(p2  +  p'2)  2  =  2ucos'! 
ctU 


9 


n  +  1 


9 


Luego,  s  =  \  2  2a  eos"  — 2—r 
b  J  o  « +  1 


«  +  1 
d9  =  a(n  +  1 ) 


se  tiene  que  la  diferencial  de  arco  es:  ds  =  2a  eos" — s—rd9. 
M  «  +  1 


[1 

Si  «  es  par,  5  =  — 


.  («  +  1  )]“tt  a 


es  impar,  s  = 


[1  *3  •...(«  +  1  )]22a 

(«  +  !)! 


.(yi) 


(«  +  1 ) ! 


.  Si  n 


I  87-  Sean  My  M'  dos  puntos  infinitamente  próximos  de  una  curva  plana,  y  sea  d  la  distancia  del  punto  M'  a 
una  recta  R  que  pasa  por  M.  Se  toma  como  infinitamente  pequeño  principal,  la  distancia  MM',  y  se  pide 
discutir  el  orden  de  d. 


Solución:  Sean  las  coordenadas  de  los  dos  puntos:  M[x,f{x)],  M'[x  +  hj{x  +  h)].  La  ecuación  de  la  recta 
R  es:  Y -  f(x)  =  m(X-x).  Por  tanto,  la  distancia  d  entre  el  punto  M'  y  la  recta  R,  viene  dada  por: 
d  =  m(x  +  h) -f[x  +  h)  -  mx  +J[x)  =  mh  -  \j{x)  +  hf  {x)+... -Jjx)]  ~  h(m  f x )  Luggo  g,  orden  dg 

Jm2  +  1  Jm2 +  1  Jm2  +  1 

d  es  el  mismo  que  el  de  h,  a  no  ser  que  la  tangente  en  M  sea  paralela  a  OY,  es  decir  m  -*■  00,  en  cuyo  caso 
se  procedería  de  forma  similar  con  x  =  g(y).  Si  m  ±  fx,  d  es  de  Io  orden.  Si  m  =fx,  d  es  del  orden  de  la 
primera  derivada  que  no  se  anule  en  el  punto  M1. 


I  88-  Se  da  una  curva  cerrada  de  longitud  s.  Sobre  las  normales  y  hacia  fuera,  se  toman  longitudes  constantes 
iguales  a  L.  Encontrar  el  área  comprendida  entre  la  curva  dada  y  la  así  formada. 

Solución: 


Sea  AC  un  arco  de  la  curva  dada,  de  longitud  ds.  Sean  AB  y  CD  las  normales  trazadas  en  A  y  C.  Sea  CB' 
paralela  a  AB.  La  curva  formada  es  BB'D.  La  superficie  de  la  corona  ABDC  es  igual  a  la  superficie  del 
trapecio  curvilíneo  ABB'C,  más  la  del  triángulo  curvilíneo  B'CD.  Como  SABB'C  -  A C  •  L  =  ds  •  L,  y 

Sb'cd  -  -^L2da,  se  tiene  que  la  superficie  pedida  es:  =  L  •  5  +  yL2  da  = 

=  L{s  +  nL). 
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I  89-  Se  traza  la  tangente  en  un  punto  M  de  la  curva  y  =  /(x),  y  una  serie  de  cuerdas  NP,  paralelas  a  la 
tangente.  El  lugar  geométrico  de  los  puntos  medios  R  de  las  cuerdas,  es  una  curva  que  pasa  por  M.  Hallar 
el  coeficiente  angular  de  la  nueva  curva  en  el  punto  M. 

Solución: 


Sean  las  coordenadas:  M(x,y),  N[x  +  h,J[x  +  h)],  P[x  +  kj{x  +  k)],  R  x 


,  R[: 


h  +  k  ./O  +  h)  +/(x  +  k) 


2 

k  +  h 


2 

k 3  -  h 3 


Aplicando  la  fórmula  de  Taylor,  se  tiene:  /  =  —  +  ^ +  ^  =/+  Kt,nf  ■  , 

k  —  n  21  ( k  —  h)3\ 

Luego:  [k  +  h)f +  {k2 +  kh  +  h2)^- +...=  0.  Si  k  -*■  h,  se  tiene  que:  2f'  +  hf"  =  0.  De  donde: 
-2  f 

h  =  — jfj— .  El  coeficiente  angular  de  la  tangente  buscada  es  el  límite  del  coeficiente  angular  de  MR , 

fjx  +  h)  +f[x  +  k) 


cuando  h  y  k  tienden  a  cero.  Por  tanto:  m  = 
Ax  +  h) -j{x)  _  ¿  h 


x+A±Jl-x 


=  /  + 


k2  +  h 2 


2  (k+h) 


-f 


Al  tender 


k  ->■  h,  m  = 


h 


=  f  +  ff  ••••  / 


I  90-  Encontrar  una  curva  semejante  a  su  evoluta,  siendo  el  origen  O  el  polo  doble. 
Solución: 


Sea  T  i  la  evoluta  de  T.  Sea  M  un  punto  de  T,  y  sea  T  su  tangente  en  M.  Sea  M\  el  punto  de  T  ¡  situado 
sobre  la  normal  7j  de  T  en  M.  Por  tanto,  T\  es  la  tangente  de  T ¡.en  M\.  Las  tangentes  T  y  Ti  son 
perpendiculares,  y  como  T  y  Ti  son  semejantes  siendo  O  el  polo  de  semejanza,  se  tiene  que: 
OMT  =  V  =  OM\T\  =  Vi,  por  lo  que  MOM\  =  90°.  Luego  tanFi  =  Como  tanF  =  se 


tiene  que  p1  =  p\.  Por  semejanza  se  tiene  que:  pi  =  kp.  Luego:  p'  =  kp,  =  kp,  =  kdd. 

Clu  r 

Integrando:  lnp  =  kd  +  C¡,  p  =  Cek0,  que  es  una  espiral  logarítmica. 

191-  Hallar  el  radio  de  curvatura  en  el  origen,  de  la  curva  x2  +  2 axy  +  by 2  +  2 cy  =  0. 

Solución:  Derivando:  2x  +  2ay  +  2axy'  +2 byy'  +2 cy'  =  0,  de  donde  y'(0)  =  0.  Volviendo  a  derivar: 

2  +  2 ay'  +  2 ay'  +  2 axy'1  +  2 by'2  +  2 byy"  +  2 cy"  =  0.  De  donde y'(0)  =  yj-.  Luego,  R  = 


1 

-1 

c 


=  c. 


I  92-  Hallar  el  área  engendrada  por  la  revolución  de  la  tractriz  alrededor  del  eje  X. 


Solución:  Las  ecuaciones  paramétricas  de  la  tractriz  (evolvente  de  la  catenaria),  son:  x  =  X  -  otanh 

Yí  i  A  sinh2  Á-  i 

.  Luego:  ds  = 


y  = 


cosh^ 


1 


1  - 


1 


cosh24 


sinh2  i 

u  dX  =  utanh  yjdX.  El  área  engendrada  es: 


2  7t  j  yds  =  Ana  J 


2 

sinh^- 

dX  =  Ana 


0  cosh2^ 


cosh^ 


cosh4^ 


=  4^-fl2. 


I  93-  Hallar  la  envolvente  de  x  +  my  +  3 m2  +  m3  =  0.  Calcular  el  área  comprendida  entre  la  envolvente  y  el 
eje  de  las  A,  y  la  longitud  del  arco  situado  encima  de  OX. 
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Solución:  Derivando  respecto  a  m:  y  +  6m  +  3m 2  =  0.  Luego  la  envolvente  en  paramétricas,  es: 

y  =  -6 m  -  3 m2,  x  =  2m3  +  3 m2.  Para  m  =  0,  la  curva  corta  a  los  ejes  coordenados  en  0(0,0),  siendo  su 
tangente  x  =  0.  Para  m  =  -2,  la  curva  corta  al  q]qXX  en  el  puntori(-4,0).  Para  m  =  -1,  la  curva  tiene  un 
punto  de  retroceso  en  2?(1,3).  La  curva  tiene  una  rama  parabólica  según  el  eje  de  abscisas.  El  dibujo  de  la 
curva  es  el  siguiente: 


El  área  pedida  es  la  comprendida  entre  la  envolvente  y  OX,  es  decir  el  triángulo  curvilíneo  OBAO,  cuya 


area  es: 


>:  J  o  ydx  =  (-6 m  -  3m2)(6m2  +  6 m)dm  =  - 1 8  (m4  +  3m3  +  2 m2)dm  =  La  longitud 

_2  _  ^ 

del  arco  OB,  es:  í  6(1  +  m)  J\  +  m2  dm  =  3  ln  — 1 — — 

3-2J2 


-2j2  +2  +  475  ^  9,07318. 


I  94-  Hallar  la  podaría  de  x3  +y3  =  1,  respecto  al  origen. 


Solución:  La  curva  pedida  es  el  lugar  geométrico  de  los  pies  de  las  perpendiculares  trazadas  desde  el 

origen  sobre  las  tangentes  a  la  curva  dada.  Derivando  la  ecuación  dada,  se  tiene:  3x2  +  3 y2y'  =  0, 
2  2 
y'  =  Luego  la  tangente  a  la  curva  en  el  punto  (a, (3)  de  la  curva,  es:  y- fi  =  --^-(x-a).  Como 

p 


,3 


y 

?3  _ 


aJ  +  P3  =  1,  la  tangente  es:  a2x  +  ¡32y  =  1,  y  la  perpendicular  desde  el  origen  es:  fi2x-a2y  =  0.  Los 


cuadrados  de  las  coordenadas  del  punto  de  intersección,  son:  a2  = 


x 


,  ,  ,  B2  =  — r-.  Sustituyendo 

x2  +  y2  x2  +y2 

3  3 


estos  valores  en  la  ecuación  de  la  curva,  se  tiene  la  ecuación  pedida: 


x 


x2  +y2 


y 


x2  +y2 


=  1, 


es  decir:  (x2  +y2)  2  =  x  2  +y  2  ,  o  bien  en  polares:  p  = 


(pcosO)  2  +  (psin@)  2 


.  En  el  dibujo 


siguiente  se  ha  representado  la  podaría  en  línea  gruesa,  y  en  línea  fina  la  curva  dada.  La  podaría  existe 
para  0o  <  0  <  90°.  Las  dos  curvas  coinciden  en  los  puntos  de  argumento  0o,  45°,  90°;  en  los  demás  puntos 
el  radio  de  la  podaría  es  mayor  que  el  de  la  curva  dada. 


195-  Hallar  las  podarías  respecto  al  origen,  de  las  curvas  (-§-)”  +  =  1-  Como  casos  particulares, 

hallar  las  podarías  de  la  elipse,  hipérbola  e  hipérbola  equilátera. 

Solución:  Siendo  {a,  ¡5)  un  punto  de  la  curva  dada,  se  tiene  que  la  tangente  en  dicho  punto  es: 


310 


_Um„m- 1  amB” 

y-  ¡5  =  (x-a).  La  perpendicular  trazada  sobre  la  tangente  desde  (0,0),  es:  y  = 


amP' 
siendo  (f )" 

bmy 


bma" 


=  1.  De  las  dos  primeras  ecuaciones,  se  deduce  que:  a  = 


P  = 


x 2  +  y2 


i 

m—í 


a"'x 
x2  +y 2 


.  Sustituidos  estos  valores  en  la  última  ecuación,  se  obtiene  la  ecuación  de  la  podaría: 


(ax)  »¡-¡  +  (by)  m- 1  =  (x2  +y2)  m .  Para  la  elipse,  m  =  2,  es  decir:  a2x 2  +  b2y 2  =  ( x 2  +y2)~.  Para  la 
hipérbola,  m  =  2,  sustituyéndose  b  por  bi,  es  decir:  a2x2  -  b2y2  =  ( x 2  +y 2)2.  Para  la  hipérbola  equilátera, 
b2  =  a2,  es  decir:  a2{x2  -y2)  =  (x2  +y2)2.  En  los  dibujos  siguientes  se  han  representado  para  las  tres 
cónicas  estudiadas,  sus  podarías  respecto  al  origen. 


Elipse,  a  =  2,  b  =  1 


Hipérbola,  a  =  2,b  =  1 


Hipérbola  equilátera,  a  =  b  =  1 

I  96-  Hallar  la  ecuación  cartesiana  de  la  curva  cuya  ecuación  intrínseca  es  Rs  =  -i-,  siendo  c  una  constante. 

Solución:  -jL  =  =  es,  dd  =  esds,  9  =  x  =  JcoséWs  =  J eos ^ ^ ds,  y  =  Jsin^L^^rfe.  La 

curva  es  una  clotoide  (espiral  de  Comu),  que  tiene  dos  puntos  asintóticos,  cuyas  coordenadas  son: 
x  =  y  =  ±  ,  y  que  tiene  en  el  origen  un  punto  de  inflexión  cuya  tangente  es  el  eje  de  abscisas. 
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jC 4/2+3 

(4«  +  3)  •  (2n+l)! 


j^-4«+l 

(4/i  +  l)  •  (2/i)!  ' 


I  97-  Hallar  la  ecuación  cartesiana  de  la  curva  cuya  ecuación  intrínseca  es  R2  =  a2  -  s2. 

dQ  =  Integrando,  se  tiene:  9  =  arcsin-|-.  Luego,  s  =  asiné?, 

Ja2  -  s2 

x  =  ^RcosOdO  =  a^QCos20d0  =  -^-(29  +  sin  29),  y  =  j^sintL/s  =  -^-(1  -cos26>),  que  son  las 
ecuaciones  paramétricas  de  la  cicloide.  En  el  dibujo  siguiente  se  ha  representado  esta  curva  para  a  =  4. 


Solución:  R  =  =  -Ja2  -  s2 

do 


I  98-  Hallar  la  curva  cuyo  radio  de  curvatura  en  cada  punto  sea  equivalente  al  radio  de  curvatura  de  la 
segunda  evoluta  en  el  punto  correspondiente  a  la  primera. 

Solución: 


La  curva  T  que  se  pide,  pasa  porH,  cuya  tangente  T  es:  xcosa  +  ysina  =  p.  El  radio  de  curvatura  es  AB. 
La  tangente  en  B  a  la  primera  evoluta  Y  i,  tiene  la  ecuación:  -xsina  +  ycosa  =  p'.  Por  C  pasa  la  segunda 
evoluta,  cuya  tangente  T2  es:  -veos a  -ysina  =  p",  siendo  su  radio  de  curvatura  CD.  La  ecuación  de  CD 
(que  es  r3),  es:  xsina  -ycosa  =  p1".  La  perpendicular  a  esta  recta,  trazada  desde  D,  es  T4,  cuya  ecuación 
es:  xcosa  +ysina  =  pIv.  Como  se  ve  en  la  figura,  y  según  el  sentido  de  AB  y  CD,  se  tiene: 
p  +p"  =  ~{p"  +  pn  ),  puesto  que  el  radio  de  curvatura  de  T,  que  es p  +  p" ,  es  equivalente  al  de  Y 2,  que  es 
p"  +  pIV,  teniendo  en  cuenta  los  signos  correspondientes.  Luego  pIV  +  2p"  +p  =  0.  La  ecuación 
característica  de  esta  ecuación  diferencial,  es:  r4  +  2 r2  +  1  =  0,  es  decir  (r2  +  l)2  =  0,  luego  tiene  dos 
raíces  dobles:  r  =  ±i.  Luego  se  tiene:  p  =  Hcosa  +5sina  +  a(Ccosa  +  Dsina)  =  xcosa  +ysina, 
(x-H)cosa  +  (y-5)sina  =  a(Ccosa  +  Dsina).  Llevando  los  ejes  a  (A,B),  se  tiene:  xcosa  +ysina  = 
=  a(Ccosa  +  Dsina).  Haciendo  ^  =  tanao,  se  tiene  que:  xcosa  +ysina  =  cos(a  -cío)  = 

=  Eacos(a  -  ao).  Girando  los  ejes  el  ángulo  a  o,  se  tiene  que:  xcos(a  -  ao)  +ysin(a  -  ao)  = 
=  Eacos(a  -  a  0).  Llamando  a  -  a  o  =  ¡3,  se  tiene:  xcos  [3  +ysin/I  =  =  E{¡5  +  a  o)cos/I.  Llevando  los  ejes 
a  (Eao,0),  se  tiene:  xcos/I  +ysin/I  =  E/3cos[3.  Derivando  esta  ecuación:  -xsin/I  +ycos(3  = 
=  Ecos/3 -Efisinfi.  De  donde  se  tiene  que:  x  =  E(/3- sin  /Icos  ¡3)  =  M-(2(3  -  sin2/I),  y  =  Ecos2/3  = 

p  2 

=  -y  (1  +  cos2 ¡3),  que  son  las  ecuaciones  paramétricas  de  la  cicloide. 

I  99-  Hallar  las  curvas  cuyas  tangentes  son  interceptadas  en  una  relación  constante,  por  una  circunferencia 
dada.  Es  decir,  siendo  P  y  Q  los  puntos  de  intersección  con  el  círculo,  y  M  el  punto  de  tangencia,  se  tiene 
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-tttt  =  k,  constante. 

MQ 

Solución:  Sea  la  ecuación  de  la  circunferencia:  x  =  RcosQ,  y  =  RsinO.  La  ecuación  de  la  tangente  a  las 
curvas  buscadas  es:  xcosa  +jsina  -p  =  0.  Los  puntos  de  intersección  P  y  Q,  vienen  dados  por 
R cosicosa  +  i?sin0sina  -p  =  0,  es  decir,  Rcos(a  -  0)  -p  =  0.  Sean  estos  puntos  de  intersección 
P(7? eos sin# i),  £>(i?cos02,i?sin02).  Como  la  derivada  de  la  tangente  es:  -xcosa  +  ycosa  - p1  =  0, 


se  tiene  que: 


MP  _  -i? eos 0i  cosa  +  i?sin0i  cosa  -p' 
MQ  -Rcos02cosa  +  i?sin02  cosa -p' 


=  k.  Luego, 


cos(a-0)  =  se  tiene  que: 
K 


i?sin(a  -  0i ) 
Rsin(a  -  02 ) 


=  k.  Como 


p  -  JR2  -p2 


=  k.  Luego  se  obtiene:  (k  -  \  )p'  =  (k  +  \  )  JR2  - á 


( k  integrando:  p  =  i? sin  —  +  -y2—. — — Luego  la  curva  pedida  es  la  envolvente: 


xcosa  +  ysina  -  7?sin 


k-  1 


{k+  l)(a  -  a0) 
k-  1 


=  0. 


1 100-  Sea  Mun  punto  de  la  curva J[u,v)  =  0,  en  la  que  u  y  v  pueden  representar:  Io)  Las  distancias  del  punto 
a  las  rectas  Ay  B.  2o)  Las  distancias  de  Ma  los  puntos  fijos  P  y  Q.  3o)  u,  la  distancia  del  punto  M  a  A,  y  v, 
la  distancia  MP.  Demostrar  que  en  todos  los  casos,  si  se  lleva  a  partir  de  M,  paralelamente  a  las 
direcciones  de  las  rectas  u  y  v,  longitudes  proporcionales  a f,  y/v,  considerando  los  signos,  la  diagonal  del 
paralelogramo  construido  con  esas  longitudes  estará  dirigida  según  la  normal  en  los  puntos  M. 

Solución:  La  ecuación  de  la  curva  está  referida  a  los  ejes  OX,  OY,  estando  situado  O  al  mismo  lado  de  A 
y  B  que  M.  Sea p  la  longitud  de  la  perpendicular  desde  O  sobre  A,  y  sean  a  y  P  los  ángulos  que  forma  con 
los  ejes.  Luego:  MA  =  p  -xcosa  -y sin/1.  Análogamente,  MB  =  p\  -xcosai  -y cos/L.  Sean  P(a,b )  y 
Q{a\,b\),  PM  =  J(x  -  a)2  +  (y  -  b )2 ,  QM  =  J(x  -  aQ2  +  (y  -  b\)2 .  La  ecuación  de  la  normal  es 

- — -  -  - — — — -  y  como  en  todos  los  casos  ^  =  -cos(w^x), 


K 

8u 

Su 

5y 


Su  , 
=  -eos 


$f.Sy_  8f_ 
Sv  5x  Su 

C^)"  ir 

X-x 


=  -eos 


Su  ,  &f_  %  5v_ 
Sy  Sv  Sy 

ú-O-  % 


=  -  eos 


0^0’ 


Y-y 


esta  ecuación  toma  la  forma: 
que  es  la  expresión  analítica  que 


-¿cos(p)  +  ^cos(v^)  -¿eos  (fy)  +  ^cos(O) 

demuestra  la  proposición  del  enunciado. 

1101-  Se  trazan  a  varias  curvas  dadas,  a  partir  de  un  punto  M  situado  en  el  plano  de  las  curvas,  normales  que 
las  encuentran  en  los  puntos  M\,  M2,  ....  El  punto  M  se  desplaza  de  forma  que  se  tenga  siempre  que 
MM\  +  MM\  +. . .  =  k,  constante.  Demostrar  que  la  normal  al  lugar  que  describe  M,  pasa  por  el  centro  de 
distancias  medias  de  Mu  M2,... 

Solución:  Sean  las  coordenadas  de  los  sucesivos  puntos:  M(a,¡5),  M,(x,,y,).  Luego  se  tiene: 

YjMM2  =¿  [(x;-a)2  +  (yí-jS)2]  =  n{a2  +  fi2)  -  2a^x¡  -  +  J^yj  =  k.  En  esta 

1=1 

igualdad,  diferenciando  respecto  a  a  y  (5,  se  tiene  que:  2 (na  -  ^ x¡)da  +  2 (n(3  -  ^yQdp  =  0.  Es  decir: 


a  - 


da+  P  - 


I I>< 


dp  =  0.  Luego  la  normal  al  lugar  que  describe  M,  pasa  por  el  punto 


1 102-  Hallar  las  curvas  cuyo  radio  de  curvatura  es  constante. 

Solución:  Siendo  R  =  4jL,  x  =  j^RcosOdO  =  RsinO,  sin0  =  y  =  RsinddO  =  -Z?(cos0-  1), 


cos0  =  ^  n  '  .  Luego  sin20  +  cos20  =  \  -  =  1.  Es  decir:  x2  +y2  -2 Ry  =  0,  que  es  una 

R  R-  R¿ 

circunferencia. 


1 103-  Un  plano  móvil  P  resbala  sobre  un  plano  fijo  P0.  Sobre  el  plano  P o  se  marca  un  punto  O  y  una  curva 
C.  Sobre  el  plano  P  se  marca  un  punto  A  y  una  curva  D.  El  punto  A  describe  la  curva  C,  mientras  que  la 
curva  D  pasa  por  O.  Indicar  el  método  a  seguir  para  encontrar  la  base  y  la  ruleta. 
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Solución: 


Sean  XOY  los  ejes  en  el  plano  fijo,  y  X¡0¡Y¡  los  ejes  en  el  móvil.  El  punto  A  de  la  figura  movible  está 

definido  por  las  coordenadas  (xijq),  y  respecto  a  XOY  por:  x  =  xo +xi  cosa -yi  sina, 

y  =  y0  +xi  sina  +  yi  cosa  (I).  Dado  el  movimiento  de  la  figura  plana,  se  conocerán:  a  =  a(t), 

xo  =  xo  (0,  y  o  =>’o(0-  Las  componentes  de  la  velocidad  de  A,  corresponden  a  las  derivadas  de  (I): 

dx  dxo  do  •  do  dy  dyo 

-xi-^-sma -yi-^-cosa,  vy  =  —  -  — 


Vx  = 


xi  cosa -y¡  yy  sina  (II).  Como  el 


dt  '  dt  dt  dt 

centro  instantáneo  de  rotación  tiene  velocidad  nula,  al  particularizar  (II)  para  las  coordenadas  (A,p)  de 

dx°  -  A-^  sina -p-^  cosa  =  0, 
dt  r  dt 


este  punto,  se  tendrá  que:  vx  =  vy  =  0.  Por  tanto,  se  tiene: 


dt 


dyo  +  ydyy  cosa  _  s¿na  =  q  de  donde:  A  = 
dt  dt  r  dt 


dx  o  ■  dyo 

sina - y—  cosa 


dt 


dt 


da  ’  ^  da_ 

dt  dt 

(III),  que  son  las  ecuaciones  de  la  ruleta  móvil.  Para  hallar  la  ruleta  fija,  basta  sustituir  estas  últimas 

dyo  dx  o 


dx  o 
dt 


cosa 


dyo 

dt 


sina 


coordenadas  en  (I),  obteniendo:  £  =  x o  - 


dt 


da 
dt 

m  ■  ,  ,  dx o  ■  dyo  dx o 

escribir  asi:  A  =  —y  sina - 7—  cosa,  p  = 


,  1  =  y  o  + 


dt 


da 

dt 


(IV).  Las  ecuaciones  (III)  se  pueden 


£  =  xo  - 


da 

dy  o _ _  ,  dx  o 


cosa 


dyo 


sina.  Y  las  ecuaciones  (IV)  de  esta  forma: 


da  ’  ^  +  da 

de  la  posición  relativa  de  los  ejes  fijos  y  móviles. 


da  ’  da  da 

con  lo  que  se  ve  que  las  ruletas  no  dependen  del  tiempo,  sino  únicamente 


1 104-  Hallar  la  ecuación  en  polares  de  la  curva  tal  que,  siendo  P  el  pie  de  la  perpendicular  bajada  desde  un 
punto  fijo  O  sobre  la  tangente  en  M,  la  proyección  de  OP  sobre  el  radio  vector  OM  sea  constante. 


Siendo  OH  =  k,  V  =  OPH  =  OMP,  p  =  OM,  se  tiene:  sin  V  = 
Como  tan  V  = 


OP  p  sin  V 

se  tiene  la  ecuación:  p3  -  k(p2  +  p’2)  =  0,  obteniéndose:  p'  =  ±p 


.  Luego,  pshrF  =  k. 


dp 


-  1  .  Es  decir: 


-  1 


=  d6.  Integrando:  2arctan  -y-  -  1  =  9  +  C.  De  donde:  p  =  Asee2  ^  t  ^  — — , 

V  k  2  1+  cos(@  +  C) 


ecuación  de  una  parábola  de  foco  el  origen. 

1 105-  Si  por  un  punto  M  de  una  curva  Y  se  traza  la  tangente  MA  a  la  parábola  y2  -  2 px  =  0,  la  tangente  MT  a 
la  curva  Y  es  paralela  a  OA.  Hallar  las  curvas  Y. 

Solución:  Sea  M(x,y ),  y  sea  A(xo,yo)  el  punto  de  tangencia.  Se  tiene  ^  yl  -2pxo  =  0, 


=y.  Eliminando  x0  =  -j¿,y  o  =  ^7-,  queda  la  ecuación  diferencial  de  f :  xy’2  -2 yy’  +  2p  =  0.  Es 


2 p 

/■ 


29 

/ 


decir:  2y  =  xy'  +  Derivando:  2y'  =  y'  +x^y - Luego:  -yy - y  +  yy  =  0,  ecuación 

y  dx  y 2  dx  dy  y  y 3 

lineal,  cuya  solución  es:  x  =  y1  ^  C  +  ^  =  Cy1  +  .  Llamando  y1  =  t,  se  tiene  la  ecuación  pedida: 


2 p 
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3  a3  +  2 p  30 3  +  8p 

X  =  3t2  ’y=^T~ 

dada,  para  p  =  C  =  1 . 


.  En  el  dibujo  siguiente  se  ha  representado  T,  y 


en  línea  fina  la  parábola 


1 106-  Hallar  la  curva  para  la  que  se  verifica  que  las  distancias  desde  el  origen  a  los  puntos  en  que  su  tangente 
corta  al  eje  OY y  su  normal  corta  al  eje  OX,  están  en  una  relación  dada  constante. 

Solución:  La  ecuación  de  la  tangente  en  (x,y)  es:  Y- y  =  y'(X-x),  siendo  su  ordenada  en  el  origen: 
y-xy' .  La  ecuación  de  la  normal  en  (x,y)  es:  Y -y  =  — \-(X-x),  siendo  la  abscisa  en  el  origen:  x  +  yy' . 

Por  tanto:  y-xy'  =  k(x  +  yy'),  es  decir:  dy(x  +  ky)  +  dx(kx  -  y)  =  0.  Haciendo  el  cambio:  x  =  pcosO, 
y  =  psinO,  se  tiene:  dx  =  cosO  •  dp  -  psmOdO,  dy  =  sin0  •  dp  +  pcosOdO.  Sustituyendo  y  operando: 


kpdp  +  p2d6  =  0,  kdp  +  pdO  =  0, 


dp 

~P 


zM.  inp  =  dL 
k  ’  P  k 


AL+r  _ 
C,p  =  ek  =  Ae  k  . 


1 107-  Sea  una  recta  OM  que  pasa  por  un  punto  fijo  O  y  que  encuentra  en  A¡,  A2,  ...,  A„,  a  n  curvas  dadas 

h=n 


(Ai),  (A2), 


..,  (A„).  El  punto  M  es  tal  que  se  verifica  que  X 

h=l  ÜA> 


m 


siendo  ai,...,  a„  y  tn. 


i,,  OM' 

constantes  dadas.  Cuando  OM  gira  alrededor  de  O,  el  punto  M  describe  una  curva  (M).  Demostrar  que  se 
ah  _  m 


h=n 


verifica  que  X 


donde  ph  es  el  radio  de  curvatura  de  la  curva  (Ah),  cph  es  el 


h=i  pi,cosJ(ph  R cos3Q 
ángulo  que  forma  este  radio  con  OM,  y  i?  y  O  son  las  cantidades  análogas  en  la  curva  (M). 

Solución:  Se  toma  como  polo  el  punto  O.  La  ecuación  de  la  recta  OM  es:  0  =  0 1.  Las  ecuaciones  de  las 
curvas  (A ¡),...,  (A„),  son:  r\  =  f\(0),...,  r„  =  f„(0).  La  curva  lugar  de  Mal  girar  OM,  siendo  OM  =  r,  es: 

(r2+r'2)T 


Rk  =  +...-1--^-,  siendo  su  radio  de  curvatura:  R  = 


/i 


f, 


r2  +  2 r'2  -  rr" 


Como  el  radio  de  curvatura  está 


situado  sobre  la  normal  a  la  curva,  el  ángulo  que  forma  dicha  normal  con  OM,  es:  O  =  V+  siendo  V 
el  ángulo  que  forma  la  tangente  a  la  curva  (M)  con  el  radio  vector  r.  Luego  de  lo  expuesto  se  deduce  que: 


tan  O  =  tan  (  F  +  -|- 


<v+í) 


-T  +  tan 
r  2. 


1  -  -ky-  tan  kL 
r  2. 


—r 

r 


es  decir:  eos  O  = 


1 


3 


'  +  (4)’ 


o2  +r'2)  2 


-.  Por  lo 


tanto:  7? eos3®  = 


h=n 

x 

/¡=  i  Ph  COS  (p h 


ai, 


(r2  +  r'2)T 

-2  +  2r'2  -  rr" 

_ Oj _ 

O 

>  i 


2r  2  -  rr 


De  acuerdo  con  esto,  se  tiene  que: 


(r2  +  r'2 )  2 

a  i  (r\  +  2r'2  -r  ir") 


r3 

I  1 


( 


a  i 
r  i 


a2 

r2 


r\  +  2r'2  -  rxr'[ 

a  i  (2r'2  -  r  x  r'¡ )  a  ¡(2 rf  -  r¡r" ) 


h=n 


ah 


introduciendo  estos  valores,  que:  X 

h=  1  Ph  COS  (p h 


Como  (!)'  -  (i)' 

(w  +  ")  +  [0|(f) 


—r"r  - 


7+-) 

2  r'2 


m 

r 


,  se  tiene, 

-W- 


=  m 


(+ 


r"r  -  2 r'2 


=  m 


r2  -  r"r  +  2 r'2 


m 


R  eos3® 


1 108-  Sea  M  un  punto  cualquiera  de  la  curva  y  =f(x).  Sea  N  el  punto  donde  la  normal  en  M  encuentra  a  OX, 
y  sea  P  el  pie  de  la  perpendicular  trazada  desde  O  a  MN.  Hallar  la  ecuación  diferencial  que  se  debe 
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satisfacer  para  que  se  verifique  constantemente  la  igualdad  OP  =  MN,  e  integrarla. 

Solución:  La  ecuación  de  la  normal  en  M(x,y),  es:  Y- y  =  =\-(X-x).  Su  intersección  con  OX es  el 

y 

punto  N  de  coordenadas:  (x  +yy', 0).  La  ecuación  de  la  perpendicular  por  O  es:  Y  =  yX.  Su  intersección 

x+yy'  xy' +yyL 


con  MN  es  el  punto  P,  cuyas  coordenadas  son: 


0P2  =  i’ x+yy1 


'\2 


(x+yy') 
i  +y2 


i  +r 


xy  +yy 

’l  +y2 


x  +  yy' 

TTy2' 


i  +y'2  ’  i  +y: 


.  Por  tanto,  se  tiene  que: 


I2\  _  (x+yy')~  A/fAT2  _  2 


(1  +y2)  = 


i+y: 


MN2  =  (yy)  +y2.  Luego: 


=  iyy')  +y2  =y2( I  +y2),  de  donde:  x  +  yy'  =  ±y(l  +y'2).  Io)  Tomando  el  signo  positivo,  se 


tiene  que:  x  +yy'  =  y(\  +y'2).  Haciendo  y'  =  p,  se  tiene:  y  = 


x 


y2-y  + 1 


Siendo: 


1 


=  fip),  se  tiene:  y  =  xjlp),  de  donde:  dy  =  f(p)dx +  xf  (p)dp,  ^  =p  =  f(p)  +  xf  (p)  , 


p-  -p  +  1 

dx  _  ~f(p)dp  _  -f(p)dp  dp  _ 

x  ftp)~P  fip)~P  fiP)~P  fip)~P 


dp _  _  ~ifip )  ~  1  )dp 


dx 

dp 


dp 


.  .  fip)  ~P  fip)  ~P 

~(fip)  ~  1  )dp  (p2  ~p+  l)dp  _  -(fjp)  -  1  )dp  dp 


-ifip)  ~  1  )dp 

ñP )  ~P 

Pdp 


1 


p-  -p  +  1 


fip)  -P 


- p 3  +p2  -p 


1 


fiP)~P 


2ip-\)  2(p2  +  1 ) 


— — ^ .  Integrando,  se  tiene:  ln  f-  =  -ln (f(p)  -p)  +  -i-  ln(p  -  1)  +  \  ln (p2  +  1 )  -  arctanC  por 

2  (pz  +  1 )  c  2  4  2 

1 


P2  ~P 


1  -arctan  p 


(p  -  1)  2  ip2  +  1)  4  e  2 


tanto,  la  ecuación  pedida,  en  paramétricas,  es:  x  =  C-  ,  , 

p 2  -p1  +p  -  1 

x  2o)  Tomando  el  signo  negativo:  x+yy'  =  -y(  1  +y'2).  Procediendo  como  en  el  caso 


y  = 


p1  -p  +  1 


y2+„+|  J_  2-  arctanP 

anterior,  la  ecuación  pedida  es:  x  =  C— — f- - ( p  +  1 )  2  (p2  +  1 )  4  e  2  ,  y  = 

pi  +p  +p+  1 


-x 


p-  +p  +  1 


1 109-  Hallar  la  curva  que  coincide  con  su  cuarta  evoluta. 

Solución:  Sea  xcos0 +ysin0  =  p,  la  tangente  a  la  curva  buscada.  Sus  sucesivas  derivadas  son: 

-xsin0  +ycos0  =  p' ,  -xcos 0  -ysin0  =  p",  xsin0  -ycosO  =  p'" ,  xcos 0  +ysin0  =  p‘v.  Luego  piv  =  p. 
La  ecuación  característica,  r4  =  1,  tiene  por  raíces:  ±l,+z.  por  lo  que:  p  =  Ae9  +  Be~9  +  CcosO  +  DsinO. 
La  curva  buscada  es  la  envolvente  de:  xcosO  +  ysinO  =  Ae9  +  Be^9  +  CcosO  +  DsinO.  Derivando 
respecto  a  0,  se  tiene:  -xsin0  +ycos@  -Ae9  +  Be~e  +  Csin0 -DcosO  =  0.  De  este  sistema  de  dos 
ecuaciones  con  dos  incógnitas,  se  obtiene  la  ecuación  en  paramétricas  de  la  curva  buscada: 
x  =  Ae9(cos0  -  sinO)  +  Be^(sm0  +  cosO)  +  C,  y  =  Aee(sin0  +  cosO)  +  Be^isinO  -  cosO)  +  D,  o  bien: 
x  =  -  ■j2Ae0sin(O-  +  J2  Be~6 cos^O  -  +  C, 

y  =  f2Ae9  cos^O  -  +  flBe^9  sin  (o  -  +Z). 

Haciendo  el  cambio  6  =  a  +  estas  ecuaciones  paramétricas  se  pueden  presentar  de  la  siguiente  forma: 
x  =  -  fl  Aea+ 4  sin  a  +  fl Be~a~  *  cosa  +  C,  y  =  f2Aea+  4  cosa  +  fí Be~a~  *  sina  +  D. 


1110-  Se  da  la  curva  y 
continuidad  en  el  origen. 


(ex  -  sinx)  í  lim  lim 

\m->x  t->0 


sin(m!;rx)  A 
t  +  sm(m\nx)  J 


sinx.  Estudiarla,  analizando  su 


Solución:  Para  siníml^x)  4=  0,  se  tiene:  lim  lim  — ffyn+kff  _  j  |0  qUe:  y  =  ey  para 

m->o=  ,^0  t+sm(m\nx) 

sin (m\nx)  =  0,  se  tiene:  m\nx  =  kn.  Luego:  x  =lim  =  0.  Por  tanto,  para  x  =  0,  la  curva  tiene  una 

m-+ 00  772 . 

discontinuidad  en  el  origen,  que  es  evitable  haciendo  quey(0)  =  e°  =  1. 


2  2  y  n 

lili-  Dadas  las  curvas  p  2,  =  a  2  cos^j-,  a 2  =  p2  eos  20,  demostrar  que  la  longitud  total  de  la  primera  es 

seis  veces  la  diferencia  entre  el  arco  infinito  de  la  segunda  y  su  asíntota  (el  arco  de  la  segunda  curva  y  su 
asíntota  comienzan  en  el  eje  polar). 

Solución:  Como  (ds)2  =  (dx)2  +  (dy)2  =  (dp)2  +  p2(d0)2,  en  la  primera  curva  se  tiene  que: 
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dsi  =  ^4-dO  =  ap 3 


dp 


2_ 

a  3  dp 


a  3 


a  3 


/ 


£  £ 
a  3  -  p  3 


-±-  2 


Y  en  la  segunda  curva:  ds2  = 


p2dd 


a2dp 


p2dp 


a  3  -  p 


a2  p(p4  -  a4)  2 


— .  La  mitad  de  la  longitud  de  la  primera  curva  viene  dada  por: 


si  =  a  3 


r 

J  n 


dp 


£  £ 
a  3  -  p  3 


(p4-«V 

.  Siendo  s2  un  arco  cualquiera  de  hipérbola,  s2  = 

_L  *  n 


p2dp 


(p4-a4)2 


-.  Hay  que 


demostrar  que  lim  (r-s2)  =  4r-.  Haciendo  p  =  az3  en  la  ecuación  de  si,  se  tiene:  si  =  3 a  f* 

r-* 00-5  J  0 

Y  haciendo  a  =  pz  en  la  ecuación  de  s2,  se  tiene:  s2  =  a\l - — 


z2dz 


o 

Luego  r-s2  =  ■§■  -  s2  = 


V 1  —  z4 


Z2Vl  —  ■ 


=  a 


4-íl 


íiz 


J 


.  Ahora  bien,  como:  =  í*  =  f 

3í/  n  x  J 


c/z 


,o  /r^z4 


’°  z2/r^ 


-i 


1  (1  -  Z4)  2  í/z 


-í 


í/z 


°  z!/rx 


Vi  -Z4 

o  f1  z2dz  í 

z4 

z 

O 

t 

O 

1 

-L- 

1 _ 

í 


íiz 


JY^z4 


21=1,  r 

J  o 

lim  (r-s2)  =lim  uí  -  j' 


c/z 


Z2V 1  —  z4 


Z2Vl  —  Z4 


z->0 


10  z2/T^ 


=lim  ai  4-  +  I 

r-.O  V 


=  I,  por  tanto,  se  tiene  que:  si  =  3a  •  I.  Como, 
Por  todo  ello  se  deduce  que: 
^  =  al 


I 


Vi  -Z4 


Vi  -Z4 


=  al 


lim 

z->0 


Izllf 


=  al 


lim  Z—  =  a\7  es  decir  que:  lim  (r-s2)  =  al  =  4p,  si  =  3al. 

r~*  oo 


z-*0 


4e  ln 

1 112-  Se  da  la  curva  y  =  — — -y2-.  Io)  Estudiar  la  curva.  2o)  Sea  C  el  arco  de  ella  que  tiene  por  origen  A, 

donde  atraviesa  al  eje  OX,  y  por  extremo  B  que  corresponde  al  máximo  de  y.  Hallar  el  área  L  comprendida 
entre  el  arco  C,  el  eje  OX  y  la  ordenada  BD  de  B.  3o)  Sea  Mun  punto  cualquiera  del  arco  C.  Se  traza  la 
perpendicular  MP  a  OX,  que  encuentra  en  A  a  AB.  Se  traza  por  N  la  paralela  a  OX  que  encuentra  en  R  al 
arco  C  y  en  Q  a  la  paralela  al  eje  OY  trazada  por  A.  Se  lleva  sobre  la  prolongación  de  PM  una  longitud 
MS  =  QR.  Cuando  M  describe  el  arco  C,  el  punto  S  describe  un  arco  de  curva  C  que  pasa  por  A.  Calcular 
el  coeficiente  angular  de  la  tangente  a  C'  trazada  en  A.  4o)  Sea  X'  el  área  barrida  por  el  segmento  de  recta 
MS  cuando  M  describe  el  arco  C.  Demostrar  que  existe  entre  X  y  X'  una  relación  numérica  que  subsiste 
cuando  se  reemplaza  en  las  construcciones  precedentes,  el  arco  C  por  otro  arco  de  una  curva  cualquiera 
que  tenga  los  mismos  extremos  A  y  B,  siempre  que  este  nuevo  arco  esté  situado  por  encima  de  AB  y  no 
sea  cortado  en  más  de  un  punto  por  una  paralela  a  cualquiera  de  los  ejes  coordenados. 

Solución: 


Io)  y  =  4^- - ^~=r-  La  curva  solo  existe  para  x  >  O,  siendo  el  origen  un  punto  de  discontinuidad.  .  La 

Inx  (inx)2 

curva  atraviesa  al  eje  OX  en  el  punto  A(e, 0),  siendo  la  pendiente  de  su  tangente  en  este  punto: 

y'  =  — ¿>e  ( - 1  )  =4.  La  curva  alcanza  su  máximo  en  el  punto  B(e2,e).  Tiene  por  asíntotas: 

x(lnx)2  V  ln x  V 


y  =  0,  x  =  1. 


x 

lnx 


f  dx 
J  (lnx)2  ’ 


se  tiene  que: 
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1 


1 


dx  = 


Por  tanto:  L  =  4e 


Inx  (lnx)2  J  '  Inx ' 
enunciado  se  representan  en  el  siguiente  esquema: 


x 

lnx 


2e2(e-2).  3o)  Las  construcciones  del 


Recordando  que  si  se  sustituye  en  un  punto  de  una  curva,  el  arco  por  la  tangente,  al  tender  a  cero  el 
incremento,  la  diferencia  entre  arco  y  tangente  es  un  infinitésimo.  Por  ello,  en  un  entorno  infinitesimal 
alrededor  de  A,  se  puede  considerar  que  AM  es  la  tangente  en  A,  cuya  pendiente  es  4.  Siendo:  AP  =  5, 


^  =  % 

c* 

QR  = 


1 


2 

e  —e 


e  -  1 


se  tiene  que:  PN  =  AQ  = 


e  -  1 


Como, 


AQ_ 

QR 


=  4,  se  tiene  que: 


PS 

AP 


4(e  -  1) 


.  Luego:  PS  =  PM+MS  =  4  •  AP  +  QR  =  48 


—  -  —  .  El  coeficiente  angular  pedido 
es:  -Fvr  =  4  +  1  =  4, 1455.  4o)  Siendo:  m  =  tan [3  =  g  ^  ,  QR  =  a,  PN  =f[a),  L  =  ^f(a)da. 


dL'  =  MS  •  d(AP),  AP=  ^ 


m 


d(AP)  = 


f(a)da 


m 


dL'  =  a 


f(a)da 


m 


’  *  =  s 


d  af(a)da 


m 


=  ¡D,  ad[ím^  =  W \<*Aa) \a  ~  W  f °Mda  = 


AD-DB 


•*  A 

=  e2(e  -  1 ).  La  relación  pedida  es:  L'  +  (e  -  1)E  =  e2(e  -  1 ) 


a''  '  m 

1  ,  i  w  _  „2/ 


m 

v2 


(e2  -  e)e  y 


m 


-  -jff.  Luego:  mL1 +L  = 


1 113-  Se  considera  la  envolvente  de  xsina-ycosa  =  2a  sin  a  +  2  eos  a.  Io)  Hallar  la  longitud  del  arco  a 
partir  de  a  =  0.  2o)  Hallar  la  expresión  del  radio  de  curvatura. 

Solución:  Io)  Derivando  la  ecuación  dada,  se  tiene:  xcosa  -i-ysina  =  2acosa.  De  esta  ecuación  y  de  la 
dada,  se  obtiene  la  envolvente:  x  =  2a  +  2sinacosa  =  2a  +  sin2a,  y  =  -2cos2a  =  -1  -  eos 2a.  Luego: 
2cos2a,  yá=2sin2a,  ds  =  J 4  +  4cos22a  +  8 eos 2a  +  4sin22a da  =  50 sin 


=  2 


=  2^2  +  2cos2 a  da  =  4cos ada.  Por  tanto:  5  =  J°4cos ada  =  4sina.  20)x„2  =  -4sin2a,  y"2  =  4cos2a. 


De  donde:  R  = 


(X'2+/2)  2 


x'y" 


-y'x" 


64  eos 3 a 
8(1 +  eos  2a) 


=  4  eos  a. 


1114-  ¿Sobre  qué  curva  debe  hacerse  girar  una  cardioide  para  que  su  polo  describa  una  línea  recta? 

Solución:  La  ecuación  de  la  cardioide  referida  a  su  polo,  es:  p  =  a(  1  +  cos@).  Sea  el  eje  de  las  X  el 
descrito  por  el  polo  doble.  La  normal  a  la  trayectoria  en  O ,  cortará  a  la  cardioide  en  A,  punto  de  contacto 
con  la  curva  incógnita.  Siendo  P  el  origen  de  coordenadas,  se  tiene  que  las  coordenadas  de  A  son  PO  y 
OA,  siendo  OA  =  p  =  a{\  +  cos0).  Como  las  diferenciales  de  arco  han  de  ser  iguales,  se  tiene: 
{dx)2  +  ( dy )2  =  {p2  +  p'2){d6)2.  Sabiendo  que  y  =  a{  1  +  cos0)  =  p,  de  donde:  dy  =  p'dO,  se  tiene  que: 
(dx)2  =  (p2  +  p'2)(d6)2  -  p'2(d9)2  =  p2(d6)2 .  Luego  se  tiene:  dx  =  pd9  =  a(  1  +  eos 6)d6.  Integrando: 
x  =  a (6  +  sin0)  +  C.  Por  tanto,  las  ecuaciones  buscadas  son:  x  =  a (9  +  sin0)  +  C,  y  =  a(  1  +  cos@),  que 
corresponden  a  una  cicloide,  en  la  que  a  es  el  radio  del  círculo  generador. 


1115-  Hallar  las  curvas  cuyo  radio  de  curvatura  es  proporcional  al  cubo  de  la  normal. 


Solución:  El  radio  de  curvatura  es:  R  = 

3 


(i  +y2) 2 
y" 


.  La  normal  mide:  yj I  +y'2  .  Luego  se  tiene  que: 


(1  +y’2)  2 


y 


k(y¡\  +y'2  )  ,  de  donde:  ky2y"  =  1.  Haciendo  y'  =  p,  y"  =  pp' ,  se  tiene:  ky2pp'  =  1,  es 

decir:  kpdp  =  Integrando,  se  tiene  que:  +  Ci,  es  decir:  kp 2  =  +  Ci,  de  donde: 

yi  ¿  2 y 


y 
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p 


=  y 


i 

Jky 


JC2y2  -  1 


dy  ,  _  Jkydy 

X=  Jc^~T 


x  =  J Jy2  -  +  C3,  de  donde:  (x-  C3)9  =  x2  -2C3X  +  C2  =  ~^~(y2 

Por  tanto:  C2x2  -  kCyy2  -  2C\Ct,x  +  C2C2  +k  =  0,  o  bien:  x2  -  Ay2  -  2 Bx  +  C  - 


ydy 


Integrando: 
(C2y2-  1). 


1116-  Dada  una  curva  cerrada  sin  puntos  dobles,  hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  P(a,b )  tales  que  su 
podaría  respecto  de  P,  tenga  área  constante. 

Solución:  Sea  la  curva  dada  la  envolvente  de  xcos@  +  ysin0  +f{9)  =  0,  que  referida  al  punto  P,  es: 
(x  +  a)  cosO  +  (y  +  ú)sin0  +f[9)  =  0.  La  distancia  a  P,  cuyas  coordenadas  son  ahora  (0,0),  es: 
p  =  acosO  +  bs'mO +f{0).  Siendo  constante  el  área  S  de  la  podaría,  se  tiene  que: 
S  =  \2n  \p2d0  =  -i-  \~K[acosd  +  búnQ +f{d)]2dd  =  k.  Como  S  =  %-  f^cos 29d6  +  f^sin 20d0  + 

+ab  j2*  sin9cos9d9  +  a  J”*  cos9f[9)d9  +  b  sin9f[9)d9  +  y  \~*f{9)d9.  Se  sabe  que:  cos29d9  = 

=  J’^sin 29d9  =  n,  y  sinOcoséWO  =  0,  luego  S  =  -y( a2  +  b2)  +  a J^T eos 9f(9)d9  +  b sin 9f{9)d9  + 
+ y  fjf2(9)d9  =  k.  Haciendo  a  =  x,  b  =  y,  se  tiene:  -|-(x2  +y2)  +Ax  +  By  +  C=  0,  que  es  un  círculo. 


1117-  Hallar  la  curva  cuyo  radio  de  curvatura  está  en  una  relación  dada  con  la  longitud  de  la  normal.  Estudiar 
los  casos  en  que  la  relación  sea  +1,-1,  +2,  -2. 

3 

(p2_|_p'2\2  _1_ 

Solución:  El  radio  de  curvatura  es:  R  =  ^  „  v, - — .  La  nomial  mide:  (p2  +  p'2)  2  .  Luego: 


p-  +  2p  -  -  pp 


p2(A  -  1 )  +  p2(2A  -  1 )  -  Xpp  =0.  Haciendo  p  =  zp,  p  =  p(z  +z-),  sustituyendo  y  operando: 

o'  _  dp 


z 2  — „  —  ,  z'  +  1=0,  es  decir:  ^  ^  dO  =  ^ z  .  .  De  donde:  z  =  tan 


X  -  1 


dp 

~P~ 

P  = 
P  = 


z2  +  1 


(A=ifl  +  i)  = 

tanf  ^  9  +  k)d9.  Luego:  ln(Cp)  =  -ln  cosf  ^7  ^9  +  A:^)  =  ln - -z— — - 3- 

V  A  7  \  X  J  cos^A^l0  +  /tj 

— 7  .  - r-.  Para  el  caso  X  =  1,  p  es  constante.  Para  X  =  -1,  p  =  - 7+7 — — 

í  X  -  1  q  |  g  j  cos(20+5) 


P  pd9  ’ 
.  Por  tanto: 

.  Para  X  =  2, 


eos 


(!♦*) 


.  Para  X  =  -2,  p  = 


eos 


estas  tres  últimas  curvas. 


(?+*) 


.  En  los  dibujos  siguientes  se  han  representado 


eos 


P  = 


1 

COSy 
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1 


p  = 


E  1 1 8-  Encontrar  una  curva  que  pase  por  el  origen  y  tal  que  si  se  designa  por  M  un  punto  cualquiera  de  la 
curva,  el  área  comprendida  entre  la  curva  y  el  radio  vector  OM,  sea  igual  al  área  limitada  por  la  curva,  el 
eje  OX y  la  tangente  en  M. 


Solución: 


Se  ha  de  tener  que:  S0aMo  =  Squmao .  Como  Soombo  =  ¡ydx,  MA  =  Y -y  =  y'(X-x),  A 


xy  -y 
y' 


o 


AB  =  x  — 


xy  -y 


y 


I  ex  i  i/ 

=  "V,  se  tiene  que:  S0aMo  =  ~k~xy  -  J  ydx,  So<,mao  =  J  ydx  -  4-  /Y-  Es  decir: 
~y  ^  ^  y 

2  j*ydx=  +  Derivando  y  operando:  .  Integrando:  \  =  y  +  C,  es  decir: 


y 


y 


y 


y 


y 


-  X  _  c  =  o.  Luego:  x  =  y(A  lny  +  B).  En  el  dibujo  se  ha  representado  esta  curva  para  A  =  1,  B  =  0. 


1119-  Sean  My  M'  dos  puntos  de  una  curva  y  =  J[x),  correspondientes  a  las  abscisas  x  y  x  +  Ax.  La  tangente 
en  M'  corta  en  T  a  la  ordenada  en  M.  La  tangente  en  M  corta  en  V  a  la  ordenada  en  M1.  Se  pide  el  orden 
del  infinitésimo  MT-M’T1,  siendo  Ax  el  infinitésimo  principal. 


Solución:  Coordenadas  de  M:  [x,/[x)].  Coordenadas  de  M'\  [x  +  A x,/(x  +  Ax)].  Ecuación  de  la  tangente 
en  M:  Y -  f{x)  =f(x)(X-x).  Ecuación  de  la  tangente  en  M'\  Y-f{x- 1- Ax)  =/(x  +  Ax)(X-x  -  Ax). 
Luego  las  coordenadas  de  los  puntos  de  intersección,  son:  T[x,f{x  +  Ax)  -  Axf(x  +  Ax)], 
T'[x  +  Ax,J[x)  +  A x/(x)].  Luego  la  distancia  MT  es  igual  aj[x  +  Ax)  -  A x/(x  +  Ax)  -/(x),  y  la  distancia 
M'T'  es  igual  a  J[x)  +  Ar/(x)  -J[x  +  Ax).  De  donde  se  tiene:  MT-M'Tj  =  2jXx  +  Bx)-2j{x)- 
-Ax\f(x  +  Ax)  +/(x)].  Desarrollando  en  serie  esta  expresión,  se  tiene  que  la  diferencia  MT-M'T'  = 


=  2|  Ax)  +/(x)Ax 
-Ax  2/(x) +/'(x)Ax 

rw 


A?) 

2! 

■  f'Xx) 


2! 


(Aa-)2  + 
(Aa-)2 


f"(x) 


3! 


(Ax)3 


-2 m- 


Luego:  MT-M’T '  =  4-/"(x)(Aa-)3  -  A"(x)(Aa)3  +. . .= 


1 


■(Ax)" 


. .  Por  tanto,  el  infinitésimo  es  de  tercer  orden. 
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1 120-  Hallar  las  trayectorias  ortogonales  de  una  familia  de  cónicas  homofocales. 


Solución:  Sea  la  ecuación  de  las  cónicas  homofocales: 


a2  +  A  b2  +  A 


=  1.  Derivando,  se  tiene: 


b2  +  A 


=  0.  Luego: 


ecuaciones,  se  tiene:  a2  -  b2  = 


a2  +  A  x2y'  -xy  b2  +  A  y2  -  xyy 
7  x2y'  -  xy  ,  ,  _  ,  .  n 

—  _ r. _ r. _  _  vini  ho  nooir-  vuu  ^  J 


- .  Eliminando  A  entre  estas  dos 


-y2+xyy'.  Es  decir:  xyy'2 +y'(x2 -y2  -  a2  +  b2)  -  xy  =  0. 


Sustituyendo  y'  por  — j-,  se  obtiene  la  ecuación  diferencial  de  las  trayectorias  ortogonales,  que  es: 

xyy'2  +y'(x2  -  y2  -  a2  +  b2)  -  xy  =  0,  que  coincide  con  la  ecuación  anterior.  Por  tanto,  las  trayectorias 
ortogonales  de  una  familia  de  cónicas  homofocales,  son  ellas  mismas. 

1 121-  En  los  extremos  M  y  N  de  un  arco  de  curva,  se  trazan  las  tangentes  hasta  su  punto  de  encuentro  A. 
Hallar  el  orden  y  la  parte  principal  de  la  distancia  de  A  a  la  secante  MN,  y  del  ángulo  NMA. 

„3 

Solución:  Las  ecuaciones  intrínsecas  de  la  curva  (ver  problema  I  82),  son:  x  =  s  -  -r— : r  +. .., 

6  RL 

„2  R'<¡ 3  í  <¡2  \ 

y  =  + Sea  el  punto  M( 0, 0),  siendo  su  tangente:  y  =  0.  Sea  el  punto  N\^s,  J,  siendo  su 

tangente:  y  -  =  -j^-(x-s).  Las  coordenadas  de  su  punto  de  intersección  son:  La  ecuación 


de  MN  es:  y  =  -y^-x.  La  distancia  de  d  a  MN,  es: 


2js2  +  AR2 


-fg-.  Luego  la  distancia  es  un 
4  K 


infinitésimo  de  2o  orden,  siendo  su  parte  principal:  -¡L.  Como,  i&nNMA  =  ,  el  ángulo  es  un 

4  K  ZK 

infinitésimo  de  Io  orden,  siendo  su  parte  principal: 

ZK 

1 122-  Hallar  una  curva  que  pasando  por  el  origen,  sea  tal  que  el  centro  de  gravedad  del  área  limitada  por  la 
curva,  el  eje  OX y  una  ordenada  variable,  sea  constantemente  igual  a 

J*  xyd*  t  ,  / 

Solución:  Se  ha  de  tener  que:  -p -  =  .  Derivando:  xy  =  (^j  ^ydx  +  xyj .  Luego:  xy  =  3  \Qydx. 

\Qydx 

Derivando:  y+xy1  =  3 y,  es  decir:  Integrando:  ln y  =  InCx2.  Luego  la  curva  pedida  es: 

y  =  Cx2,  que  es  una  parábola. 


1 123-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  P  tales  que  el  segmento  MP  de  la  tangente  comprendida  entre 
el  punto  de  contacto  P  y  una  recta  dada  (directriz),  sea  de  longitud  constante. 

Solución:  Sea  P(x,y )  y  sea  la  tangente:  Y -y  =  y'(X-x).  Sea  la  recta  dada:  7=0.  Luego  se  tiene: 


xy  -y 


0  .  Por  tanto:  x  — 


xy  -y 


-y2  =  a2.  De  donde:  y'  = 


la2  -y2 


-.  Separando  variables: 


dy.  Integrando:  x  =  Ja2  -  y2  -aln 


a  +  Ja2  -  y2 


C,  que  es  la  ecuación  de  la 


tractriz. (involuta  de  la  catenaria).  En  el  dibujo  se  ha  representado  la  tractriz  para  a  =  1,  C  =  0. 
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Sección  J  -  GEOMETRÍA  DIFERENCIAL  EN  EL  ESPACIO 


J  1-  Demostrar  que  el  contacto  en  el  origen  (t  =  0)  entre  la  curva  x  =  t,  y  =  t2,  z  =  t3,  y  el  paraboloide 
x2  +  z2  =  y,  es  de  5o  orden. 

Solución:  f{x,y,z)  =  x2 -y  +  z2  =  0,  de  donde:  f[t)  =  t2  -t2  +  t6  =  t6.  Luego: /(i)  =  6t5,f'(t)  =  30 i4, 
f"(t)  =  120 í3,/4)  =  3 60 t2,f5)  =  120t,  f-6)  =  720.  Como: /(O)  =/'( 0)  =/"( 0)  =  f4\ 0)  =  /5>(0)  =  0, 
/6)(0)  =  720,  el  contacto  es  de  5o  orden. 


J  2-  En  ejes  ortogonales,  se  considera  la  curva  y  =  2(1  -  cosx),  z  =  3(x2  -  sin2*).  Io)  Determinar  el  plano 
osculador  en  x  =  0,  y  el  orden  del  contacto  con  la  curva.  2o)  Detemrinar  la  esfera  osculatriz  en  dicho 
punto  y  el  orden  del  contacto  de  dicha  esfera  con  la  curva. 


Solución: 


=  x  — 


Io)  Por  desarrollo  en  serie,  se  tiene  que:  y  =  2(1  -  cosx)  =  2^ 


TT  + 

X6 

z  =  3 

X2-  ( 

X3 

X  -  4r-  + 

X5 

■VI 

12 

360  " 

*  ?  ^ 

L  v 

6 

120  " 

J 

xL  V 

J20  J 

. . .  ^  =  x4  -  -¡y*6 _  Siendo  el  plano  osculador: 


xl 

2 


x 

24 


Ax  +  By+Cz  =  0,  se  tiene:  Ax  +  B^x2  -  -|y... ^  +  C^x4 — yyx6...^=0.  Luego:  Ax  =  0,  A  =  0; 
Bx2  =  0,  B  =  0.  El  plano  osculador  es  z  =  0,  siendo  el  contacto  de  tercer  orden.  2o)  Siendo  la  esfera: 


x2  +y2 


■  z2  +  ax  +  by  +  cz  =  0,  se  tiene  que:  x2 


+b[x2-^- 


360 


.)+<.-( 


(x2  _  , 

X6 

'j 2  ,  (x4 _ 2_  6 

v 

12  + 

360  " 

■)  +V  \5X  ■■■ 

) 

■  ax  ■ 


x4 — jyx6...^=0.  Luego:  ax  =  0,  a  =  0;  x2(l+6)  =  0,  b  =  -1; 
lfl  -  ~  +  c\  =  0,  c  =  — jyS  x<5(t2“  +  ^60"  _  "ff")  *  P°r  tanto  el  contacto  es  de  quinto  orden, 
siendo  la  esfera  osculatriz:  x2  +y2  +z2-y — jy-z  =  0. 


r3  t2  t 

J  3-  Se  considera  la  curva  C  de  ecuaciones  x  =  -V — y  =  ^ - ,  z  =  — .  Io)  Hallar  la  ecuación  del 

i2  +  1  t2  +  1  i2  +  1 

cilindro  cuádrico  real  que  la  contiene.  2o)  Demostrar  que  por  todo  punto  M  del  espacio  pasan  tres  planos 
osculadores,  y  que  el  plano  que  pasa  por  los  puntos  de  osculación  contiene  a  M. 

Solución:  Io)  En  el  plano  x  =  0,  se  tiene:  y  =  J  ,  ,  z  =  — ,  de  donde  t  =  4-.  La  ecuación  pedida 

t2  +  1  t2  +  1  z 

es:  y2+z2-y  =  0.  2o)  La  ecuación  de  los  planos  que  pasan  por  M(a,p,y)  es: 

x  -  a  +  A(y  -  ¡3)  +  B(z  -  y)  =  0.  Este  plano  corta  a  la  curva  en:  yy-j — a  ~  + 

+g  ^  yyy  -  y  J  =  0.  Es  decir:  í3  +  (-a  +  A-  Ap  -  By)t2  +  Bt  -  a  -  Ap  -  By  =  0,  luego  corta  a  la  curva 


en  tres  puntos:  t\,ti,h-  Para  que  el  plano  sea  osculador  ha  de  tenerse  que:  t\  =  ti  =  h.  Por  tanto: 
3 1  =  a  -  A  +  Ap  +  By,  3 12  =  B,  t3  =  a  +Ap  +  By.  Operando  y  eliminando  Ay  B,  se  tiene  la  ecuación  de 
tercer  grado:  (P  -  1  )t3  +  3yt2  -  3pt  +  a  =  0.  Por  tanto,  dado  un  punto  M(a,p,y),  hay  tres  planos 
osculadores  correspondientes  a  las  tres  raíces  de  t  en  la  ecuación  anterior,  y  los  tres  pasan  por  M. 


J  4-  Dada  la  curva  x  =  t2,  y  =  t3,  z  =  t4,  hallar  la  condición  para  que  cuatro  puntos  sean  coplanarios,  y  hallar 
la  ecuación  del  plano  osculador. 


Solución:  Sea  el  plano:  Ax  +  By+Cz+1  = 

U  +  t2  +  Í3  +  Í4  =  Xt  =  Si  =  =2-,  I.titj  =  S2  =  jx. 


0.  Luego: 

’Ltitjtk  =  S3 


Ct4  +  Bt3  +At2  +  1=0.  De  donde: 
=  0,  fl  =  t\Í2t3t4  =  4t.  La  condición 


X—x  Y-y  Z-z 


pedida  es:  S 3  =  ’Ltitjtk  =  0.  La  ecuación  del  plano  osculador  es: 


y 


y 


X-t2  Y-t 3 

Z-t‘ 

2 1 

3 12 

4 13 

2 

6t 

12 12 

=  0. 


J  5-  Hallar  las  tangentes  en  el  origen,  de  la  curva:  x2  +  y2  +z2  -  2 ax  =  0,  x2  +y2  -  ax  =  0. 
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Solución:  Diferenciando  ambas  expresiones:  xdx  +  ydy  +  zdz  -  adx  =  0,  2xdx  +  2ydy  -  adx  =  0.  Para 

x  =  y  =  z  =  0,  se  obtiene  dx  =  0,  mientras  que  dy,  dz  están  indeterminadas.  Para  hallar  su  verdadero 
valor,  se  vuelven  a  diferenciar:  (dx)2  +xd2x+  (dy)2  +yd2y  +  (dz)2  +  zd2z  -  ad2x  =  0,  2 (dx)2  +2 xd2x  + 
+2 (dy)2  +  2 ydry  -  ad2x  =  0.  Luego  para:  x  =  y  =  z  =  dx  =  0,  se  tiene  que:  (dy)2  +  (dz)2  -  adrx  =  0, 
2 (dy)2  -  ad2x  =  0.  Eliminando  d2x,  se  tiene:  (dy)2  -  (dz)2  =  0,  luego:  dy  =  ±dz.  Por  tanto,  las  tangentes 
en  el  origen  son:  x  =  0,  y  =  ±z. 

J  6-  Hallar  la  ecuación  de  una  curva  situada  en  una  esfera,  que  partiendo  de  un  punto  situado  en  el  ecuador, 
corta  a  los  meridianos  bajo  ángulo  de  60°.  Hallar  su  longitud. 

Solución: 


Se  trata  de  la  loxodroma  (ver  problemas  J  8  y  J  58).  Sean  las  ecuaciones  de  la  esfera:  x  =  i?sin@cos<p, 
y  =  R sin 9 sin cp,  z  =  Reos 9,  siendo  su  centro  O,  su  ecuador  FG,  dos  meridianos  infinitamente  cercanos 

FACP  y  GBDP,  dep  =  FOG  =  AMB  =  CND,  d9  =  AOC  =  BOD.  Sea  AD  la  diferencial  de  arco  de 

loxodroma,  siendo  a  =  CAD  =  ADB.  Por  tanto,  se  tiene:  tana  =  ^ , 

d(p  =  >  (p  =  tanaln  tan  y  +  C;  como  para  9  =  y,  (p  =  0,  luego  C  =  0.  Despejando  el  valor  de  9, 


se  tiene:  ln  tan  Hr  = 


=  (peota  =  k(p,  sin0  =  CQS^  >  cos@  =  tanh  k(p.  Sustituyendo  estos  valores 


en  la  ecuación  de  la  esfera,  se  tiene  la  ecuación  paramétrica  de  la  loxodroma:  x  =  ,  y  =  ^sm(^ 


cosh  k(p,J  cosh  k(p  ’ 

z  =  R tanh k(p.  Como  k  =  cota  =  cot30°  =  JJ,  introduciendo  este  valor,  se  tiene  que:  x  =  - cos9  , 

cosh  y3  (p 

y  _  Rs\rup — ^  ^  _  ^tanh-/J(p.  La  longitud  de  la  curva  viene  dada  por:  L  =  J  2  Jx'2  +y'2  +  z'2  d9  = 
cosh  -y  3  (o 

n 

c^a"  í  2  d.9  =  nR.  La  longitud  total  teniendo  en  cuenta  los  dos  hemisferios  es  2nR. 


J  7-  Hallar  el  área  de  la  superficie  cónica  barrida  por  el  vector  OM  cuando  M  describe  el  arco  0  <  9  <  2n  de 
la  curva x  =  acos9,y  =  as\n9,z  =  be6. 


Solución:  Se  tiene  que:  y  =  tañó,  z  =  be 

b 2 


—  A^arctan—  J 
1 


..  ai  ctan  ~  _  _ 

.  „2  C  .2,  „2 


xz  +yA 


bx  ^arctan  x  _  Luego: 


xz  +y 


y  j  2 

z'2  +z'2  =  — P — _earctanT  Haciendo  p2  =  x2  +y2,  se  tiene  que:  1  +  z'2  +z'2  =  1  +  P^-e20.  Por  tanto: 


S  =  d9  j°  J 1  +  — — e 20  pdp,  ya  que  0  <  p  <  a,  0  <  9  <  2 n.  Operando,  se  tiene  que: 

S  =  ¡l” d9 \aJP2  +  b2ew  dp  =  ¡2*d9\-?-Jp2  +  b2e2e  +  ^ -  ln(p  +  ]p2  +  b2e20  )  | “  = 

=  f'J  f  Ja2  +  b2e20  d9  +  in(a  +  Ja2  +  b2e20  )d9  -  ^ -  ln (be°)d9. 

Como  be  ln  (bee)d9  =  ^  e20d9  +  y-  9e20d9,  se  tiene  que:  S  =  y/i|íf  +  y-^lo” - 

y-^/3 |o”  -  y-HIo*,  donde  I\  =  J  Ja2  +  b2e20  d9,  h  =  \ e20\n (a  +  Ja2  +  b2e 26  ~)d9,  h  =  J e20d9, 
h  =  J 9e20d9.  Haciendo  e9  =  t,  eed9  =  dt,d9  =  -y,  para  9  =  0,  t  =  1,  para  9  =  2n,  t  =  e 


x2  +y2 


Luego:  S  =  f  Ip\f  +  £-I2.\? 


/Linó 


e2 n  U2  2 n  .  r  r 

/3  - 1 !  -  -y-/4'|,  .  En  esta  expresión:  Ip  =  J 


Ja2  +  b2t 2 


dt, 
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l2i  =  J  t\n(a  +  Ja2  +  b2t 2  ^dt,  Iy  =  J  tdt,  I4i  =  J  tlntdt.  Resolviendo  las  integrales,  se  tiene: 


W 


Ja2  +  b2t 


2+2 


-dt  =  b  t 


a_ 

o2  i  b 

tt  -  a  ln  — 


b2+ 

b 


2 


ln  (a  +  -Ja2  +  b2t2  )  - 


2+2 


b~t 


Ja2 


2+2 


b~t 


4b 2 


Luego:  Iy\\  *  =  Jb2eAn  +  a2  -  aln  - 


■Ja2 


2  b2 


-,  I2*  =  J  tln(a  +  Ja 2  +  b2t 2  ) dt  = 

Iy  =  J tdt  =  I4i  =  J tlntdt  =  (  ^ít 


2„4x 


b2e 


„2n 


a *■ 


n 

y 

aja2  +  b 2 


i  2'  1 1  -  ln(a  +  +  b2eAK  ) 

-2  +  b2 


be2n 

i2  +  b2eAK 

4b2 


—  Ja2  +  b 2  +  a  ln  — 
a  +  Ja2  +  b2eAn 


Ja2 


4  ■ 


b2 


2  b2 


Jr  ln(a  +  Ja 2  +  b2') 


2 

■  4b2  2  b2  -«*(*- i) + 

Por  tanto:  5  = 


Iy \\  -  =  (yj. - ln(a  +  V<22  +  b2eAn  ) 

+(a  -  -^-)in(a+ + b2')  +  y  ^i  +  -p-^  -  ^1  +  -^y^J**2 + y 

«‘"O1  -  j)  +  T6- 


-  2a  ln¿>  -  2 na 


J  8-  Dada  la  loxodroma  que  corta  a  los  meridianos  bajo  ángulo  a  en  la  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  R2,  y  que  pasa 
por  (i?,  0,0),  hallar  la  ecuación  de  las  aristas  del  triedro  intrínseco  (en  su  forma  continua),  y  el  radio  de 
curvatura  en  dicho  punto. 

Solución:  Siendo  k  =  cota,  las  ecuaciones  de  la  loxodroma  son  (ver  problemas  J  6  y  J  58): 

x  =  Rc°s,0  ,  y  =  ;  z  =  Rtanh(Á$).  Sus  derivadas  particularizadas  para  el  punto  (i?,  0,0),  son: 

cosh(A'#)  '  cosh(A'#) 

xj  =  0,  yi  =  R,  z\  =  Rk,  x"  =  R(  1  +  k2),y"  =  0,  z"  =  0.  Las  aristas  del  triedro  intrínseco  son: 

a)  Tangente:  — — j*L  =  — — p-  =  z  ,Zl  ;  es  decir:  -  ~R  = 

x,  y,  z,  U  R  Rk 


b)  Binormal:  —  CJ  1 

=  T - 1  =  z  rZl  ,  siendo  a  = 

b  c 

y\ 

y" 

= 

Rk  0 

=  R2k(l+k2),  c  = 

xj  y[ 

= 

0  R(l+k2) 

x”  y” 

R  Rk 
0  0 


=  0,  b  = 


z\  xj 

II  II 

z  1 


x  -  r  =  y_  =  _z_ 
0  k  -1  ■ 
c)  Normal  principal: 


x  -  R 


X  -XI 

y-y  i 

z  —  Z\ 

b  y[ 

i 

C  Z{ 

a  x\ 

1 

c  z{ 

a  x[ 

b  y\ 

0  R 
R(l+k2)  0 

-:  es  decir: 


=  -R2{\+k2)\  por  tanto: 


y 


R2k(l  +k2)  R 

-R2(l+k2)  Rk 

0  0 

-R2(l+k2)  Rk 

0  0 

R2k(l  +  k2)  R 

;  por  tanto: 


.  x-  R 


1 


Z 

0 


z_ 

o  ■ 


El  radio  de  curvatura  es: 


(xi2+y12+zj2)2 


( R 2  +R2k2)  2 


(a2  +  b2  +  c2)  2  \_RAk2{\  +  k2)2  +  R4{\  +  k2)2' 


=  R. 


J  9-  Dada  una  curva  tal  que  la  indicatriz  de  binormales  está  contenida  en  el  plano  ax  +  by  +  cz  +  d  =  0,  se 
pide  determinar  la  superficie  rectificante. 

Solución:  Las  binormales  forman  un  ángulo  constante  con:  2L.  =  Z.  =  2L .  Luego  la  curva  es  una  hélice, 

abd 

y  su  superficie  rectificante  es  un  cilindro  de  generatrices  paralelas  a  dicha  recta. 


J  10-  Se  considera  una  curva  C  definida  en  coordenadas  rectangulares  porx  =  a  cosí,  y  =  asiní,  z  =  aU. 

Io)  Determinar  la  función  U  de  modo  que  las  tangentes  a  esas  curvas  encuentren  al  plano  z  =  0,  según  un 
círculo  de  centro  el  origen  y  radio  R.  2o)  Determinar  la  función  U  de  manera  que  el  plano  osculador  en  un 
punto  cualquiera  de  C,  forme  un  ángulo  constante  con  el  eje  OZ. 
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Solución:  Io)  x'  =  -asint,  y'  =  a  cosí,  z'  =  aU'.  La  tangente  es:  — — a9°ft  =  — — =  z  . 

7  -a  sin  t  a  cosí  aU 

Su  intersección  con  z  =  0,  es  el  punto  definido  por:  x  =  QUsmt  +  a cos =  -aUcost  +  a s ¿n t  Luego: 


U 


U 


f  aU  sin  t 
\  Ü 


ln  U  = 


a  cosí 


r< 


-aU  eos? 
U1 


asint)  =  R2,  de  donde  =  /Aj — 1,  AA  = 


U 


R 2 


dU 


adt 


U 


JR2  -  a 2 


at 


-+k 


y/R2  -  a 2 


+  k,  U  =  e  lR2~a2  .  2o)  El  plano  osculador  es 


X—x  Y-y  Z-z 
-asint  a  cosí  aÜ 
-a cosí  -asint  aU" 


=  0, 


y  como  la  ecuación  del  eje  OZ  en  forma  continua  es:  y  =  y  =  y,  siendo  9  el  ángulo  que  forman,  se 


tiene:  sin#  = 


-asint  a  cosí 
-a  eos  í  -a  sin  t 


2 

2 

a  cosí  aU' 

-asint  a  U' 

-a  sin  t  a  eos  i 

+ 

+ 

-asint  a U" 

-a cosí  a U" 

-a  eos  i  -a  sin  i 

y/U"2  +  U'2  +  1 


i 

De  donde:  U "2  +  U'2  =  cot 26.  Haciendo:  U'  =  p,  U"  =  p1,  se  tiene:  p'2  +p2  =  cot 26,  p'  =  Jcot26  -p 
dp 


dt  = 


t  +  A  =  aresin-yjy,  p  =  cot@sin(í +  H)  =  dU  =  cot@sin(í  +  A)dt.  Luego  la 


Jcot29  -  p2 
función  pedida  es:  U  =  -cot@cos(í  +  A)  +B. 


J  11-  Se  da  la  curva  jc  =  6t  +  6 12  +  2í3,y  =  2  +  2 í3,  z  =  -3  -  6 1.  Io)  Hallar  la  longitud  entre  í  =  0  y  í  =  1. 

2o)  Hallar  la  diferencial  de  arco  de  la  indicatriz  de  pendientes.  3o)  Hallar  los  cosenos  directores  de  la 
tangente  y  de  la  normal  principal. 

Solución:  Io)  dx  =  6(1  +t)2dt,  dy  =  6t2dt,  dz  =  -6 dt.  Luego:  ds  =  6 y[2{t2  +  t+  1  )dt.  Integrando: 

s  =  6y[2  JQ(í2  +  í+  l)dt  =  11  y/2 .  2o)  Si  9  es  el  ángulo  de  contingencia,  =  -y.  Como  d9  es  la 

_  6^2(1  +t  +  t2)dt 


diferencial  de  arco  de  la  indicatriz  de  pendientes,  da,  se  tiene:  da  =  _ 

R  672  (1  +  í  +  í2)- 

=  ,  dt -  3°)  Los  cosenos  directores  de  la  tangente,  son:  a  =  +  ^ - 

t2  +  t+  1  6  72  (1  +  í  + 12) 


P  = 


72(1  +  í  +  t2) 

y  =  — — — - .  Como  a1  =  p^r~  (Frenet),  los  cosenos  directores  de  la  normal  principal,  son: 

-  72  (1  +  t  +  t2)  ds 

a'=  _  '<(  +  2)  ,/=  2l+  1 


72(1  +Í  +  Í2) 


72  (1 +Í  +  Í2) 


72  (1 +Í  +  Í2) 


J  12-  Determinar  una  curva  con  la  condición  de  que  la  normal  principal  en  un  punto  M  cualquiera  de  dicha 
curva,  encuentre  al  eje  OZ,  y  que  el  segmento  comprendido  entre  el  punto  M  y  el  punto  N  (intersección 
con  OZ),  se  proyecte  sobre  dicho  eje  según  una  longitud  constante  k. 


Solución:  La  ecuación  de  la  normal  principal  es: 


.  X-x 


Y-y  _  z-z 


b  1  = 
Siend 


c  z 

a  x1 
j  2 


c  1  = 


a  x 
b  y' 


a  = 


y' 

/  zT 


b  = 


a  1 


z  x' 


z"  x" 


c  = 


c  1 


x1  y' 
x"  y" 


,  siendo:  a  1  = 


b  y1 


c  z 


o:  x'2  +y12  +z'2  =  1,  jc'jc"  +y'y"  +z'z"  =  0,  se  tiene  que:  a  1  =  x",  b\  =  y",  c\  =  z".  Por  tanto  la 
normal  principal  es: 

„d2y  d2x 


X _ X  - y  Z _ ¿  Dnrn  mií»  í .  n ‘  1  If.ntlV'  O  07*  _ X  -  3 


,,  .  Para  que  encuentre  a  OZ.  =  -2-,  Es  decir: 

z  x  y 


x"  y" 

d  "  y^ct2  =  ^tegrando:  x^  =  Es  decir:  xdy-ydx  =  Cds  (I).  El  punto  N  se  obtiene 


de:  -A  =  —7 r  =  Z  „z  =  ~ar-  Luego:  x"  =  xf  ""  - 


y 


y  = 


jc'jc"  +y'y"  +z'z"  =  O,  se  tiene:  xx'  +yy'  -  kz'  =  0.  Integrando: 


x2  +y¿ 


Sustituyendo  estos  valores  en 
-kz  =  C  (II).  Sustituyendo  en 
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x'2  +y'2  +z'2  =  1,  el  valor  de  z'  =  XX 


se  tiene:  x 2  +y 


(xx1  +yy')2 
k2 


=  1,  o  bien: 


(dx)2  +  (dy)2  +  ^X^  +  y^y)  =  (¿/5)2  (III).  Pasando  las  ecuaciones  señaladas  a  coordenadas  cilindricas, 
«re¬ 
teniendo  en  cuenta  las  igualdades:  x  =  rcosO,  y  =  r sin@,  x2  +y2  =  r2,  dx  =  cosddr -  rsinddd, 

dy  =  sin Odr  +  r eos OdO,  xdy  -ydx  =  r2d9,  (dx)2  +  (dy)2  +  ^XC^X  +jJ?^  =  (dr) 2  +  r2(d0)2  +  '  ^  ^  , 


r2(dr)~ 


se  tiene  respectivamente:  Cds  =  r2d0  (I);  4, —  kz  =  C'  (II);  (efe)"  =  (Jr)2  +  r2(d0)  , 

-¿2  « 
Eliminando  ds,  se  tiene:  (- LJMLm  _  r+»o2  vimaP-  ,  7  ) 


C 


r2  =  2kz  +  2 C ,  se  tiene:  d9  = 


)2  =  (dry+r2(d9Y  + 


k2 


-.  Luego,  dO  = 


1  +  r2!k 2 


-r2  +  r4/C2 


(III) 


dr.  Y  como: 


,  ,  2£z  +  2C_ 
k2 


(2kz  +  2C')2 
C 2 


dr.  Por  tanto,  las  ecuaciones  de  la  curva  son: 


-  2  kz  -  2  C 


r2  -  2 kz  -  2C]  =  0,  9  = 


1 


2kz  +  2C_ 
k 2 


^+JC')2  - 2kz - 2C' 


0 r+C "). 


C 2 


J  13-  Dada  una  curva  alabeada  C,  definida  por  el  vector  OM  =  p,  función  de  un  parámetro,  demostrar  que  si 
el  arco  5  de  C  está  ligado  a  p  por  la  relación  s  =  ~p  -~u,  siendo  ~u  un  vector  dado,  las  tangentes  de  C 
forman  con  el  soporte  de  ~u,  un  ángulo  constante. 


Solución: 


— >  — >  — >  — >  — I  9  — >  S  *  ti  Ci  O 

s  •  u  =  p  •  u  •  u  =  p  •  u  ,  p  =  2  ,  — £- 


u~  ds 

~t  'U  =  t  •  u  •  eos (j,~u^.  De  donde:  eos (j,~u')  =  !(  ‘  21 


Por  otra  parte,  se  tiene  que: 

—  =  1.  Luego  el  ángulo  ~t,~uQ s 
u 


constante,  igual  a  0o. 


J  14-  Dada  la  curva  x  =  t2 +  3, y  =  t2+\,z  =  t- 2,  hallar  en  el  punto  t  =  2,  la  tangente,  la  normal  principal, 
la  binormal,  el  plano  osculador,  el  plano  normal  y  el  plano  rectificante. 

Solución:  Derivando  la  ecuación  de  la  curva  y  particularizando  para  el  punto  t  =  2,  (1 1,5,0),  se  tiene: 

abe 

I 

x'  =  3t2  =  12,  x"  =  6t=  12,  y'  =  2t  =  4,  y"  =  2 ,  z1  =  1,  z"  =  0; 


12  4  1 
12  2  0 


a  = 


4  1 
2  0 


b  = 


1  12 

12  4 

=  12,  c  = 

=  -24; 

0  12 

12  2 

b  i  = 
Tangente 


=  -286,  c\  = 


-24  -2 
1  12 

.  x  -  1 1  _  y  ~  5  _  z 


-2  12 
12  4 


U 1  Ó 1  C 1 
-2  12  -24 

12  4  1 

=  -152. 


1 

12 

l 

-24 

,  a  i  = 

4 

1 

=  108, 


Binormal: 


12 
.  x  -  1 1 


^  =  -y.  Normal  principal: 


.  x  -  1 1 


y-5 


y- 5 


108  -286  -152  ' 

- — .  Plano  osculador:  -2(x-  11)  +  12 (y  -  5)  -  24z  =  0. 


=  -2, 


-2  12  -24 

Plano  normal:  12(x  -11)+  4 (y  -  5)  +  z  =  0.  Plano  rectificante:  108(x  -  11)-  286 (y  -  5)  -  152z  =  0. 


J  15-  Se  da  la  curva  C  cuyas  ecuaciones  son  x  =  2wcos2-^-,  y  =  2m  sin  eos  -J¿- .  Demostrar  que 

proyectando  un  punto  M  de  la  curva  sobre  el  eje  OZ  en  P,  y  tomando  como  intersección  S  de  la  normal 
principal  en  M  a  la  curva  con  el  plano  n  perpendicular  en  P  a  la  recta  PM ,  si  se  traza  un  vector  OL 
equipolente  al  MS,  el  punto  L  describe  un  círculo  situado  en  XOY  y  con  centro  en  O. 

Solución:  Haciendo  9  =  se  tiene:  x  =  m(  1  +  cos@),y  =  msin9,  z  =  Luego  las  coordenadas  de 
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M  y  P  son:  M^m{  1  +  cos0),/77  sin0,  -y^,  p(^ 0,0,  -y— Derivando  se  obtienen  los  siguientes  valores: 


x'  =  -m  sin  6,  y'  =  777  cos  0,  z'  =  y-,  x"  =  -m  eos  9,  y"  =  -m  sin  6,  z"  =  0,  a  = 


m  eos  0  y- 
-m  sin  0  0 


2 


ai  = 


Cl  = 


m 

o 

-777  sin  0 

2 

-/77SÍn0  777  COS  0 

sin0,  b  = 

1 

=  cos  9,  c  = 

0 

-777  COS  0 

1 

-777  COS  0  -777  sin  0 

-y- eos 0  m2 
m  eos  0  y- 


-y —  sin 0  -y- eos 0 

-777  sin  0  mcos0 


-5/77 3 


eos  0,  ¿o  = 


2  »r 


sin0 


y-  -777  sin  0 


-5  m3 


=  m2, 


sin0, 


=  0. 


La  ecuación  de  la  normal  principal  es: 


x  -  77/(1  +  cos0)  _  y-  m  sin0 


z  — 


m6 


5  m3 


eos  0 


5m 3 


xsin0 -JCOS0  - /77sin0  =  0.  La  recta  PM  es: 


sin0 


y 


z  — 


0 

777  0 


es  decir:  z  = 


es  decir:  z  = 


777  0 
2 

777  0 


xsin0 -y(l  +  cos0)  =  0.  E 
[ 777(1  -  COS  0), -777  Sin 0,  -yy  j 
Z  =  0. 


777(1  +COS0)  777SÍn0  0  ’  2 

plano  n  es:  (1  +  cos0)x +jsin0  =  0.  Las  coordenadas  de  S  son: 
.  Por  tanto  |MS|2  =  4/?í 2 .  Luego  L  describe  la  circunferencia:  x2  +y2  =  4/?72, 


J  16-  Se  da  la  curva  C  cuyas  ecuaciones  sonx  =  3t,  y  =  3t2,  z  =  2t3.  Io)  Hallar  las  ecuaciones  de  la  tangente 
en  un  punto  M  de  la  curva,  y  determinar  los  puntos  dyüen  que  la  tangente  corta  a  los  planos  XOY,  XOZ. 
2o)  Demostrar  que  es  constante  y  hallar  el  lugar  geométrico  de  A  y  B  cuando  M  describe  la  curva  C. 

3o)  Hallar  la  longitud  del  arco  OM.  4o)  Desde  M  se  traza  la  perpendicular  MP  a  XOY,  y  se  lleva  MQ  en  el 
sentido  de  M  a  P,  e  igual  al  arco  OM.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  Q. 


Solución:  Io)  Derivando:  x'  =  3,  y'  =  6t,  z'  =  6 12.  La  tangente  en  un  punto  genérico  de  la  curva,  es: 


x 


-3 1  _  y-3t2  _  z  _  2t3 


3  6t 

5(^,°,-í3).  2o) 


6t2 


Las  coordenadas  de  los  puntos  de  corte  con  XOY,  XOZ,  son:  A(2t,  t2,0)  y 


MA 

MB 


t2  +  4 14  +  4 16 


+  9P 


9 16 


3  ' 


Como  t  =  ^¡r,  el  punto  A  describe  la  parábola: 


x2  -  4y  =  0,  z  =  0,  y  el  punto  B  describe  la  parábola  cúbica:  8x3  +  27z  =  0,  y  =  0.  3o)  Como: 
ds  =  J9  +  36t2  +  36t4  dt  =  =  ó(j2  +  y  ^)dt,  s  =  6\0(t2  +  =  2t3  +  3t  =  z  +  x.  4o)  Las  coordenadas 

de  Q  son:  (x,y,z  -  x  -  z),  es  decir:  (x,y,-x).  Luego  el  lugar  geométrico  de  Q  es:  x  +  z  =  0,  x2  -  2>y  =  0. 


J  17-  Sobre  la  curva  C  se  elige  un  origen  de  abscisas  curvilíneas  y  un  sentido  positivo.  En  cada  punto  M  de 
C,  se  toma  sobre  la  tangente  un  punto  P  tal  que  el  valor  algebraico  de  MP  (referido  al  vector  unitario  T) 
sea  opuesto  a  la  abscisa  curvilínea  de  M.  Calcular  las  coordenadas  de  P.  Aplicar:  Io)  A  la  curva  plana 
y  =  coshx.  2o)  A  la  curva  alabeada  y  =  coshx,  z  =  sinhx. 


Solución:  Sea  la  curva:  x  =  x(t),y  =  y(t),z  =  z(t).  Sea  para  t  =  0,  x(0)  =  0,y(0)  =  0,z(0)  =  0.  Y  sean 
las  derivadas:  x'  =  x'(t),y'  =  y'(t),z'  =  z'(t).  Sea  M[x(t),y(t),z(t)]  y  sea  la  ecuación  de  la  tangente  en  M: 
X-x  _  Y-y  _  z-z 


y 


=  X.  Las  coordenadas  de  P  son:  X  =  x -  he' , Y  =  y-  Xy',Z  =  z -  Xz' ,  de  forma 


Luego  P  x- 


m 


i 


xl2+y12 


-x  ,y- 


1(0 


-y  ,z- 


Xjx'2  +y'2  +z'2 

Ijx* 

+  y'2  +  z'2  = 

/(0  z 

=  1(0,  2  = 


7(0 


l 


x'2+y12 


Io)  La  ecuación  de  la 


Jx'2  +/2  +z': 

curva  es :  x  =  t,  y  =  cosht.  Luego  se  tiene:  x'  =  1  ,y'  =  sinht,  I  =  \  J 1  +  sinh 2tdt  =  J  cosh  tdt  =  sinht, 
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A  = 


s^t  =  si°h*  =  tanli  ?.  Luego:  P(t  -  tanh?,cosh?  -  tanh?sinh?),  o  bien:  P(t  —  tanh  ?,  sec  h?) . 

V  ^  y 

2°)  La  curva  es:  x  =  t,y  =  cosh?,  z  =  sinh?.  Luego,  x'  =  1,  y'  =  sinh?,  z'  =  cosh?.  Por  tanto,  se  tiene  que: 


y¡2  sinh? 


I  =  [‘  J 1  +  sinh2?  +  cosh2?^?  =  J2  cosh  tdt  =  J2  sinh?,  A  =  — _ 

0  0  J\  +  sinh2?  +  cosh2? 

deduce:  P{t-  tanh?,cosh?-  tanh?  sinh?,  sinh?-  tanh?cosh?),  o  bien:  P(t-  tanh?, sech?,0). 


=  tanh?.  Luego  se 


J  18-  Demostrar  que  la  curva  x  =  sin2?,  y  =  sin  icos?,  z  =  eos?,  está  sobre  una  esfera  y  que  sus  planos 
normales  pasan  por  un  punto  fijo. 

Solución:  Como:  x2  +  y2  +  z2  =  sin4?  +  sin2?cos2?  +  eos2?  =  1,  la  curva  está  sobre  la  esfera  de  centro  el 
origen  y  radio  la  unidad.  Los  planos  normales  son:  x'(X-x)  +  y'(7-y)  +z'(Z-z)  =  0,  es  decir: 
Xsin2?  +  7cos2?-  Zsin?  =  0.  Luego  todos  los  planos  normales  pasan  por  el  origen  (0,0,0). 

J  19-  Un  punto  P  invariablemente  unido  a  un  triedro  móvil  de  una  curva  C,  determina  al  ser  unido  con  el 
punto  correspondiente  de  C,  una  superficie  reglada  de  generatrices  OP.  Hallar  las  condiciones  que  han  de 
ligar  la  curvatura  p  y  la  torsión  r  de  C,  para  que  la  curva  descrita  por  P  corte  según  un  ángulo  constante  a 
OP. 


Solución:  El  ángulo  constante  9  está  definido  porx(s)  y  el  vector  OP.  Siendo  OP  =  a{t  +  a{n  +  a^b,  y 

— >  _ ^  ^  — > 

siendo  el  punto  P  solidario  con  el  triedro  móvil,  se  tiene  que:  P  =  s  +  a\  t  +  din  +  a^b.  Diferenciando: 

-»  d(  7  +  a\ t  +  aOn  +  aib  )  _ »  -»  _>  ,  .  .  . 

V  ~  J  _  7  ,  _  n_  _n  r  _L  ,  _!l\  +  n  AL  -  (\  a 2  ^7  i  ( 7l  ,  «3  \~p 

t  ci i  @2\  j-, )  @3  rji  R  J  ^  \  R  T  )  ^ 


dP 

ds 


ds 


— -p-  b ,  donde  R  =  -jy  es  el  radio  de  curvatura,  y  T  =  -y,  el  radio  de  torsión. 


Como  eos  9  = 


dP 

ds 


OP 


dP 

ds 


\OP 


■,  cos2@  = 


(dP. 

\  ds 


OP 


y 


dP 

ds 


X  n  ( \  (  fll  ,  «3)  n  a  2  1 


OP 

2 


17 

1  -  “2-V+  1 

c  «1  ,  «3  y 

Lv 

1  R  )  + 1 

u  r; 

y 

r  r 

1  -  “2-V+  ( 

'ai  ,  «3  y 

Ll 

1  i?  J  +v 

,  R  T  J 

_  -  ^1  _  «2 

(a2  +  a2  +  a2) 


- .  Luego  se  tiene  que: 


(a2  +  al  +  a2)  eos2  9  V 

al  +  al  a-l+a2  laya--, 


R2 


T2 


RT 


2a2 

R 


=  k.  O  bien:  (a2  +  al)p2  +  (a 5  +  <x2)t~  +  2a\a-ipx  -  2aip  =  k. 


J  20-  Demostrar  que  la  curva  x  =  t,  y  =  ^  ? ,  z  =  *  ^  ,  es  plana. 


Solución:  Las  sucesivas  derivadas  son:  x1  =  1,  x"  =  x'"  =  0,  y'  =  y"  =  y"1  =  -j- 


4  ’ 


z'  =  z"'  =  ~pr  ■  Lue§0: 


x'  y'  z' 
x"  y"  z" 
x"'  y'"  z'" 


-1  -?2  -  1 


0  4  4 


-6 


-6 


torsión  r  es  nula  (el  radio  de  torsión  T  =  00),  siendo  la  curva  plana. 


=  0.  Por  tanto,  la 


J  21-  Hallar  el  orden  y  la  parte  principal  del  infinitésimo  diferencia  entre  el  arco  y  la  cuerda  en  un  punto  de 
una  curva,  cuando  se  toma  dicho  arco  como  infinitésimo  principal. 

Solución:  Como:  T(s)  =  ~r  ( 0)  +  5  •  r'( 0)  +  -|j-r"( 0)  +  ^-r"'(0)  +  j^-¡-r(4)(0)  +  0(s4),  aplicando  las 


,3 


fórmulas  de  Frenet  para  las  derivadas  de  r,  se  tiene:  r  =  s  •  ?o  +  -  -f-¡-  (  d± - +  -LLWo 


?  o 


3!  U§ 


¿o 

R0T0 


R 


Rl 
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n  L  Rl 


R',[Ro  -  2R'n  +  1 


-77  W  - 


is; 


0(54). 


L  -n-0  V  ^0  ^Oi0y  V  O  ^0^0  y  J  í 

Su  equivalente  en  coordenadas  cartesianas  es:  x  =  5  -  r  +  ^  5  +  0(s4),  y  =  ~ ñ 

6/?-  8iL  '  2R  6 R 

[RR"-2R'2+\  ,  1  1.4  ,  nr^  s3  ( 2R'T  +  RT')S 4  ,  n,  4,  T  _ • 


RR"  -2R’2 
24  i?3 


Ll 
24i?r2  J 


°^4)’ z  6i?r 


24R2T2 


0(s4).  La  diferencia  A  entre  el 


s2  _  R's 3 

2i?  6i?2 


(A)' 


=  s  —  s  — 


arcoylacuerda,es:A  =  ,-i|(,-^)2+(¿-||-)“+(^)2  =  s  -  Js2  -  ^  = 

3  3 

=  5  -  5  +  ~4~ ,  +  0(s3)  =  ~4— .  +  0(s3).  Luego  la  diferencia  entre  el  arco  y  la  cuerda  es  un  infinitésimo 
24i?2  v  '  24R2  B  J 

3 

de  tercer  orden,  siendo  su  parte  principal:  ^  . 

J  22-  Hallar  el  centro  de  curvatura  en  el  origen,  de  la  curva  y  =  x2,  z  =  f(x),  siendo  J[x)  nula  para  x  =  0. 
Demostrar  que  el  lugar  geométrico  del  punto  obtenido  es  un  círculo  al  variar  f[x)  sometida  a  las 
condiciones/[0)  =  0,/(0)  =  tan@,  constante. 

Solución:  Las  ecuaciones  de  la  curva  son:  x  =  t,  y  =  t2,  z  =  J[t).  Derivando  y  particularizando  para 
(0,0,0),  se  tienen  los  siguientes  valores:  x!  =  \,y'  =  2t  =  0,  z'  =  tan0  =  k,  x"  =  0 ,y"  =  2,  z"  =f'  =  m, 
a  =  y'z"  -z'y"  =  -2 k,  b  =  z'x"  -x'z"  =  -m,  c  =  x'y"  -y'x"  =  2,  a\  =  bz'  -  cy'  =  -mk,  b\  =  ex'  -  az1  = 
=  2  +  2 k2,  c\  =  ay'  -  bx'  =  m.  Las  coordenadas  del  centro  de  curvatura  son: 

„  _  |  x'2+yl2+z'2  1+P  ,  o  x'2+y'2+z'2  1  +  k2  2(\  i  !:2 ) 

a  x  +  ..7  ,  1.7  ,  .7  ül  a  1.7  ,  ...7  ,  a  (  mk),  p  y+  -  ~  2  b\  .  .  2(1  +k  ), 


x'2  +y'2  +z'2 


7  ^  Z  '  a2  +  b2  +  c2  4k2  +  m2  +  4  ~ . ""  . .  ’ 

2¡5 2  +  2(1  +  k2)y2  -  (1  +  k2)[i  =  0.  Se  trata  de  comprobar  que  el  plano  a  =  -ky,  produce  secciones 
cíclicas  en  la  cuádrica  2¡32  +  2(1  +  k2)y2  -  (1  +  k2)P  =  0.  La  ecuación  en  S  de  esta  cuádrica,  es: 


q2  +  b2  +  c2 
x2  +y'2  +  z'2 


+  m  ■ 
1  +k2 


r'2  +  v'2  ,  12 

—(-mk),  P  =  y  +  — 2 — T~7 - Tbl  =  17+ 

■4  a2  +  b2  +c2  4  k2 


y  '  a2  +  b2  +  c2  4k2+m2+4  v ” 

k.  Eliminando  m  entre  las  tres  ecuaciones,  resulta:  a  =  -ky. 


-5  0  0 

0  2-5  0 

0  0  2(1  +  k2)  -  S 


=  -5(2  -5)[2(1  +  k2)  -5]  =0,  cuya  raiz  intermedia  es  5  =  2.  Por  tanto, 


los  planos  que  producen  secciones  cíclicas,  son:  q>(a,p,y)  -  2(a2  +  p2  +  y2)  =  2/12  +  2(1  +  k2)y2  - 
-2 (a2  +  P2  +  y2)  =  -2a2  +  2 k2y2  =  0.  Es  decir,  a  =  ±ky.  Luego  el  plano  a  =  -ky,  produce  secciones 
cíclicas.  El  lugar  geométrico  del  centro  de  curvatura  en  las  condiciones  del  enunciado,  es  una 
circunferencia. 


J  23-  Determinar  la  función  f(u)  tal  que  las  curvas  J[u)  •  v2  =  A,  de  la  superficie  x  =  vj[u),  y  =  v[af(u)  +  b ], 
z  =  u  +  v,  sean  curvas  planas. 

Solución:  Cortando  la  superficie  dada  por  el  plano  Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  0,  se  obtiene  la  ecuación: 

Avftu)  +  Bvlaftu)  +  b]  +  C(u  +  v)  +  D  =  0,  deduciéndose  que:  v  =  - xfx  7  ^ „ , - 77=  I -Jxr  ■ 

(A  +  aB)f(u)  +  Bb  +  C  y  f(u) 

Por  tanto:  (Cu  +  D)2f(u)  =  A[(A  +  aB)f(u)  +  Bb  +  C]2.  Es  decir  que  la  función  f(u)  está  definida  por  la 
ecuación:  Í(A  +  aB)2J2(u)  +  [2 X(A  +  aB)(Bb  +  C)  -  (Cu  +  D)2  ~\f(u)  +  X(Bb  +  C)2  =  0,  o  lo  que  es  lo 
mismo,  por:  K]f-(u)  +  \_2KXK2  -  (u  +  K)2  ]/(m)  +K2  =  0. 

Otra  forma  de  resolver  el  problema  es  la  siguiente:  Se  elimina  u,  teniéndose  que:  x  =  -y,  y  =  +  bv, 

x'  y1  z1 

z  =  y/(v)  +  v,  siendo  u  =  y/(v).  Siendo  la  torsión  nula,  se  tiene  que:  x"  y "  z"  =  0.  Por  tanto: 

x'"  y"1  z1" 


=  0.  Operando  y  simplificando: 


-Av  2 

-aAv-2  +  b 

y/'  +  1 

-v2 

-uAv2  +  bv4  1//'  +  1 

2Av~3 

2uAv _3 

V' 

00 

I 

> 

II 

2v 

2uAv  y/" 

-6Av-4 

-óuAv-4 

r 

-6 

-6uA  y/"' 

-v2 

- av 2 

y/'  +  1 

- v 2 

bv4 

y/'  +  1 

2v 

2  av 

Y" 

+ 

2v 

0 

Y" 

-6 

-6a 

y/'" 

-6 

0 

y/"1 

=  - 2bv4(3\¡ r"  +  viy'")  =  0.  De  donde:  -^7r  +  y-  =  0. 
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T  .  •  .  i/a  „ ,  „  y/  i  y/  i 

Integrando  sucesivamente:  ln  +  3  lnv  =  0,  -br  =  -h-,  -br  =  - 

C  C  v3  v 

k 


2v2 


C„  i  =  J-  +  C,V+C2> 


y/  =  -rf-  +á:2v  +  A:3  =  m.  Eliminando  v  entre  esta  ecuación  y  /(«)  =  se  tiene  que:  (u  +  cyñu)  = 

V  yZ 

=  [c\f{u)  +  C2]2.  Es  decir:  c]f-(u)  +  \lc\C2  -  (u  +  c)2  ]/(«)  +  c2  =  0. 

J  24-  Se  da  la  curva  x  =  3 t  -t3,  y  =  3t2,  z  =  3t  +  t 3.  Hallar  el  radio  de  curvatura  y  el  de  torsión,  en  función 
del  parámetro  t. 

|2 


Solución:  Las  fórmulas  a  aplicar  son:  R  = 


(x'2  +  y'2  +  z'1 )  2 


T  = 


x'  y' 
x"  y" 


2 

E 

x' 

x" 

y' 

y" 

X 

x" 

y 

y" 

z 

z" 

11! 

/// 

X 

y 

z 

Derivando  se 


tiene:  x'  =  3  -  3 12,  x"  =  -6t,  x"'  =  -6,  y'  =  6 1,  y"  =  6,  y'"  =  0,  z  =  3  +  3 12,  z"  =  6t,  z'"  =  6. 

Introduciendo  estos  valores  en  las  fórmulas  anteriores,  se  tiene:  R  =  3(t2  +  1  )2,  T  =  3{t2  +  1  )2. 

J  25-  Hallar  la  relación  existente  entre  el  radio  de  curvatura  y  el  de  torsión  en  la  curva  x  =  3 t  -  t3,  y  =  3 12, 
z  =  3t+  t3. 


Solución:  En  el  problema  J  24,  se  ha  obtenido  que  R  =  T  =  3{t2  +  1  )\  Luego  ambos  radios  son  iguales. 

!  1  1  1  _  +2 

J  26-  Siendo  nulo  el  radio  de  torsión  de  la  curva  x  =  t,  y  =  f  — ,  z  =  -  (ver  problema  J  20),  hallar  la 

ecuación  del  plano  en  que  se  encuentra  la  curva. 


t  ’  t 

Solución:  El  plano  en  el  que  se  encuentra  la  curva  es:  x  -y  +  z  +  1  =0. 


f 2  x3 

J  27-  Dada  la  curva  x  =  t,  y  =  -y,z  =  -y,  hallar  el  radio  de  curvatura  en  el  punto  t  =  1 . 

Solución:  Derivando  y  particularizando  para  t  =  1,  se  tiene:  x'  =  1,  x"  =  0,  y'  =  t  =  1,  y"  =  1, 

3 


z  =  t2  =  1,  z‘  =  2t  =  2.  Luego  7?  = 


(x2  +y2  +z-) 


3j2 


E 

x'  y' 

II  11 

x  y 

J  28-  Hallar  la  longitud  de  la  loxodroma  de  la  esfera,  que  parte  del  ecuador,  y  corta  bajo  ángulo  constante  a  a 
los  meridianos,  y  se  arrolla  en  tomo  al  polo. 

Solución:  Las  ecuaciones  de  la  loxodroma  (ver  problemas  J  6  y  J  58),  son:  x  =  ^C°S.^  ,  y  = 


cosh  kcp 


cosh  kcp 


z  =  Rtanhky,  siendo  k  =  cota.  La  longitud  es:  L  =  J  2  Jx'2  +y'2  +  z'2  cl6  =  CqSÜ  \  2  d6  ==  ddK. 


seca. 


>0  v  -  cosa  Jo  2 

J  29-  Hallar  el  radio  de  curvatura  y  el  de  torsión,  de  la  curva  x  =  t,  y  =  t2,  z  =  t3. 

Solución:  Derivando:  x'  =  1,  x"  =  x1"  =  0,  y'  =  2 1,  y "  =  2,  y1"  =  0,  z'  =  3 12,  z"  =  6t,  z'"  =  6.  Luego: 


R  = 


( x'2+y'2  +  z'2)~ 


E 

x'  y' 

1!  II 

x  y 

(1  +4t2  +  9t4)  2 
2(1  +9t2  +  9t4)^ 


T  = 


x1  y' 
x"  y” 


1+9 12  +  9 14 


x'  y'  z' 
x"  y"  z" 
x1"  ym  z'" 


J  30-  Dada  la  curva  x  =  e'cos  t,  y  =  e'sin  t,  z  =  e‘,  obtener  su  ecuación  en  función  del  parámetro  5  (longitud 
de  su  arco). 

fl  A-+y2+z  *d,  -  /; 

A 

5 


Solución:  x'  =  e‘cost  -  e'sint,  y'  =  e1  sin t  +  e‘ cosí,  z'  =  e',  s  +y'2+z'2dt  =  J  43 e’dt  = 


=  J3(e‘-l),t  =  \n 


73 


1  .  Por  tanto,  las  ecuaciones  paramétricas  de  la  curva  dada,  son: 


331 


X  = 


73 


1  eos 


ln 


73 


y  = 


73 


1  sin 


ln 


73 


Z  = 


73 


1. 


J  31-  Dada  la  curva  x  =  3 t-  t3,  y  =  3t2,z  =  3  t+t3,  hallar  el  triedro  intrínseco. 

Solución:  x'  =  3  -  3 12,  x"  =  -6 1,  y'  =  6t,  y"  =  6,  z'  =  3  +  3 12,  z"  =  6t,  a  =  y'z"  - y"z '  =  18 [t2  -  1), 
b  =  z'x"  -  z"x' = -36t,  c  =  x'y" -x"y'  =  18(t2  +  1),  ai  =  cy'  -  bz'  =  216í(l  +  t2),  b\=az'-cx'  = 
=  216(1  +  t2)(t2  -  1),  c\  =  bx!  -  ay'  =  0,  Jx’2  +y12  +  z'2  =  3f2{t2  +  1 ),  Ja2  +  b\  +  c2  =  108(t2  +  1  )2, 


fe 


c2  =  \%f2(t2  +  1).  Por  tanto,  el  triedro  intrínseco  es:  t 


1  -t2 


2 1 


V72(í2  +  1)’  72  (i2 +  1)’  72  / 


(t 


-rrf  2t  t2  -  1 


0  ,  b 


T  t2-  1 


-2 1 


+  t2  ’  1  +t2  ’ " 

J  32-  El  vector  binomial  de  una  curva  es 


f2{t2  +  \)  ’  72  (i2 +  1)  ’  72  / 
r -fi^e 


-t  i 


,  siendo  el  radio  de  torsión  constante  e 


72  ’  72  ’  72 

igual  a  la  unidad.  Obtener  los  vectores  tangente  y  normal  principal  del  triedro  intrínseco,  y  la  ecuación  de 
la  curva. 

Solución:  Aplicando  las  fórmulas  de  Frenet,  se  tiene:  Al  ser  T  =  1,7 T  =  •  -^f. 

ds  l  ds  dt  ds 


Como: 


.  db 


dt 
.  dt  _ 


í  t  -lo] 

db 

1  -  1  1  -  1  - 

db 

db 

V  72(1 -í2)  ’  72  ’  Y 

dt 

H 

ÍN 

1 

ds 

dt 

dt 
ds  ’ 


Luego:  =  p(l  - 12)  .  Por  tanto:  = 


-1 


pfl  -t2)  72 


ds  *  v  7  -  ds  dt  ds 

(t,-  7l  -  t2 ,  o).  Es  decir:  7T  =  -  t2 , o).  Como  T  =  Tí  A  b,  se  tiene  que: 

T  J  I 

t  -  Jl  - 12  0 


,0  1/2(1 -t2)  = 


t  = 


=  t  di. 
dt 


-fi^T2 

72 


-t 


i 


1  -  c 


72  72 


72  ’  72 


1  - 12  t  -1  ]  Como-  -  dx  .  ds_ 


dt 


-1 


-1 


í/.s'  dt 


,  se  tiene  que: 


2  ’  72  ’  72  )  J2f\ -t2)  2fY~F’  2fY~F2 

=  í  Xfelt  =  zf  +  C\,y  =  í  —  f  dt  =  — +  C2,  z  =  í  —  ~1  dt  =  A-L  aresint  +  C3. 

J  2  2  J  2fl^l2  2fl^f  J  2fl^l2  2 


J  33-  Dada  la  curva  x  =  3 t,y  =  3 12,  z  =  2 t3,  hallar  el  triedro  intrínseco,  el  radio  de  curvatura  y  el  de  torsión. 

Solución:  x1  =  3,  x"  =  x"'  =  0,  y1  =  6t,  y"  =  6,  y"1  =  0,  z1  =  6 12,  z"  =  12 1,  z"j  =  12,  a  =  y'z -y"z'  = 
=  36t2,  b  =  z'x" -z"x'  =  -36t,  c  =  x'y" -x"y'  =  18,  a\  =  cy'  -  bz'  =  108í(l  +  2t2),  b\=az'-cx'  = 
=  54(4í4-l),  c\  =  bx'  -  ay'  =  -108t(l  +  2t2),  Jx'2+y'2+z'2  =3(l+2í2),  Ja2  +  b 2  +  c\  = 

=  54(1  +2í2)2,  7 a2  +  b2  +  c2  =  18(1  +2 12).  El  triedro  intrínseco  es:  TÍ—, f — — , — 2?  .  ,  -  2?  . 

V  2í2  +  1  2t2  +  1  2t2  +  1 

El  radio  de  curvatura  es: 


(  2 1 

2 12  -  1 

-2 1  > 

b  (  2í? 

-2 1  1  > 

\2t2  +  \ 

2 12  +  1 

2t2  +  1  7 

’  b  V  2t2  +  1 

2í2  +  1  ’  2t2  +  1  J 

R  = 


(x'2  +y'2  +z'2)  2 
7  a2  +b2  +  c2 


=  -2-(l  +  2t2)2.  El  radio  de  torsión  es:  T  = 


x'  y'  z' 
x"  y”  z" 
x'"  y'"  z'" 


«A  -  fa+2 ñ: 


J  34-  Dada  la  curva  x  =  3t,  y  =  3 12,  z  =  2 13,  hallar  las  ecuaciones  de  los  planos  osculador,  normal  y 
rectificante,  en  un  punto  genérico  de  la  curva. 

Solución:  En  el  problema  anterior  J  33,  se  han  calculado  las  sucesivas  derivadas. 

Plano  normal:  x'(X-x)  +y'(Y-y)  +z'(Z-  z)  =  0,  es  decir:  X-  3 1  +  2 t(Y -  3 12)  +  2t2(Z -  2t2)  =  0. 
Plano  osculador:  a(X-x )  +  b(Y-y)  +  c(Z-z)  =  0,  es  decir:  2 t2(X-  3 1)  -  2t(Y -  3 12)  +  Z-  2 12  =  0. 
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Plano  rectificante:  a \(X-x)  +b\(Y -y)  +  ci(Z-z)  =  0,  es  decir  : 

2 t(X-  3 1)  +  (2 12  -  1  )(7-  3 12)  -  2t(Z-  2 t3)  =  0 

J  35-  Obtener  el  radio  de  curvatura R  de  la  elipse x2  +y2  -  z  =  0,  x+y  +  z  =  y. 

Solución:  Eliminando  z  entre  las  dos  ecuaciones,  se  obtiene  la  proyección  de  la  elipse  sobre  el  plano 

z  =  0:  x2  +y2  +x  +  y-  y  =  0,  es  decir:  (*+2")  +  (y+ y)  ~  ^  =  Pasando  a  paramétricas: 

x  =  -y  +  eos 9,  y  =  -y  +  sin0,  z  =  y  -  sin0  -  cos0.  Derivando:  x'  =  -sin0,  x"  =  -eos 9,  y'  =  cos9, 

y "  =  -siné?,  z'  =  —  eos 9  +  siné?,  z"  =  sin0  +  cosé?,  a  =  y'z"  -y"z'  =  1 ,  b  =  z'x"  -z"x'  =  1,  c  =  x'y"  - 

a  t  ,  T  v  (x 2  +  y'2  +  z'2)  2  2-J6  , .  .  „  2 

-xy  =  1.  Luego:  i?  =  —  -  =  — \ — (1  -  sin  0 eos 0)  2  . 


J  36-  Dada  la  curva  x  = 


Ja2 

_  2a 


1  +z2  ’ 


y  =  xz,  se  pide:  Io)  Sus  proyecciones  sobre  los  planos  coordenados. 


2o)  Ecuaciones  de  la  curva  en  paramétricas.  3o)  Coordenadas  de  los  puntos  de  intersección  del  plano 
osculador  con  el  eje  OZ.  4o)  Radios  de  curvatura  y  de  torsión  en  el  punto  en  el  que  la  curva  corta  al  plano 
z  =  0. 

Solución:  Io)  La  proyección  sobre  z  =  0  se  obtiene  eliminando  z  entre  las  dos  ecuaciones  de  la  curva, 
obteniéndose:  x2  +  y2  -  2 ax  =  0.  La  proyección  sobre  y  =  0,  es:  x(l  +  z2)  -  2a  =  0.  La  proyección  sobre 


x  =  0,  es:  y(  1  +  z)  -2 az  =  0.  2o)  Haciendo  z  =  t,  se  tiene  la  ecuación  en  paramétricas:  x  = 


2 a 


-4a(l  -3í2) 


v  _  2 at  _  f  oo\  t  -4a t  r» 

l+t2’  '  (1  +t2)2’  (1+í2)2 

2"  =  0  y'z"  -y"z'  =  4fl^3  ~  z'x"  _z"x'  =  4u(3t-  -  1 )  ,  „ 

z  o,  y  z  y  z  <,1  ,  2.3  ,  zx  z  x  2  3  ,  xy 


,  _  2a(l  -  t2) 


1  + 12 


(1+í2) 


„  =  4at(-3+t2)  ,  = 

2\2  5  y  /1  ,  z 


(í+í2)- 

plano  osculador  es:  4at(3  -t2)(x- 


2  a 


(i  +  t2y 

4a{3t2  -  l)^y- 


■x  y  = 


8  a2 


(1  +t2y 

La  ecuación  del 


2  at 


(1  +t2)¡ 

1  _i_  ^2  j  1  1  j  y  \  +  fi  J  +  ~  i)  =  0.  El  eje  OZ  es. 

x  =  y  =  0,  luego  el  punto  de  intersección  es:  (0,0, 3í)-  4o)  La  curva  corta  a  z  =  0,  en  t  =  0.  Luego: 

x  =  2a,  x'  =  0,  x"  =  -4a,  x"1  =  0,  y  =  0,  y'  =  2a,  y"  =  0,  y'"  =  -12a,  z  =  0,  z'  =  1,  z"  =  0,  z1"  =  0, 
y'z"-y"z'  =  0,  z'x"  - z"x'  = -4a,  x'y" -x"y'  =  8a2.  Se  obtiene  que  el  radio  de  curvatura  es: 


R  = 


(x'2  +y'2  +  z'2)  2 
Jz(x'y"-x"y')2 


4a 2 


4a 


— ,  y  el  radio  de  torsión  es:  T  = 


E(x'y"  -x"y')2 


4a2  +  1 


7 


x"  y"  z" 
x'"  y'"  z"' 


J  37-  Dada  la  curva  x  = 


1 


7  = 


t-  1 


z  = 


,  demostrar  que  es  plana,  y  obtener  la 


t2  +t  +  1  ’  y  t2  +  t+  1  ’  “  t2  +  t+  1 

ecuación  del  plano  que  la  contiene. 

Solución:  Sea  el  plano:  Ax  +  By  +  Cz  +  1  =  0.  Sustituyendo  y  operando,  se  tiene: 

A  +  {t-l)B  +  t2C  +  t2  +  t  +  1=0,  es  decir:  (C+  1  )t2  +  (B  +  1  )t  +  A  - B  +  1  =0.  Por  tanto:  C  =  - 1, 
B  =  -1,  A  =  -2.  La  curva  está  contenida  en  el  plano:  2x+y  +  z-  1  =  0,  luego  es  plana.  También  se 
puede  resolver  el  problema  obteniendo  el  radio  de  torsión,  que  como  es  infinito,  la  curva  es  plana. 


J  38-  Dada  la  superficie  x  =  reos 9,  y  =  rsinO,  z  =  r,  hallar  la  curva  situada  sobre  ella,  tal  que  su  tangente 
forme  un  ángulo  constante  con  el  plano  XY. 

y-rsm9 


Solución:  La  tangente  es: 


—¡^ — 2  cos  ^  1  am,y  =  2  r  _  Siendo  V  el  ángulo  que  forma 

rcosy-rsmy  r  sin 9  +  reos 9  r 

=  k.  Luego: 


r  _  Z 


con  z  =  0,  se  tiene:  cos  V  =  — ^ _  _ 

cos 9  -  rsin0)2  +  (r'sin0  +  rcos@)2  +  r'2  J >'2  +  2r 

ky-  =  ±Ad9,  ln r  =  ±A9  +  C,  r  =  Be^8 .  Las  ecuaciones  de  la  curva  pedida  son: 

x  =  Be 1/18  cos 9,  y  =  Be^8  sin0,  z  =  Be ±A8. 


r  =  +l2  =  +^L- 
~  A  ~  Ad9 


J  39-  Demostrar  que  la  curva  x  =  e‘,  y  =  e  ’,  z  =  tj 2,  es  una  hélice. 

Solución:  Una  curva  es  hélice  si  su  tangente  forma  un  ángulo  constante  con  una  dirección  fija.  Se  tiene: 
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x  =  e ',  y'  =  -e  *,  z'  =  J2  .  Siendo  a,b,c  la  dirección  fija,  el  coseno  del  ángulo  formado  por  las  tangentes 

ax'  +  by'  +  cz1  _  ae'  -  be^  +  J2  c 


y  esta  dirección,  es:  eos  V  = 


=  k.  De  donde: 


Ja2  +  b2  +  c2  Jx'2  +  y'2  +  z'2  Ja2  +  b2  +  c2  +  e  ') 
e2,(a  -  kja2  +  b2  +  c2  )  +  e* 42  c  -  (b  +  kja 2  +  b2  +  c2  )  =  0.  Para  que  se  cumpla  la  igualdad  con 


independencia  del  valor  de  t,  ha  de  verificarse  que:  a  =  kja2  +  b2  +  c2 ,  c  =  0,  b  =  -kj, 


a2  +  b2  +  c2 


Luego:  a  =  1,  b  =  -1,  k  = 


n 


9  =  45°.  Luego  es  una  hélice,  pues  sus  tangentes  forman  un  ángulo 


constante  de  45°  con  la  dirección  (1,-1 , 0). 


J  40-  Dada  la  función  z  =  arctan  ¿  hallar:  Io)  La  dz  en  el  punto  H(l,2).  2o)  Dirección  y  valor  de  la  máxima 
derivada.  3o)  Indicatriz  de  pendientes  de  esta  superficie  en  el  punto  (1,2).  4o)  Dirección  para  que  la 
derivada  sea  nula. 


Solución:  1  °)  dz  =  z'xdx  +  z'Ydy  = 


x 


1  +  4 

X 


-dx 


x 


1  +  Z1 

A  I  ^ 


-dy  = 


-y 


x2  +y2 


dx  - 


x2  +y2 


— ?  1 

dy  =  -y  <fx  +  -j dy . 


J5 


_4_ 

25 


25 


2o)  tana  =  — f-  =  -2,  a  =  arctan(-2)  =  -63°26'05"8.  El  gradiente  es:  Jz'2  +  z'2  = 

Zy 

que  es  la  máxima  derivada.  3o)  La  indicatriz  es  una  circunferencia,  cuyo  centro  O  tiene  por  coordenadas: 
Ox  =  x  +  4f-  =  1  H — 4“  =  4-,  Oy=y+^-=2  +  =  4,  siendo  su  radio:  OA  = 


4 


.  Luego  la 


2  2  5  y  2  2  10’  “  -  10 

ecuación  de  la  indicatriz  de  pendientes,  es:  (x  -  y  ^  +  (y  -  -yy  ^  -  yy  =  0.  4o)  La  dirección  de  la 


derivada  nula  es  la  perpendicular  a  AO,  pasando  por  A.  La  ecuación  de  AO  es: 


■  x- 1  _  y- 2 


4-1  4-2 


es 


5  10 

decir:  x  +  2y  -  3  =  0.  Luego  la  pendiente  de  su  perpendicular  es  2.  Por  tanto,  la  dirección  de  la  derivada 
nula  es:  arctan2  =  63°26'05"8. 


J  41-  Dada  la  función  z  =  xy  +  arctan(x  -t -y),  hallar:  Io)  La  diferencial  total  primera  en  el  punto  x  =  y  =  y. 
2o)  Derivada  primera  en  el  mismo  punto  según  la  dirección  de  la  segunda  bisectriz. 


Solución:  Io)  z'x  =  x  + 


1 


2  =  1,  Zy  =  X- 


1 


=  1.  La  diferencial  total  primera  es: 


\+{x  +  y)¿  '  '  1  +  (x  +  y) 2 

O 

dz  =  z'xdx  +  z'ydy  =  dx  +  dy.  2o)  =  z'x  eos  a  +  z'y  eos  /?,  siendo  p  la  dirección  de  la  segunda  bisectriz. 

Luego:  =  cosa  +  eos P  =  =  eos  135°  +  cos(90°  -  135°)  =  — y-  +  -y-  =  0. 


S¡2  TT  ()2TT 

J  42-  Dada  la  función  U  =  f{x,y,z),  hallar  ,  z  ,  siendo  r  \  y  r2  las  direcciones  cuyos  cosenos 


5 r2  ’  Sr  i  r 2 

directores  son,  respectivamente,  (cosai,cosa2,cosa3)  y  (cos/L,cos/l2,cos/l3). 

—  =  (TV  m  c  n  -  A-  T .  . 

y  - ^  ~  * - J  '  -  x*  —  "x  ‘ 


Solución:  44  =  (Di  eos  ai  +  D¡,cosa2  +  Di  eos  a3) 12  =  U"2  cos2ai  +  D'2cos2a2  +  Dl'2cos2a3  + 


Sr] 

+2U'xycosa\  cosa2  +  2D(Lcosai  cosa3  +  2U”zcosa2  eos a3. 

=  ((Di  eos  ai  +  D(cosa2  +  Dlcosa3))((Dlcos/L  +  Di  eos /L  +  Di  eos /1 3 ))  = 

=  U"x2  eos  a  i  eos  p  i  +  U"2  eos  a  2  eos  p2  +  U"2  eos  a  3  eos  p 3  +  D",(cos  a  1  eos  p2  +  eos  a2  eos  p  1 )  + 

+Dlz(cosai  eos P 3  +  cosa3  cos/L )  +  U"z(cosa2cos p2  +  cosa3  cosp2). 

J  43-  Hallar  las  líneas  de  máxima  pendiente  de  ax2  +  by 2  +  cz2  =  k. 

Solución:  Las  líneas  de  máxima  pendiente  son  las  ortogonales  a  las  líneas  de  nivel.  La  proyección  sobre 
z  =  0,  es  ax 2  +  by 2  =  k.  Derivando:  2ax  +  2 byy'  =  0 ,y'  =  =r^-  ■  La  pendiente  ortogonal  es:  y'  =  4 .  De 


by 


donde:  ^ ,  bfy  =  tfkx  .  La  ecuación  pedida  es:  ax 2  +  by 2  +  cz2  =  k,ya  =  Cxb. 


J  44-  Hallar  en  función  de  los  coeficientes  de  Gauss,  E,F,G,  el  coseno  del  ángulo  que  forman  las  dos  líneas 
coordenadas  de  la  superficie  S  que  pasan  por  el  punto  (u,  v).  ¿Qué  ocurre  si  F  =  0? 
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Solución:  Las  ecuaciones  de  S  son:  x  =  x(u,v),  y  =  y(u,v),  z  =  z(u,v).  Las  curvas  coordenadas  se 

obtienen  haciendo:  u  =  constante,  v  =  constante.  Los  parámetros  directores  de  las  tangentes  a  las  curvas 
coordenadas  que  pasan  por  (w,v)  son:  (x'u,y'u,z'u),  \x[,,y'v,z'v).  El  coseno  del  ángulo  que  forman  es 


eos  V  = 


x„xv 


+y«yv 


-z'  z' 


J 


x'u  +y'u 


7'2  í 

u  y* 


x;  +yv  +z; 


.  SiF  =  0,  se  obtienen  curvas  ortogonales. 
JEG 


J  45-  Se  considera  el  helicoide  z  =  parctan  El  plano  tangente  en  un  punto  A  (a,  0,0)  lo  corta  según  una 
recta  y  una  curva  C,  que  se  proyecta  en  el  plano  XOY  según  una  curva  Co.  Hallar  el  área  barrida  por  el 
radio  vector  desde  A  al  primer  punto  de  intersección  con  el  eje  OY. 

Solución:  La  ecuación  dada  es:  ñx,y,z)  =  y-xtan-jr-  =  0.  Luego:F  =  -tan-§-,/v  =  1  ,fz  =  - „  , 

‘  "  p  cos2-^- 

que  particularizadas  para  el  punto  A,  son :  fx  =  0,fy  =  \,fz  =  =^~ .  La  ecuación  del  plano  tangente  en  A 
es:  fx(X-a )  +fyY+fzZ  =  Y-  Jj-Z  =  0,  es  decir:  pY-aZ  =  0.  La  intersección  de  este  plano  con  el 
helicoide  da  el  eje  OX,  7=0,  Z  =  0,  y  la  curva  C  que  se  proyecta  en  z  =  0  según  la  curva 

y  y 

Co  =  Y  =  Xtan-^~,  o  bien:  7  =  aarctanj^  =  a6.  En  polares:  7  =  p sin@,  luego:  p  =  .  El  área 

buscada  es:  S  =  4-  f  2  p2dd  =  %r-  f  2  (  P  ü  dO  =  -%-I  (*)  =  na  . 

2  Jo  K  2  Jo  V  sin0  J  2  v  2 


(*)  Resolución  de  /  =  í2  (  P  n  d6: 

Jo  V  sin0  J 

n  .  2  JL.  jl.  jl.  n  JL.  JL. 

í  2  (  .  „  )  dO  =  |-cotx  -x2^2  +  f  2  2xcot xdx  =  í  2  2xcotx<ix  =  2  Ixln  sinx|02  -  f  2  ln  sin xdx 

Jovsin0y  1  |UJo  Jo  |UJo 

Q 

=  -2  f  2  ln  sin  xdx  =  -21  \.  Haciendo  el  cambio:  x  =  -  t,  dx  =  -dt,  se  tiene  que:  7j  =  -  f  n  ln  eos  tdt  = 

J  o  2  J  — 

K  71  71  71 

=  J  2  ln  eos  tdt  =  J.  Por  tanto:  2 1\  =  I\  +  J  =  j  2  ln  sin  xdx  +  j  2  ln  coxdx  =  |  2  (ln  sinx  +  ln  eos  x)dx  = 

^7 Z  71  .  71  ^  7P  71  ^ 

=  Jq2  ln(sinx  •  cosx)¿x:  =  Jq2  ln  sm^x  dx  =  j^2  ln  sin2 xdx  -  Jq2  ln2 dx  =  Jq2  ln  sin2 xdx  -  ^  ^  . 

Tí  71 

Haciendo  el  cambio:  2 x  =  t,  2  dx  =  dt,  Jq2  ln  únlxdx  =  y  úntdt  =  Jq2  ln  sin  tdt  =  I¡.  Por  tanto: 
I  =  -21 1  =-(/i+J)  =  -(/i-íl^2-),/i  =  ^^-,/=7rln2. 


J  46-  Se  da  una  recta  R  cuyas  ecuaciones  son  P  =  0,  Q  =  0.  Se  considera  la  superficie  S  de  ecuación 
aP 2  +  (5PQ  +  yQ2  =  0,  donde  a,  [5,  y  son  polinomios  en  x,y,z,  e  independientes  de  P  =  0  y  de  Q  =  0.. 
Demostrar  que  todos  los  puntos  de  la  recta  R  son  puntos  dobles  de  la  superficie. 

Solución:  Todo  punto  de  R  verifica  a  S.  Derivando,  se  tiene:  S'x  =  a'xP2  +  2 aPP'x  +  ¡5'XPQ  +  [’>PXQ  + 
+PPQ'X  +  y'xQ2  +  2 yQQ'x-  Luego  todo  punto  de  R  anula  a  S'x,  e  igualmente  a  S[.  y  a  S'z,  por  lo  que  son 
puntos  dobles  de  S  si  no  anulan  a  las  derivadas  segundas.  Como  S”2  =...+2 aP'2  +  2(ÍP[XQ'X  +  2yQ'x,  esta 
expresión  no  se  anula  para  los  puntos  de  R,  puesto  que  las  coordenadas  de  estos  no  satisfacen  a  los 
polinomios  a,  ¡5,  y,  sucediendo  lo  mismo  para  las  otras  derivadas  segundas  de  S.  Luego  los  puntos  de  R 
son  puntos  dobles  de  S. 


2  2 

J  47-  Hallar  el  lugar  geométrico  de  las  proyecciones  del  centro  del  elipsoide  2Z—  +  2—  +  =  1 5  sobre  sus 

b  c~ 


cr 


planos  tangentes. 


2  y ^  2  xz  Vy  ry 

Solución:  Eliminando  x,y,z  entre  las  ecuaciones:  +  z—  +  =  p  AX  +  _Z-  +  Z|_  =  p 


Xa2 


Yb2 


x,y,z 

y, .2  i 

=  se  obtiene  la  ecuación: 


a 

x  y  z  ow  ^  wuuv^u.  (x2 +y2  +  z2)z  =  a2x2  +  b2y2  +  c2z2,  que  es  la 

superficie  podaría  del  elipsoide  respecto  a  su  centro.  Esta  superficie,  que  es  un  "ovaloide",  se  llama 
"superficie  de  elasticidad  de  Fresnel". 


J  48-  Sea  OXYZ  un  triedro  de  referencia.  Se  hace  corresponder  a  cada  punto  P(x,y,z),  tres  números  ( e,r¡,d ) 
definidos  por  las  siguientes  condiciones:  0  es  el  ángulo  de  los  planos  POZ  y  XOZ ;  s2,r¡2  son  los 
parámetros  de  los  dos  paraboloides  de  revolución  de  eje  OZ  y  foco  O,  que  contienen  el  punto  P  (se 
entiende  por  parámetro  del  paraboloide  la  mitad  del  coeficiente  de  z  en  la  ecuación  reducida).  1°)  Expresar 
las  coordenadas  (x,y,z)  en  función  de  las  parabólicas  (s,r¡,d).  2°)  Formular  en  las  coordenadas 
parabólicas,  la  condición  a  la  que  deban  satisfacer  dos  ecuaciones  P(e,r¡,9 )  =  k\,  Q(s,r\,6)  =  ki,  para 
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que  las  superficies  que  representan  se  corten  ortogonalmente.  3o)  Verificar  en  estas  coordenadas,  que  las 
superficies  coordenadas  del  sistema  parabólico  constituyen  un  sistema  triple  ortogonal. 


Solución:  Io)  La  ecuación  de  los  paraboloides  es:  x2  +  y2 
de  z  es:  A  =  z  ±  J. 


-  z2  =  (z  —  A) 


,/x2  +y2  +  z2 


Se  tiene  que:  tan#  =  e2  =  z+  Jx2  +y2  +z 2 


2 .  Luego  la  mitad  del  coeficiente 


T 


,/x2  +y2+z2 


T 


■,  x  =  STji eos 9,  y  =  sr¡i sin#.  2o)  Para  que  las  superficies  P  y  Q  sean  ortogonales,  ha 


Luego:  z  =  - 

de  verificarse  que:  P'XQ'X  +  P[Q'V  +  PZQ':  =  0,  luego  la  condición  pedida  es: 


P'  • 
1  8 

K 

p' 


5e_ . 
Sx 

.  M. 

’  5y 

.  M. 

5z 


.p'  .Él  4 
"  Sx 

+  P>  .Él 

’í  §y 

Sr¡ 
5z 


K  *  #  )  í  Q'e  * 

Q'e 
Q'e 


5x 

n  ■  f-  u  o:  ■  ^ 

5y 


5e_  _ 
Sx 
Se_ 
Sy 
5s_ 
5z 


Q'  .Él  4 
dx 

f  O'  .Él 
Sy 

,nt  i# 

^  ‘  5z 


n' 

Q°  w 

,  59_ 

f2«  ¿r 

,e;.f  )  =  °. 


3o)  Hay  que  demostrar  que  el  sistema:  s  =  0,  r¡  =  0,  #  =  0,  es  un  sistema  triple  ortogonal 
a)  Estudio  de  £  =  0,  77  =  0.  Para  que  sean  ortogonales  ha  de  tenerse  que:  e'xr¡'x  + 
Llamando  o  =  Jx2  +  y2  +  z2 .  ¿  _  x  _  •' 


£Wy 


=  0. 


= 


eWx 


-x 


2(z  -  cr)  2  <7 


-,#7  = 


se  tiene: 


£,  = 


P  = 

j _  ’  °y  j_ 

2(z  +  cr)2cr  2(z  +  a)2cr 

~z  +  G . — .  Luego,  en  efecto: 


>  = 


= 


2(z  +  cr)  2  a 


■  £Wy 


£_-#_-  = 


2(z  -  cr)  2  a 

-X2 _ 


2(z  -  cr)  2  a 


-y 


o2  -z2 


=  0. 


4(z2  -  cr2)  2  4(z2  -  cr2)  2  4(z2-a2)2 

b)  Estudio  de  £  =  0,  #  =  0.  Para  que  sean  ortogonales  ha  de  tenerse  que:  e'x9'x 
Q'r  =  -  x  ,  9'y  =  —5-^ — 5-,  #!.  =  0.  Luego,  en  efecto,  se  cumple  que: 

xy  xy 


£•;#; 


s'9'  =  0.  Se  tiene: 


x 


■y 


x2  +y2 


£.;#; 


£,#; 


■  sL9L  = 


=  0. 


2(z  +  a)  2  a(x2 +y2)  2(z  +  a)  2  a(x2 +y2) 

c)  Estudio  de  77  =  0,  #  =  0.  Ha  de  verificarse  que:  r¡'x9'x  +  r¡'v9'v  +  ij’:9'z  =  0.  En  efecto: 

9x9'x  +  9x9 'y  +  #r#r  =  - p - i - - 

2(z  +  o)  — o(x2 +y2)  2(z  +  o)~o(x2 +y2) 

Luego  el  sistema:  s  =  0, 77  =  0,  #  =  0,  es  un  sistema  triple  ortogonal. 


=  0. 


J  49-  Determinar  la  naturaleza  de  la  superficie  (x2  +y2  +z2  +  12)2  =  64(x2  +y2). 

Solución:  La  ecuación  es  función  de  (x2  +y2)  y  de  z2,  por  lo  que  es  una  superficie  de  revolución  de  eje 
OZ.  La  sección  por  y  =  0,  es:  x2  +  z2  +  12  ±  8x  =  0,  que  corresponde  a  dos  círculos  simétricos.  La 
superficie  es  un  toro  de  revolución. 


J  50-  Hallar  la  ecuación  diferencial  de  la  familia  de  superficies  engendrada  por  círculos  de  radio  constante  R , 
de  centro  arbitrario  sobre  OZ,  y  cuyos  planos  pasan  por  el  eje  OZ. 

Solución:  La  superficie  está  formada  por  la  intersección  de  las  esferas:  x2  +  y2  +  z2  -  2 az  +  a2  -  R2  =  0, 
con  los  planos:  x-by  =  0,  siendo  a  =  f{b)  =  /(y)  -  Luego:  x2  +y2  +z2  -2 zf(^y^  -i-/2 (y)  - R2  =0. 

Como  el  jacobiano  de  y  y  de /'(y  )  =  z  +  JR2  -  x2  -  y2 ,  ha  de 

=  0,  donde  p  =  zx,  q  =  z'y. 


De  donde: /(y)  =  z±  JR 


2  -  x2  -y2 


ser  nulo,  se  tiene: 


p  +  x{R2  -  x2  -  y2)  2  q  +  y(R2  -x2  -y2)  2 


y 


-x 

2 


y 


Operando,  se  obtiene  la  ecuación  diferencial  buscada:  px  +  qy  = 


x2  +y2 


±jR2-x2-y2 


J  51-  Se  considera  la  esfera  (x-a)2  +  (y-/3)2-i-(z-y)2  =y2,  siendo  (a,  /J,  y)  un  punto  M  de  una  curva  C. 
Al  moverse,  la  esfera  tiene  una  envolvente.  Io)  Determinar  el  círculo  característico.  2o)  Suponiendo  dado 
un  cilindro  en  el  que  está  la  curva  C,  y  tomando  como  variable  el  arco  de  la  proyección  de  C  sobre  XOY, 
hallar  la  curva  que  resulta  al  desarrollar  el  cilindro  sobre  un  plano,  en  el  caso  en  el  que  el  círculo 
característico  tenga  radio  constante  igual  a  1 . 
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Solución: 


Io)  Sean  las  ecuaciones  de  la  curva  C:  X  =  x(s),  Y  =  y(s),Z  =  z(s).  Las  ecuaciones  del  círculo 
característico  son:  [X  -  x(s)]2  +  [Y  -  y(s)]2  +  [Z  -  z(s)]2  =  z(s)2 ,  [X-x(s)]x'(s)  +  [L-y(.s)]/(s) + 

+[Z-z(s)]z'(s) -z(s)z'(s)  =  0.  2o)  Siendo  d  la  distancia  del  centro  de  la  esfera  al  plano,  se  tiene: 


d  = 


[x(s)  -x(s)]x'  +  [y(s)  -y(s)]y'  +  [z(s)  -z(s)]z'  - z(s)z'(s ) 

—zz' 

zz' 

7x'2  +y'2  +z'2 

7i  +z'2 

7i  +z'2 

z2  =  d2  +  1  =  z  z  „  +  1,  se  tiene  que:  z'2  =  z2  -  1,  es  decir:  ds  =  — — — 
1  +z  7z2-  1 

s  +  k  =  arg  coshz.  Es  decir:  z  =  cosh(s  +  k),  que  es  un  catenaria. 


Como, 


Integrando,  se  tiene: 


J  52-  Hallar  la  envolvente  de  las  esferas  de  radio  R  con  centro  en  el  eje  Y. 

Solución:  Sea  f[x,y,z)  =  x2  +  (y  -  t)2  +  z2  =  R2.  Se  tiene:  f,  =  -2 (y  -  i)  =  0,  f2  =  2  (no  hay  puntos 
característicos).  Eliminando  t  entre / y/,  se  tiene  la  ecuación  de  la  envolvente:  x2  +z2  =  R2,  que  es  un 
cilindro. 


J  53-  Hallar  la  envolvente  de  las  esferas  concéntricas  x2  +y2  +  z2  =  t2. 

Solución:  J[t)  =  x2  +y2  +z2  -  t2  =  0,/,  =  -2 1  =  0 ,f¡2  =  -2.  No  existe  envolvente. 

J  54-  Hallar  la  envolvente  de  los  cilindros  (y  -  t)2  -  x3  -  x2  =  0. 

Solución:  f  =  (y  -  t)2  -x3  -x2  =  0,f  =  -2  (y  -  t)  =  0  ,f¡2  =  -2.  Eliminando  t  entre  /y/,  se  tiene  la 
envolvente:  x2(x  +  1 )  =  0,  es  decir:  x  =  -1,  y  también  x  =  0  de  la  línea  de  nodos. 

J  55-  Calcular  la  indicatriz  de  pendientes  en  un  punto  cualquiera  del  helicoide  z  =  c  arctan  . 

Solución:  Derivando  se  tiene:  z'x  =  p  =  ,  ,  ,  z'  =  q  =  ~cx  _  ,  z"2  =  r  =  — ^-CXY 

1  x2  +y-  '  x2+y2  x  (x2  +  y2 ) 2 

z”v  =  s  =  z"2  =  t  =  - ^cxy  La  ecuación  pedida  es:  rX2  +  2 sXY  +  tY2  -  1  =  0,  es  decir: 

"  (x2+y2)2  y  (x2+y2)2 

lay  lP+yyyy)XY_  jgv  p  , ,  0 

(x2+y2)“  (x2  +y2)  (x2+y2) 


J  56-  Hallar  la  ecuación  de  la  envolvente  de  los  planos  que  determinan  con  los  tres  planos  coordenados,  un 
tetraedro  de  volumen  constante. 

Solución:  Siendo  a,b,c  las  aristas  del  tetraedro  con  vértice  el  origen,  el  volumen  del  tetraedro  es 

V  =  -i- abe  =  k.  La  ecuación  de  los  planos  que  forman  con  los  planos  coordenados,  el  citado  tetraedro,  es: 

P  =  7r  +  i-  +  7r~l  =0,  o  bien:  P  =  X  +  y-  +  -1=0.  Derivando  respecto  a  los  parámetros  a,b, 

u  b  c  u  b  o  k 

se  tiene:  P'a  =  — L  +  =  0,  P'b  =  =  0.  De  donde:  a  =  ^  ^  ,  b  =  ^  ^  .  Sustituyendo 

estos  valores  en  P,  y  operando,  se  tiene  la  ecuación  de  la  envolvente:  9xyz  -  2k  =  0. 


J  57-  Dada  la  superficie  z  =  xy,  determinar  en  el  punto  (1, 1, 1),  la  ecuación  de  la  indicatriz  de  Dupin  y  los 
radios  de  curvatura  principales. 

Solución:  Derivando:  z'x  =  p  =  y,  z'y  =  q  =  x,  z"2  =  r  =  0,  z”y  =  s  =  1 ,  z"2  =  t  =  0.  Los  coeficientes  de 


y 

las  formas  cuadráticas  de  Gauss,  para  el  punto  (1,1,1),  son:  E  =  1  +p2  =  1  +y2  =  2,  F  =  pq  =  xy  =  1, 


G  =  1  +  q2  =  1  +  x2  =  2,  H  =  +  p2  +  q2  =  JT 


-x2  +y2 


=  73, 


E'  =  —  =  0 
L  H  U’ 


F'  =  —  = 
H 


1 


73  ’ 
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^  77'  977/ 

G'  =  =  0.  La  ecuación  de  la  indicatriz  de  Dupin  es:  x 2  -\ — xv  +  -^rv2  =  1 ,  es  decir:  xy  =  7 3 

H  E  JEG  G 

F  1 

(ejes  oblicuos  de  ángulo  (p  =  60°,  puesto  que  eos  cp  =  -p==  =  y)-  La  fórmula  de  los  radios  de  curvatura 


JEG 


principales,  es:  (E'G1  -  F'2)p2  -  ( EG '  +  E'G  -  2FF')p  +  (EG  - F2)  =  =^p2 
p  1  =  3j3,p2  =  -  J3  ,  siendo  la  ecuación  canónica  de  la  indicatriz: 


73 


p  +  3  =  0,  de  donde: 


y 


3j3  J3 


=  1. 


J  58-  Las  loxodromas  sobre  una  esfera,  son  las  curvas  que  cortan  a  los  planos  que  pasan  por  un  diámetro,  y 
por  tanto  a  los  meridianos,  bajo  ángulo  constante  a.  Hallar  su  ecuación  mediante  la  fórmula  que  da  el 
ángulo  de  dos  curvas  situadas  sobre  una  misma  superficie,  utilizando  los  coeficientes  de  Gauss. 

Solución:  Sea  la  ecuación  de  la  esfera:  x  =  2?  eos  cosé?,  y  =  i? sin <p cosé?,  z  =  i?sin0.  Sus  derivadas  son: 
x'e  =  -Rcoscps'mO,  x^,  =  -R  sin  cp  eos  9,  y'g  =  -Rsin(psm9,y'(p  =  i?  eos  (p  cosé?,  z'e  =  i?  eos  6?,  z\  =  0.  Luego: 
E  =  x'y  +  y'g  +  z'y  =  R2,  F  =  x'gx'(f¡  +y'gy'<p  +z'gz'v  =  0 ,  G  =  x'¿  +y '£  +  z'$  =  R2cos29.  Como  la  ecuación  de 
los  meridianos  corresponde  a  la  de  la  esfera,  con  (p  constante,  se  tiene  que  d(p  =  0.  La  fórmula  a  emplear 

Ed9S9  +  F(d9S(p  +  d(pS9)  +  GdcpScp 

es:  eos  a  =  — .  Sustituyendo  en  la  ecuación 

R2d959 


jR2(d9)2  ^R2(59)2  +  R2  cos29(5(p)2 
.  De  donde  se  obtiene  que:  cos2a[(5é?)2  +  cos29(5(p)2 ]  =  (<Sé?)2,  es  decir: 


^E(d9)2  +  2Fd9d(p  +  G(d(p )2  J E(59 )2  +  2F595(p  +  G(5(p) 
anterior,  los  valores  hallados  de  E,  F,  G  y  dep,  se  tiene:  cosa  = 

=  _ 59 _ 

J(59)2  +  eos  29{5(pY 

8<p  =  -  ^9  '  Integranc*°  esta  expresión:  cp  +  C  =  ±tana|7n  tan^y  +  y  ^  ]■  Como  para  9  =  0,  cp  =  0, 

C  =  ±tanalnl  =  0.  El  signo  ±,  indica  que  la  loxodroma  puede  arrollarse  sobre  la  esfera  en  dos  sentidos 
distintos,  hacia  la  derecha  o  hacia  la  izquierda.  Tomando  el  signo_  positivo,  las  ecuaciones  son: 
x  =  i?cos|7analn  tan^ y  +  y  ^  ]  cosé?,  y  =  R sin 

estas  ecuaciones  en  función  de  cp,  como  cp  =  tana 


tan  a  ln  tan  í 


(f  +  í)] 

ln  tan^y  +  "4")  ]’  cos$ 


cosé?,  z  =  Rsin9.  Para  obtener 
1 


k  =  cota,  se  tiene:  x  =  =  ^shfop  ’  Z  =  ^tan^^-  (Ver  problema  J  6). 

J  59-  Calcular  la  indicatriz  de  Dupin  de  la  superficie  z  =  xy,  en  el  punto  (1,2,2). 


cosh(<pcota) 


,  y  llamando 


Solución:  En  forma  paramétrica  la  superficie  es:  x  =  u,  y  =  v,  z  =  uv.  Derivando  y  particularizando,  se 
tiene:  x'u  =  1,  x'v  =  0,  x\  =  x"uv  =  x”2  =  0,  y'u  =  0,  y'v  =  1,  y ”2  =  y”v  =  y”2  =  0,  z'u  =  v  =  2,  z'v  =  u  =  1, 

/  J 


z  ,  =  z"2  =  0,  z”v  =  1,  E  =  1  +  ( z'u )2  =  1  +  v2  =  5,  F  =  z'uz'v  =  uv  =  2,  G  =  1  +  (z(Y  =  1  +  u2  =  2, 


_ _  ^11  n  ^ 

H  =  A/l  +  (z;,)2  +  (z()2  =  71  +  W2  +  v2  =  76 ,  E1  =  =  0,  Fj  =  ^  =  _L_  G>  =  =  0.  Luego 


11 

Z„2 


H 


H 


76 


H 


77/  077'  C1'  9  / - 

la  indicatriz  es:  yr£2  +  -j==-£t)  +  q  T  =  1,  es  decir:  C,r¡  =  Vl5  .  Siendo  la  indicatriz  una  hipérbola,  el 

punto  (1,2,2)  es  un  punto  hiperbólico,  lo  que  indica  que  el  plano  tangente  corta  a  la  superficie, 
cambiando  la  curvatura  de  signo.  La  ecuación  de  la  hipérbola  está  referida  a  sus  asíntotas  que  forman  un 

ángulo  9,  siendo  eos  9  =  -=  =  . 

JEG  5 

J  60-  Se  da  la  superficie  x  =  tz  +  t2,  y  =  t2z+t4.  Io)  Comprobar  si  es  desarrollable.  2o)  Hallar  el  plano 
tangente,  el  central  y  el  asintótico.  3o)  Hallar  la  línea  de  estricción. 

Solución:  Io)  Superficie  desarrollable  es  la  superficie  reglada  tal  que  el  plano  tangente  en  un  punto  de 

— >  _ ^  — > 

una  generatriz,  lo  es  a  lo  largo  de  toda  la  generatriz.  Es  decir,  siendo  M  =  a  +  bu,  es  desarrollable  si  el 


triple  producto  escalar 


( b,a',b 


=  0.  Como 


* 


C t 2)' 


T,  la  superficie  no  es  desarrollable.  2o)  Siendo 


,  72)'  ,  74)' 

las  ecuaciones  de  la  superficie:  X  =  uv  +  u2,  Y  =  u2v  +  u4,  Z  =  v,  la  ecuación  del  plano  tangente  es: 
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X-x 

Y-y 

Z-z 

X-uv-u2  Y-u2v-u4  Z-v 

b\ 

da\  ,  ,,  db  1 
dv  ‘  dv 

b2 

da2  ,  ,,  db 2 
dv  ‘  dv 

¿3 

da2  ,  db2 
dv  U  dv 

v  +  2  u  2  uv  +  4w3  0 

u  u2  1 

=  (X-  uv  -  u2)(2uv  +  4w3)  -  {Y- u2v  -  u4)(v  +  2u)  +  (Z- v)(-vw2  +  2u2  -  4u4)  =  0.  O  bien,  como  de 
la  ecuación  de  la  superficie  se  puede  obtener  que:  t  =  u,  z  =  v,  la  ecuación  del  plano  es: 
(X-  tz  -  t2)(2tz  +  4í3)  -  (Y-  t2z  -  t4)(z  +  2t)  +  (Z- z)(-zt2  +  2t2  -  4t4)  =  0.  La  ecuación  del  plano 


central  es: 


X-t2 

t 


Y-t 4 


Z 

1 


t2  1 

1  t 

t  t2 

2 1  0 

0  1 

1  2 1 

=  (X-t2)(t4 -l)-(Y-t4)(t3 +2t)+Z(t  +  2t3)  =  0. 


La  ecuación  del  plano  asintótico  es: 


X-t2  Y-t4  Z 
t  t2  1 
1  2 1  0 


=  -  2t{X-  t2)  +  Y-  t4  +  t2Z  =  0.  3o)  El 


punto  central  es: 


A  n  v 

t  t 2  1 

1  2 1  0 

x  =  t2  +  <;t,  y  =  t4  +  <;t2,  z  = 


=  (-2 1, 1  ,t2).  Como  £  =  -  —  ^  ^  ,  la  línea  de  estricción  es: 

4t2  +  l+  t4 


J  61-  Se  da  la  recta  x  =  tz  +  u,y  =  uz  +  donde  u  =  J[t).  Io)  Determinar  u  de  forma  que  la  recta  engendre 
una  superficie  desarrollable.  2o)  Hallar  la  arista  de  retroceso  y  su  lugar  geométrico. 

Solución:  Io)  Siendo:  x  =  az  +  c,  y  =  bz  +  d,  la  condición  de  desarrollable  es:  -p-  =  Luego, 

-L  =  u  =  ±t.  Integrando:  u  =  ±4r-  +  C.  2o)  La  arista  de  retroceso  viene  dada  por:  x  =  az  +  c, 

y  =  bz  +  d,  a'z  +  c'  =  0.  Luego:  x  =  fe  ±  +  C,  y  =  +  C^z  +  4^~,z±t  =  0.  Eliminando  t  se  tiene 

_  _2  _3  ^ 

la  arista  de  retroceso:  x  =  +4y-  +  C,  y  =  ±^~  +  Cz.  Eliminando  C  se  tiene  su  lugar  geométrico: 

9  2  o 

±yZ3  +xz  -y  =  0. 

J  62-  Determinar  la  proyección  sobre  ZOY  de  las  líneas  asintóticas  de  x  +y2z  =  Jv(y  -  t)e~^dt.  Entre  estas 
curvas  hay  una,  y  solo  una,  que  delimita  con  +OY y  -OZ  una  región  de  área  finita.  Calcular  esta  área. 


Solución: 
x 


Ó2X 

La  ecuación  de  las  líneas  asintóticas  es:  ^rr(dyY 

oy 

=  -y2z  +  JQ(y  -  t)e~^ dt,  x'z  =  -y2,  x'y  =  -2 zy  +  J  e~r‘dt,  x"_2  =  0 ,x"zy  =  -2 y,  x"2  =  -2z  +  ,  se  tiene 

k-  ^Le-Jy 

i  'v  nt 

que  la  ecuación  de  las  líneas  asintóticas  es:  4y-^  +  2z  =  e~^ ,  cuya  solución  es:  z  =  - - . 

dy  Jy 

El  área  viene  dada  por  S  =  f  zdy  =  í  \  f  e  dy  =  k\  +  1.  Como  f  ->■  co,  la 

J°  Jy  2  Jo  Jy  Jo  Jy  Jo  Jy 

curva  que  delimita  una  región  de  área  finita  viene  definida  por  k  =  0,  es  decir:  S  =  1 . 


'2  '  2 4^-dydz 


82x 


SySz 
c" 

vzy 


8z 2 


(dz)2  =  0.  Siendo: 


J  63-  Se  considera  el  paraboloide  z  =  x2  +y2.  Io)  ¿Cómo  se  proyecta  sobre  z  =  0  una  red  conjugada  sobre 
dicha  superficie?  2o)  Sean  C  las  curvas  de  intersección  del  paraboloide  con  los  planos  trazados  por  una 
recta  R  de  ecuaciones  z  =  h,  x  =  0.  ¿Cuáles  son  las  curvas  conjugadas  de  las  curvas  C?  Hallar  la 
proyección  sobre  z  =  0,  de  la  red  conjugada  así  obtenida. 

Solución:  Io)  La  ecuación  de  las  líneas  conjugadas  es:  rdxydxi  +  s(dx\dy2  +  dyidxi)  +  tdy\dy2  =  0. 
Como:  z'x  =  p  =  2x,  z'y  =  q  =  2 y,  z"2  =  r  =  2,  z'J  =  s  =  0,  z”2  =  t  =  2,  se  tiene:  dx\dx2  +  dy\dy2  =  0,  es 
decir:  1  +y[  •  y'2  =  0.  Luego  las  proyecciones  de  las  líneas  conjugadas  sobre  z  =  0,  son  ortogonales. 
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2o)  La  ecuación  de  los  planos  que  pasan  por  R  es:  z-h  +  Xx  =  0.  Luego:  x2  +  y2  +  2x  -  h  =  0. 
Derivando:  2x  +  2 yy'  +  2  =  0,  2  =  -2x  -  2yy' .  Por  tanto,  se  tiene  que:  x2  +  y2  +  (~2x  -  2 yy’)x-  h  =  0, 
—  V2  “h  h  2xv 

=  _ Z _  Quo  noninno^op  f  i  onon  nrxr  QonooiÁn  rl  i  fot-on  r»i  o  1  •  —  _ Z 


,  Sus  conjugadas  tienen  por  ecuación  diferencial:  y  =  , 

-2xy  x2-y2  +  /2 


.  Haciendo:  x2  =  v, 


y2  =  u,  se  tiene:  2 xdx  =  dv,  2 ydy  =  2 u,  y'  =  -f-  = 


dy  _  xdu 


dx  ydv 


Por  tanto 


.  xdu  _  jxy 


ydv 


,  ,  (v-u  +  h)d^L  = 
v-u  +  h  dv 


2  u 


=  2 y2  =  2 ti.  Haciendo:  v  +  h  =  w,  dv  =  dw,  ( w-u =  2 u,  d¿M~  =  — _  = 


I _ u_ 

w 


Haciendo: 


dw  ’  dw 

ddf  =  t,  du  =  wdt  +  tdw,  se  tiene:  =  (- - -2 — Integrando  esta  expresión,  se  obtiene: 

\  t  i  +  t  / 

r2 

De  donde,  operando:  ln  — 


ln  =  ln  t  -  2  ln(  1  +  t)  =  ln 


'2^h 


(i  +  ty 


C 


=  ln- 


y 


(ji2+,,)(1  +  +t *) 


=  ln  -  +  ^  ,  .  Luego:  x2  +y2  +  h  =  Cxy.  Las  ecuaciones  de  las  curvas  conjugadas  son: 

(x2  +  y2  +  h)~ 

x2  +  y2  +  h  =  C\y,  z  =  x2  +  y2.  O  bien:  z  =  -h  +  C\y  =  x2  +  y2,  siendo  su  proyección  sobre  z  =  0,  la 
circunferencia:  x2  +  y2  -  C¡y  +  h  =  0. 


J  64-  Hallar  la  superficie  desarrollable  cuya  arista  de  retroceso  esx  =  62 ,y  =  322,  z  =  223. 


.  x  -  62 


Solución:  Derivando  respecto  al  parámetro  2,  se  tiene:  x'  =  6,  y'  =  62,  z'  =  622.  Por  tanto: 

_  yj 

=  y  ^ —  =  ~  2  ■  Eüminando  el  parámetro  2,  se  tiene:  xiz-x2y2  -  18 xyz  +  16y3  +  27 z2  =  0. 

J  65-  Se  da  la  superficie  x  =  2Xpcos6,y  =  22gsin0,  z  =  222(pcos2@  +  gsin2#).  Io)  Hallar  la  relación  entre  2 
y  9  para  que  la  curva  trazada  en  la  superficie  sea  tal  que  el  plano  tangente  a  la  superficie  en  los  puntos  de 
la  curva,  forme  un  ángulo  constante  con  el  plano  z  =  0.  2o)  Hallar  la  arista  de  retroceso  de  la  superficie 
envolvente  de  estos  planos  tangentes. 


Solución:  Io)  El  plano  tangente  es: 


=  0. 


x -  22/5 eos 0  y  -22qún6  z  -  222(pcos2@  +  gsin20) 

2pcos0  2<7sin0  42(pcos20  +  gsin26) 

-22/5 sin 6  22gcos@  222(-p  +  q)  sinocos# 

Luego:  2x2cos@  +  2y2sin6 -z -  222(/)cos26  +  ^sin20)  =  0(1).  Siendo  V el  ángulo  que  este  plano  forma 


-1 


J\  -k 2 

=  k,  luego:  2  =  v  — ,  por  lo  que  2  es  constante  e 
.z/c 


con  z  =  0,  se  tiene  que:  eos  V  =  , _ 

V422  +  1 

independiente  de  0.  2o)  Derivando  la  ecuación  del  plano  (I)  dos  veces  respecto  a  9,  se  tiene: 
-xsin0  +ycos@  +  C(p  -  q)  ún29  =  0  (II);  -xcos@ -yún9  +  2C(p  -  q)  cos2@  =  0  (III).  Del  sistema 
formado  por  las  ecuaciones  (I),  (II),  (III),  se  deducen  los  valores  de  x,y,z  que  dan  la  arista  de  retroceso 
de  la  superficie  envolvente  de  los  planos  tangentes  a  la  superficie  dada  en  los  puntos  en  que  2  es 
constante:  x  =  22 (p  -  q)  cos3@,y  =  -22 (p  -  g)sin3@,  z  =  222[(g  -  2 p)  sin6  +  (p  -  2 q)  cos20]. 

J  66-  Obtener  la  ecuación  de  la  superficie  desarrollable  cuya  arista  de  retroceso  es  la  curva  x  =  -E-,  y  =  t2, 
z  =  2t. 

Solución:  La  superficie  desarrollable  es  la  superficie  tangencial  de  la  arista  de  retroceso.  Luego  siendo 
T  =  {t2, 2t, 2),  la  ecuación  pedida  es:  f[u,v)  =  ^-E-,í2,2 +v{t2,2t,2). 

J  67-  Dada  la  curva  x  =  tz-  t3,  y  =  t3x  -  t6,  comprobar  si  es  desarrollable  y  calcular  su  arista  de  retroceso. 

Solución:  x  =  tz  -  t3,  y  =  t3{tz  -  t3)  -  t6  =  t4z  -  t6.  Luego:  a  =  t,  p  =  -t3,  b  =  t4,  q  =  -t6,  a'  =  1, 

p'  =  -3 12,  b1  =  4 13,  q'  =  -6t5.  Como  a'q'  =  -12 15,  es  igual  a  b'p'  =  -12 15,  la  curva  es  desarrollable.  La 

ecuación  de  la  arista  de  retroceso  es:  x  =  -a— T  +  p  =  2 13,  y  =  -b^—  +  q  =  t6,  z  =  -P-¡-  =  3 12,  es  decir 

a  a  a 

(2t3,t6,3t2). 

J  68-  Dada  la  superficie  S  de  ecuaciones  x  =  tz  +  t2  y  =  3z/[t)  +  t3,  z  =  z,  determinar  la  función  J[t) 

para  que  S  sea  desarrollable,  calculando  su  arista  de  retroceso.  Comprobar  que  para  J[t)  =  0,  S  no  es 
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desarrollable,  y  calcular  su  línea  de  estricción. 

Solución:  Siendo  la  ecuación  genérica:  x  =  az  +  p,  y  =  bz  +  q,  z  =  z,  se  tiene:  a  =  t,  p  =  t2  -J{t), 

b  =  3J[t),  q  =  t 3.  La  condición  para  ser  desarrollable  es:  a'q’  =  b'p' .  Es  decir:  3 12  =  3f{t)[2t  de 

donde: /(O  =  t,  f{t)  =  -4-  +  C.  Las  ecuaciones  de  la  arista  de  retroceso  son:  x  =  -a^-j  +p  =  C, 

i  3  2  /  a  z 

y  =  —b^-r  +  q  =  ^ - Ct,  z  =  -P-r  =  -t.  Para  fít)  =  0,  se  tiene:  a  =  t,  p  =  t2,  b  =  0,  q  =  t3,  a1  =  1, 

a  2.  a 

p'  =  2 1,  b1  =  0,  q'  =  3 12.  Como  en  este  caso,  a'q'  +  b'p',  la  superficie  S  no  es  desarrollable.  Su  línea  de 
estricción  es:  x  =  —t  •  2t  +  t2  =  -t2,  y  =  0  +  t3  =  t3,z  =  -2 1. 

J  69-  Dada  la  superficie  x  =  uv  +  u2,  y  =  u2v  +  u,  z  =  u  +  v,  determinar  la  ecuación  del  plano  asintótico  de 
una  generatriz  cualquiera,  y  en  particular  para  u  =  1. 

Solución:  El  plano  asintótico  es  el  tangente  a  la  superficie  en  el  punto  del  infinito.  La  superficie  dada  es 

TJX 

reglada:  x  =  u2  +  vu,  y  =  u  +  vu2,  z  =  u  +  v.  Siendo  u  u2  1  =  (-2 u,  1  ,u2),  la  ecuación  del  plano 

1  2  u  0 

asintótico  es:  -2  u{x  -  u2)  +y  -  u  +  u2{z  -  u)  =  -2ux+y+  u2z  +  u 3  -  u  =  0.  Para  u  =  1,  este  plano  es: 
-2  x  +  y  +  z  =  0. 

J  70-  Elallar  las  trayectorias  ortogonales  de  z  =  x2  +y2,  z  =  A. 

Solución:  La  condición  de  ortogonalidad  de  dos  curvas  situadas  en  una  superficie,  es: 

EduSu  +  F{du8v  +  Sudv)  +  Gdvóv  =  0.  En  la  superficie  dada,  haciendo:  x  =  u,  y  =  v,  z  =  u2  +  v2,  se 
tiene:  E  =  1  +  (z'u)2  =  1  +  4m2,  F  =  z'uz'v  =  4 uv,  G  =  1  +  (z[,)2  =  1  +  4v2.  En  la  curva  dada,  se  tiene  que: 
x2  +  y2  =  A,  o  bien:  u2  +  v2  =  A.  Diferenciando,  se  tiene:  2udu  +  2vdv  =  0,  es  decir:  du  =  —¡fdv. 
Sustituyendo  los  valores  obtenidos,  en  la  condición  de  ortogonalidad,  se  tiene:  (1  +  4u2){=¡j-dv)8u  + 
+4uv[(^jy-dv)5v  +  Sudv]  +  (1  +  4v2)dv5v  =  0.  Simplificando:  vdu-u5v  =  0.  De  donde:  u~  =  ^v~- 

Integrando:  li \u  =  lnv-r  C.  Es  decir:  u  =  pv,  o  bien:  x  =  py.  Las  trayectorias  ortogonales  pedidas  son: 

z  =  x2  +  y2,  x  =  py. 

J  71-  Dada  la  superficie  x  =  u2  +  vu,  y  =  u  +  vu2,  z  =  u  +  v,  hallar  la  ecuación  general  del  plano  central,  y  en 
particular  para  u  =  1 . 

Solución:  El  plano  central  es  perpendicular  al  plano  asintótico,  y  es  tangente  a  la  superficie  en  el  punto 

1  J  k 

central.  Siendo  u  u2  1  =  (~2u,l,u2),  los  coeficientes  del  plano  central  vienen  dados  por: 

1  2  u  0 

1  J  k 

u  u2  1  =  (w4  -  1,-w3  -  2u,2u3  +  u).  Por  consiguiente,  la  ecuación  del  plano  central,  es: 

-2 u  1  u2 

( u 4  -  1  )(x  -  u2)  -  (w3  +  2 u)(y  -  u)  +  (2 u3  +  u){z  -  u)  =  0.  Para  u  =  1,  es:  y  -z  =  0. 

J  72-  Dada  la  superficie  x  =  u2  +  vu,  y  =  u  +  vu2,  z  =  u  +  v,  hallar  la  ecuación  de  la  línea  de  estricción. 

Solución:  La  línea  de  estricción  es  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  centrales,  es  decir  de  los  puntos  en 
los  que  los  planos  asintóticos  son  tangentes  a  la  superficie.  Estando  dada  la  ecuación  de  la  superficie,  en  la 
forma 

v  =  - 


(a  Ax1)  = 

i  j  k 

u  u2  1 

=  (m2  -  \,u,u  -  2 m3),  (A  A  A')  = 

i  j  k 

u  u2  1 

2  u  1  1 

1  2  u  0 

x{u,v)  =  x  (w)  +  v  •  A  (u),  como  es  el  caso  del  enunciado,  la  ecuación  de  la  línea  de  estricción  es: 

(Ia?).(Ia7)  _  _  _  _ 

— - - — Como:  x(m)  =  (u2,u,u),  x'(w)  =  (2w,  1,1),  A  =  (w,«2,l),  A'  =  (1,2«,0), 

(aaa'Y 
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( A  A  A')~  =  u4  +  4u2  +  1,  se  tiene  que:  v  =  ^u4  +  ^  +3»  _  jj  Lueg0  jas  ecuaciones  paramétricas  de 

la  línea  de  estricción  son:  x  =  u2  +  Uu,  y  =  u+  Un2,  z  =  u  +  U. 


J  73-  Dada  la  superficie  x  =  u2  +  vu,y  =  u  +  vu2,  z  =  u  +  v,  hallar  la  ecuación  del  parámetro  de  distribución. 

Solución:  Se  denomina  parámetro  de  distribución  a  la  relación  de  la  mínima  distancia  entre  dos 

generatrices  infinitamente  próximas  y  el  ángulo  que  forman,  es  decir,  es  la  relación  de  la  distancia  del 
punto  central  al  de  contacto  de  un  plano  tangente  cualquiera,  dividida  por  la  tangente  del  ángulo  que 

(7,  A,  Á7)  A2  _ 

forma  con  el  plano  central.  Su  fórmula  es:  A  =  — - _  7 — .  Como  x{u)  =  { u2,u,u ),  7  =  {2u,  1,1), 

(A  A  A') 


A  =  {u,u2,\),A'  =  (l,2w,  0),  se  tiene:  A  = 


2  u 

1 

1 

u 

u2 

1 

{u2  +  u4  +  1  ) 

1 

2  u 

0 

i 

7 

k 

2 

u 

u2 

1 

1 

2  u  0 

(-3  u2  +  1 )  (w4  +  u2  +  1 ) 


4w2 


1 


J  74-  Dado  el  paraboloide  hiperbólico  P  =  z  =  x2  -  y2,  hacer  el  cambio  x+y  =  2 u,  x-y  =  2v,  estableciendo 
las  ecuaciones  paramétricas  de  P,  y  determinar  las  líneas  de  estricción  de  los  dos  sistemas  de  generatrices. 


Solución :  P  =  T (w,v)  =  {u  +  v,u  -  v,4 uv).  Las  curvas  en  las  que  u  es  constante,  definen  un  sistema  de 
generatrices,  y  en  las  que  v  es  constante,  definen  el  segundo  sistema  de  generatrices. 

T(w,v)  =  T{u)  +  vA(u)  =  (m,m,0)  +  (1,-1, 4w),  N{u)  =  {u,u, 0),  x'{u)  =  (1, 1,0),  A(u)  =  (1,-1, 4u), 


A'{u)  =  (0,0,4),  (A  A  A')  = 

i  j  k 

1  -1  4  u 

=  (~4, -4,0),  {A  Axj  = 

i  j  k 

1  -1  4  u 

0  0  4 

1  1  0 

=  (- 4u,4u,2 ). 


El  punto  central  viene  dado  por:  v  =  — Ax  )(A_AA  )  _  q  pa  línea  de  estricción  correspondiente  es: 

(A  A  A1)2 

x  =  u,  y  =  u,  z  =  0,  siendo  la  generatriz:  x-y  =  0,  z  =  0.  Para  u  =  0,  se  tiene  la  otra  línea  de  estricción: 
x  =  v,  y  =  -v,  z  =  0,  siendo  la  generatriz:  x  +  y  =  0,  z  =  0. 


J  75-  Sea  S  la  superficie  envolvente  de  las  superficies  F,  siendo  la  ecuación  diferencial  de  F: 
z  +  vy  =  iy-x)\f{y)  ~(p'(x)]  -2{f[v)  +  <p(x)].  Hallar  la  ecuación  diferencial  de  las  líneas  asintóticas  de 
S.  Obtener  /(v)  y  cp{x)  de  manera  que  las  familias  de  curvas  vx  =  A,  ^  + ^  =  ¡j.,  formen  una  red 

conjugada  de  curvas. 


Solución:  Derivando  la  ecuación  de  F,  respecto  a  v,  se  tiene  (f  es  función  de  v;  (p  es  función  de  x): 
y  =  f  -  (p1  +  (v-x)/'  -  2/  =  (v-x)/'  -/  -  <p'.  Haciendo  x  =  u,  se  tiene  que:  y  =  (v-  u)f  -f  -  cp' . 
Sustituyendo  estos  valores  en  la  ecuación  de  F,  se  tiene:  z  =  -v(v  -  u)f  +  vf  +  v(p'  +  (v  -  u)(f  -  cp')  - 
-2 (f+  <p)  =  — v(v  —  u)f  +  2vf  +  ucp'  -uf  -  2 (f+  <p).  Las  derivadas  parciales  son:  x'u  =  1,  x'v  =  0, 
y'u  =  -f  -  cp",  y'v  =f  +  (v-  u)f"  -f  =  (V  -  u)f\  z'u  =  vf  +  tp'  +  ucp" -f  -  2  cp'  =  vf  +  ucp"  -f  -  cp', 
z'v  =  -(v  -  u)f  -  vf  -  v(v-  u)f"  +  2/  +  2vf  -  uf  -  2f  =  -v(y-u)f".  De  ello  se  deduce  que: 


=  {v -  u)f"[{v  -  u)cp"  +f  +  cp' ,v,  1], 


i  j  k 

i  j  k 

N  = 

x'  v'  z' 

y  U  "  U 

= 

1  -f'-cp"  vf  +  ucp" -f  -  cp' 

x'y  y'v  z'v 

0  (v-  «)/"'  — v(v  —  u)f" 

Haciendo:  N  =  P  •  Ni,  siendo:  P  =  (/ v-u)f ",  luego  Ni  =  [(v-  u)cp"  +f  +  cp',v,  1]  =  ( A,B,C ),  donde: 
A  =  (v  -  u)cp"  +f  +  cp' ,  B  =  v,  C  =  1.  Las  líneas  asintóticas  están  definidas  por  dN\  •  dM  = 
=  ( dAdx  +  clBdy  +  dCdz)  =  0.  Como:  dA  =  ( dv  -  du)cp"  +  (v  -  u)cp'"du  +f'dv  +  cp"du  =  dv(cp"  +/')  + 
+(y  -  u)cp'"du,  dB  =  dv,  dC  =0,  dx  =  du,  dy  =  {dv  -  du)f  +  (v  -  u)f"dv  -f'dv  -  cp" du,  se  tiene: 
dN\  •  dM  =  dv{cp"  +f')du  +  (v  -  u)cp"'{du)2  +  {dv  -  du)f'dv  +  (v  -  u)f"{dv)2 -f'{dv)2  -  cp"dudv. 
Simplificando:  dN\  •  dM  =  cp'"{du )2  +f"{dv)2  =  0,  que  es  la  ecuación  diferencial  de  las  líneas  asintóticas 
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de  S.  La  ecuación  de  las  líneas  conjugadas  es;  dN\-5M=0,  5N\-dM=Q).  Por  tanto: 
(p"'duSv  +f"5udv  =  0.  Diferenciando  la  ecuación  uv  =  A,  se  tiene:  vSu  +  u5v  =  0.  Diferenciando  la 
v  +  x  _  +; _  (du  +  dv){\  -  uv)  +  (u  +  v)(vdu  +  udv) 


ecuación  . 

1  -  vx 

familia  se  tiene: 


=  ¡i,  se  tiene: 


5v 

Su 


v_ 

u 


(1  -  uv)2 

y  de  la  segunda,  operando  en  el  numerador,  se  tiene: 


=  0.  Por  tanto,  de  la  primera 

1  +  u2 


du 

dv 


1 


Introduciendo  este  par  de  valores  en  la  ecuación  de  las  líneas  conjugadas,  se  tiene  que: 
"  dvSv  =  yin  +jw  v (j  +  v  )  =  o.  Por  tanto,  se  obtiene  que:  w(l  +  u2)(p"'  =  -v(l  +v2)f"  =  k. 


duSu 


<P 

Integrando  estas  dos  ecuaciones  diferenciales,  se  tiene  que:  (p(u )  =  JJJ 


«(1  +  u2) 


-k 


u{  1  +  u2) 


du  +  au 2  +  bu  +  c. 


dv  +  a  v2  +  b  v  +  c  .  Con  estos  valores  de  (p  y  de  f  las  dos  familias  de  curvas  dadas 


forman  una  red  conjugada  de  curvas  en  la  superficie  S. 

J  76-  Demostrar  que  la  línea  de  estricción  de  un  hiperboloide  de  revolución  es  el  círculo  de  garganta,  que  este 
es  cortado  por  las  generatrices  según  un  ángulo  constante,  y  que  también  es  constante  el  parámetro  de 
distribución. 


Solución: 


La  ecuación  paramétrica  del  hiperboloide  de  revolución 


■75 —  1=0,  es: 

_  _  _  u  _ u  O 

x(6,n)  =  x(d)  +  /jA(0)  =  (a eos 0, a  sin 0,0)  +  /j(asmd,-acosd,b),  es  decir:  x(0)  =  (acos@,asin@,0), 
A(0)  =  (asm9,-acos6,b).  Luego,  x'{6)  =  (-asin^ucos#,!))^'^)  =  (a  eos  9,  a  sin  9,0), 

k 

I 

=  (-absiné^aúcosé?,#2), 


(A  A  A')  = 


(A  Ax') 


i 

i 

asin0 

-a  eos  9 

a  eos  9 

usin# 

i 

7 

asin0 

-a  eos  9 

-asin0 

a  eos  9 

b 

0 

k 

b 

0 


=  (-tf¿>cos@,-£/¿>sin0, 0),  (d  Ar')(d  Ad')  =  0.  Luego  el 


punto  central  viene  dado  por:  q  = 


(A  Ax')  (d  A  A1') 


=  0,  siendo  la  ecuación  de  la  línea  de  estricción: 


(A  AZ)¿ 

x~e  =  (acos@,tfSÍn0,O),  que  corresponde  al  círculo  de  garganta.  Su  derivada  es:  x'e  =  {-a  sin 9, a  eos  9,0). 
Siendo  las  generatrices:  x¡j  =  (a  eos  0,  a  sin  0,0)  +  /u(asin9,-acos9,b),  para  9  constante,  su  derivada  es: 
x’g  =  (asin9,-acos9,b).  El  coseno  del  ángulo  formado  por  las  generatrices  y  el  círculo  de  garganta,  es: 

(asin9,-acos9,b)  •  (-a  sin  9,  a  eos  9,0) 


eos  V  = 


x„  •  x„ 


-a 


-\ 


asin@,-acos@,¿|  •  |-asin0,acos@,O|  (a2  +b2)a 2 

(7,  A,  A7)  A2 


b2 


por  lo  que  el 


ángulo  V  es  constante.  El  parámetro  de  distribución  es:  A  =  — - -  . 

(AAA7)2 


=  b,  que  es  constante. 


-asm9 

a  eos  9 

0 

asm9 

-a  eos  9 

b 

(a2  sin20  +  a 2  cos20  +  b2) 

a  eos  9 

asín# 

0 

a2b-  snr0  +  a~b~  eos 29 


J  77-  Hallar  el  umbílico  de  z  =  x2  +  y2  +  2x. 

Solución:  Umbílico  es  el  punto  en  que  los  coeficientes  Ej ,F' ,G'  son  proporcionales  a  E,F,G,  es  decir: 


f  =  f-  =  gt>  0  bien: 

Luego: 


1  +  p 2 

_ 0 


_s_ 

pq 


t 


1 


II 

Z  2 

— r,  es  decir:  - — 

q2  1  +  (z'x) 


2 


z'  z' 


II 

Z  2 
y 


i  +  (4) 

j.  De  donde:  y(x+  1)  =  0.  El  umbílico  es  (—1,0, —1 ). 


1  +  (2x  +  2)2  (2x  +  2)2y  1  +  (2 y) 

Se  trata  del  punto  en  que  el  eje  de  revolución  de  la  superficie  dada,  corta  a  esta 
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